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كلمة الجمعية العلمية السورية للمعلوماتية 


عزيزي القارئ 
تضع اللجمعيةٌ العلمية السورية للمعلوماتية اليوم بين يديك وبعد طول انتظارٍ هذا الكتاب "مذخل إلى الخوارزميات"» 
الذي عَبِلَ على نَقْله إلى العربية بجموعةٌ متخصئصة من الباحثين والمدرّسين في علوم الحاسوب عموماء والخوارزميات 
حصوصًا. ويأق هذا الكتابُ في إطار جهودٍ الجمعية المستمرة لإغناء المكتبة العربية بكتب تخصصيةٍ في المعلوماتية بلغةٍ 
عربيةٍ سليمةٍ ومعاصرة تساعد القارى العربيّ على الحصول على أكثر العلوم معاصرةٌ بلغته الأم. 

وقد قامت لحنة التأليف والترجمة والنشر في اللدمعية منذ العام 2000 بترجمةٍ بجموعةٍ من كتب المعلوماتية المتميّزة القي 
يعد بعضها مرجمًا أساسيًا لطلاب الجامعات. نذكر منها: "أسس لغات البريحة" المنشور عام 2000, و"هندسة البربجيات 





منهج للممارس" (في جزأين) عام 2001: و"الذكاء الصنعي" عام 2004) و"مفاهيم نظم التشغيل" (فٍ جزأين) عام 
5 ؛ و"التعمية التطبيقية” و"اتصالات المعطيات والحواسيب” عام 2006: إضافة إلى منشورات أخرى لا تقل عنها أهيةٌ 








مثل: معجم مصطلحات امعلوماتية الذي تُشِرَ في العام 2000؛ والذي يقع الآن في صلب مشروع عر بالتعاون مع 
الاتحاد العالمي للاتصالات لإصدار نسحةٍ موسّعةٍ وتُحَدئٍ منه. 

يعايج هذا الكتابُ أحدّ أهمٌ الأسس ف علوم الحاسوب؛ ألا وهو بنى المعطيات والخوارزميات. ولا يقتصر هذا 
الكتاثك - كغيره من كتب الخوارزميات العديدة - على كونه "كتاب وَضْفات" يبيّن أهمٌّ ما استفرّت عليه الدراساث 
والبحوث في هذا لمجال بل يأخذ بيد القاري خعطوةٌ خحطوة؛ فيشرح كل مسألةٍ بالتنفصيل؛ ثم تعرض مجموعة من الحلول 
ويقارن بينها مستعيئًا بأدواتٍ الرياضيات المتقطّعة التي لا غِتى عنها للوصول إلى فهم عميتٍ هذه الحلول. ويرمي هذا 
الأسلوب إلى تطوبر قدرةٍ الدارس تدرئيًا على المقارنة والنقد واختيار وتصميم الحلول الفضلى للمسائل التطبيقية التي قد 
تعترضه. 

إن النسخحة الأصلية من هذا الكتاب "5دمطائءدهالى 0 «دناءدؤهمام]" هي كتابٌ مرجعييٌ من منشورات دار نشر 
معهد ماساتشوستس للتقانة 8755 9117. وهو مرجعٌ تدريسيٌ معتمدٌ في معظم جامعات العالم» ويعدٌ من أكثر الكتب 
المرجعية مَبيعا؛ فقد بلغ عددُ النسخ المبيعة منه حتى آب 2011 نصف مليون نسخة» وذلك منذ إصداره الأول في العام 
0 .. وهو إلى ذلك كتاب شاملٌ يقدّم العون للطالب من بداية دراسته الجامعية وحتى دراساته العليا. وما يدل على 
ورد في مراحع ما يزيد على خمسةٍ آلاف بحث باعتباره أحد المراحع 
الأساسية في الخوارزميات؛ إضافةٌ إلى أنه مرجع لا يُستغنى عنه في جميع بحالات علوم الحاسوب”. 





كبير أهيةٍ هذا الكتاب وعلوٌ شأنه في بابه أنه 





١‏ الصئط.5001-0810-مسط ا عمعلة-مامهتاع سل معامة/1 201/عع 5ل موسع مس لع تسد والتجاط 
+ ناله.ناوص .اولمع مدعا //نطقط 


يتحاوز عد صفحات الكتاب الأصلي 1200 صفحة؛ وهذا السبب رأى فريقٌ التعريب إصدارَ النسخة العربية في 
جزأين (متقارتين في عد الصفحات) لتسهيل استعماله. يتضمّن الحزٌ الأول أساسياتٍ تحليل الخوارزميات» وحوارزميات 
المتقدمة في حل المسائل. ويضمٌ لحز الثاني 
فصول تعالج مواضيع عختارة ذات أهرية كبيرة. ويتتم 
با خوارزميات؛ ثم قائمة مراجع غنيةٍ تزيد على 350 


الفرز وبنى للعطيات الأساسية؛ وبق معطيات متقدمة» وبعضّ 









- الذي سيصدر لاحمًا - خوارزمياتٍ نظية البيان» إضافة إلى ت 





الكتابُ بمجموعةٍ من الملاحق في مواضيع ريا 
مرحماء ومسارة تبي لصطلحات باللغتن العربية والإنكليزية. 

لو الكتاب بديا من إصداره الثاني أربعة: اثنان منهم مدرّسان في معهد التقانة في ماساتشوستسء وهما 1500 
معان و مموعداما .5 5عاتما0» والآخران من طلاب الدراسات العليا اللامعين في المعهد في الثمائينيات؛: وهما 
وده .1 كقنههة1 و «أءا5 [011805. وجميغهم الآن من العلماء المرموقين» وهم إسهاماتٌ ف العديد من بحالات 
علوم الحاسوب. فعلى سبيل الثال قم 54ع«ذ8 العديد من الإنمازات في محال علم التعمية. وهو أحدٌ مطوّري خوارزمية 
854 الشههرة. وزمبله «مد#وام.ا إسهامات كثوةٌ في الحوسبة التفّعية والحوسبة المورّعة» وهو أحد رُوَاد تطوير نظرية 
]قال ومصمُمُ شبكةٍ الوصل ممما :9/ المستعمّلة في الحواسيب الفائقة. أما «عممهع» فهو مدر وكاتب بارع» 











نعدّدت إبازاثه في حال التعليم الجامعي: وهو رئيس قسم برنامج الكتابة في جامعة دارتموث. وأما «:5. فقد أسهم 5 
تألين كاب ”مذخل إلى الخازبيات” بدما من إصداره الثاني: وهو عختصيّ في بحوث العمليات. ويرأس حايًا قسم 
المندسة الصناعية وبحوث العمليات في جامعة كولومبياء وقد أَعْقَ الكتات بالعديد من الأمثلة التطبيقية. 

أما فريى التعريب ققد ضمٌ نه من خيرة الباحثين والمدرسين ذوي الخبرة الطويلة في المعهد العالبي للعلوم التطبيقية 
ولتكنولوجيا وني جامعة دمشق؛ وهم: د. عُلى أبو عمشة؛ و د. محمد سعيد دسوقي؛ و د. أميمة الذكاك؛ و د. ندى 
غنيم و د. كمال قمر و د. غيداء ربداوي؛ و د. رضوان قسطنطين. وقد قاموا معًا بعملٍ تعاوني ضحم - ضمن فريقٍ 
واحدٍ متكامل - فُثْل في تعريب فصول الكتاب, كلنٌ منهم فيما هو أقرب إلى خبرته واختصاصه. ثم تداولوا مراجعة هذه 
الفصول فيما بينهم. وبعد ذلك, قام الأستاذ مروان البؤاب مشكورًا بالمراجعة اللغوية وبإدحال التعديلات الناتجة عنها. 
وكانت د. على أبو عمشة هي المسؤولة عن تنسيتي العمل بين أعضاء الفريقء وعن تعريب المصطلحات العلمية 
وترحيبهاء جرت هذا الغوض سلسلةٌ من الناقشات مع زملائها. وأخيرا قام د. رضوان قسطنطين بعمل مهمٌ يُعَدُ 
بم تتريًا هذا الكتاب؛ فنق نصوصّه؛ وضبط معادلاته: ورب مقاطعه البرجية: وأخرجه مُائْل النسخة 





الأصلية له. 

ويطيب لنا أن نشكر أفراد أسرة العمل كافةٌ على الجهد الكبير الذي بذلوه في التعريب والمراجعة العلمية واللغوية. 
ونخصٌ بالشكر د. عُلى أبو عمشة - التي كانت امرك الأول للانطلاق بمذا العمل - على جهودها في التنسيق, وفي 
العمل على توحيدٍ للسطلحات في هذا الكتاب الضخم. ونوجّه شكًا خاصًا أيضًا إلى د. رضوان قسطنطين على عنايته 
الكبرة في إخراج النص وإدخال الأشكال وللعادلات الكثيرة لتظهر بأسلوب موحد في كامل النض؛ وعلى جهوده 
للمحافظة على توجيد اللسطلحات. ونشير هنا إلى أن د. قسطنطين - إضافة إلى أنه تَداركَ المفواتٍ التي عثر عليها في 








أثناء إخراحه للكتاب - قام بتصحيح الأخخطاء المنشورة على موقع الكتاب” حتى تاريخ الانتهاء من إعداد نسخحته امعرية. 
والشكر موصولٌ كذلك إلى الأستاذ مروان البرٌاب على جهوده في مراجعة هذا الكتابء التي شملت اللموانث اللغوية 
والعلمية أيضاء بعناية ودقةٍ كبيرتين. وقد كانت له ملاحظاتٌ دقيقةٌ فيما يخصنٌ تعريت العديد من المصطلحات. 

وف الختام نتوجّه بالشكر الحزيل إلى الأستاذ الدكتور راكان رزوق» رئيس محلس إدارة الجمعية العلمية السورية 
للمعلوماتية على دعمه للجنة الترجمة والتأليف والنشرء وتشجيعه على أن يرى هذا الكتاب النور. 
نأل أن نكون بكتابنا هذا قد وُنُننا في وضع ما يساعد على فهيمٍ مواضيع اتصالات المعطيات والحواسيب 





وأخيرا 


بين يدي القارئ العربي. ونرجو أن يصدر الحزعُ الثاني منه في القريب العاجل. 


والله ولي التوفيق. 


الأستاذ الدكتور وائل معلا 
رئيس لجنة الترجمة والتأليف والدشر 
في الجمعية العلمية السورية للمعلوماتية 


* كعد #/عدط رمعل ه/سلع .انس كعم ماتس لاما 


كلمة فريق التعريب 


زميلنا المدرّس 
عزيزنا الطالب 
نقدّم لك الحزة الأول من النسخة المعرّبة للكتاب المرجعي الشهير “كسصطائءهعلة 0) ددناءد1همامة": وبإذن الله سيصدر 
لحز الثاني منه بعد مدةٍ غير طويلة. 

إن هذا العمل ثُرةٌ جهودٍ فربقنا التي امتدّت عدةٌ سنوات. ولن يخفى عليك؛ أيها القارئ العزيز» عندما تبدأ بقراءة 
صفحاتٍ هذا الكتاب مدى الحهود المبذولة من مؤلّفي الكتاب لمعله شاملاً وواضحا ودقيقاء ومن فريقنا الذي بذل 
قصارى جهده ليقدّم لك عملاً علميًا رئعا بلغةٍ عربية سليمةٍ وبسيطة: ولينقل الأفكار وحتى أسلوب اللّفين بأقصى قدرٍ 
من الأمانة؛ راجين بذلك أن نتيح لقارئنا العربي الاطلاع على منشوراتٍ قَيّمَةٍ بلغته الأم؛ عسى أن تصبح أمتنا العربية من 
جديدٍ منتيجة للعلوم ومطورة لها. 

تعود جذورٌ هذا الكتاب إلى منتصفٍ السبعينيات» وكان قرا وقتلٍ محاضرات في الخوارزميات ألقيت في 
معهد 1117. ون منتصف الثمانينيات شَجّعت براعةٌ «عتجوهح في الكتابة العلمية أساتذتّه آنذاك على حوض مغامرة 
تأليفٍ كتاب صدَرَ في العام 21990 وزاد عددُ صفحاته على 1000 صفحة؛ وصار مع مرور الأيام المرجع الأساسئ 
للخوارزميات في العديد من جامعات العالم. وقد بدأث صلهٌ فربقنا بالكتاب باعتماده مرجمًا أساسيًا في تدربس مقرّر 
الخوارزميات في المعهد العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا وفي جامعة دمث 
للرياضيات بالقدر المناسب لتعميق مقاهيم الوا ونشأث بذلك فكرة نَقْلِهِ إلى العربية لنشارك به طلانا وكلٌ من 
يَعُونُهُ حاجرٌ اللغة عن الاستفادة من هذا الكتاب. وقد قلت الجمعية العلميةٌ السوريةٌ للمعلوماتية مشكورةٌ اعتماد هذا 
المشروع ضمن جهودها لإغناء المكتبة العربية التقنية بالكتب القيّمة. 

وقد تكوّن فريشا لإنجاز مهمةٍ تعريبٍ هذا الكتاب في العام 2007. وكان أول ما بدأنا به هو تعريب مسر 
المصطلحاتٍ لضمان توحيدها في جميع فصول الكناب؛ على الرغم من تعدّد مترجمي هذه الفصول. وقد اعتمدنا في ترجمة 
هذه المصطلحات في المقام الأول على ما وَرَدَ في معجم مصطلحات المعلوماتية الصادر عن الجمعية عام 2000: واجتهدنا 
- في العديد من الاجتماعات وبالتعاون مع المدقّق اللغوي - في ترجمةٍ المصطلحات التي لم تَرِدْ في المعجم. وعلى الرغم 
من كل المهود المبذولة في هذا الصدد؛ فقد يكون هناك أكثرُ من مقابل بالعربية لبعض المصطلحات الإنكليزية: إلا أننا 
أنه لن يكون لهذا كبرد أثرٍ على فهم القارئ لمضمون الكتاب: وذلك بفضل ما تتميّع به فصول الكناب من 
استقلالية فيما بينها. 


٠‏ وكنا نستمتع بعمقِه ويه واستخدامه 











وتجدر الإشارة إلى أن عَمَلَنا بدأ بتعريب الإصدار الثاني لهذا الكتاب» وبعد أن قاربنا على الاتهاء من البزء الأول 
منه؛ عَلِمْنا بصدور الإصدار الثالث. وكان ذلك في آب 2009. وقد احتوى هذا الإصدارٌ ابحديدُ تحديناتٍ كثيرهٌ حَعَليّه 


أكثر ثرا من القارئ» إضافة إلى تداك بعضٍ النقاط التي كانت معابكَة بطريقةٍ مختلفة عمًا كان دارجًا في كتبٍ 





الخوارزميات الأخرى, وأغْيت ملاجمُة بحيث لا يمتاج القارئٌ إلى العودةٍ إلى كتب الرياضيات لاستذكار المفاهيم 
اللازمة لفهم النصنّ. فلم يكن بوسع فريقنا أن يرم النسخة العربية من هذه التحديثات: لاسيّما أن مؤلّفي هذا الكتاب 
يعملون منواتٍ عدَّة قبل إطلاق إصدارٍ جديدٍ له فاتخذنا قرا صعبًا بمراجعةٍ جميع الفصول المعرّبة وجغْلها مطابقة 
للإصدار الثالث. 1 

يعالج الكناب الخوارزمياتٍ التي تفع في الواقع في لب علم الحاسوب وتطبيقاته» فيبدأ بالتعريف بالخوارزميات 
ويجوانب تحليلها التعدّدة» ثم يقدّم ف كل فصل: بنية معطياتٍ مع الخوارزميات المتعلقة بحاء أو تقنية تصميم. أو مجالاً 
تطيبا؛ أو موضوعًا ذا صلةٍ بعنران الفصل. وقد راعى الؤلّفون أن تكون الفصولُ مستقلةٌ فيما بينها قدرّ الإمكان؛ 
لتكون قراءةٌ أي فصل سهلةً وواضحةٌ دون الحاجة الكبرة إلى الاطلاع على الفصول التي سبقته» ما عداء ريماء فصول 
الباب الأول التي تُعئى بالأساسيات في تحليل الخوارزبيات؛ أو الملاحق لتلا النغرات في الأساس الرياضي للقارئخ. 








يق الكتابُ في خمسة وثلانين فصلاً مويّعة على سبعة أبواب. يضمٌ الحزُ الأول من النسخحةٍ المعرّبة خمسة أبواب: 

٠‏ بزؤد اباب الأول القارئٌ بالسياقٍ والأدواتٍ اللازمةٍ للمضئ قُدْمًا في الكتاب. فهو يعاليج مبادئٌ تصميم 
الخوارزبيات وتحليلها. ويضمٌ مقدّمةٌ 
استراتيجيات التصميم المهمة المستعمّلة لاحمًا في الكتاب؛ وخاصةٌ استراتيجية 





صيف الخوارزميات والأدوات اللازمةٍ لذلك؛ ثم يُعرّف بعضّ 





٠‏ يعالج البابُ الثاني مسأل فرز الأعداد الني تقع في طُلْبٍ معظي التطبيقات المحوسبة» ويقدّم خوارزمياتٍ عديدةٌ 
لحل هذه المسألة» ويدرس أمثليتها. ويعاليج الفصلك الأخيرُ من هذا الباب ما يُعْرْف بإحصائيات الترتيب. 

« يُعرض البابُ الثالتُ بعضّ بنى للعطيات والتقنيات الأساسية لتمثيل مجموعات المعطيات الديناميكية المنتهية؛ 
وكيفية التعامل معها حاسويًا من استفسارٍ وتعديلٍ وتنظيم. تُشمل بنى المعطيات المدروسة في هذا الباب البنى 
البسيطة مثل: اليكدّسء وله القائمة المزابطة, والشجرة ذات اللحذر. ثم يتتقل إلى جداول التُِْد والأشجار 

منها. 











الثنائية والأنواع ل 
٠‏ يدرس الباب الاب ثلاث تقنياتٍ هي: الويحة الدينانيكية؛ والخوارزييات الشرهة» والتحليل المخحقد. وتضاف 
هذه التقنياث إلى تلك التي يقدّمها الباب الأول؛ وهي تُستعمّل بكثرةٍ في تصميم الخوارزميات الفعالة وتحليلها. 





٠‏ البابُ الخامك عنصصصيٌ لدراسة بعضل بنى للعطيات المتقدّمة التي تدعم العملياتٍ على المجموعات الديناميكية 
بفعالية أكبر من البنى المعروضة في الباب الثالث؛ لكنها أكثر تعقيدًاء إذ تُستعمل بعضٌ البنى المدروسة بكثافة 
تفنياتٍ التحليل المخحمّد التي يعالجها البابُ الرابع. أما الببى المدروسةٌ في هذا الباب» فهي: الأشجارٌ المعمّمق» 


هُ للدمج: وكوماتُ فيبوناتشي: وبنبةٌ المعطيات العَوْدِيّة المعروفة باسم شجرة 8085 5306 ههلا 





والكرماث 
وأخبرا يعاِج هذا البابُ بنيةٌ معطياتٍ خاضة تُْرْف بلمجموعات المنفصلة. 





ويضمٌ المزغ الثاني باتيْن وأربعة ملاحق: 

٠‏ يعالِج البابث السادميٌ البيانات 5مهمع وأهمّ ما يتعلق بما من خوارزمياتٍ لها تطبيقات واسعةٌ في علوم الحاسوب 
والاتصالات. فيَعرض بعمتٍ خوارزمياتٍ البحث داخخل بيانٍ مع تطبيقاتٍ لهاء وخوارزمياتٍ البحث عن أشجار 
المسح الصغرى» وخخوارزمياتٍ أقصر المسارات بأنماطها المختلفة. وينتهي الباب بدراسة خوارزبياتِ تتعلّق بحساب 
التدق الأعظمي داخخل بيان. 

ه تمع البابُ السابع - وهو الأخير - بجموعة من المواضيع المختارة التي لا تقل أهميةٌ عن مواضيع الأبواب 
السابقة» ولكنها تُعَدُ أكثر تقنية أو تعقيدًا. تتميّر فصول هذا الباب بأنما - في جلها - مستقلةٌ بعضها عن 
بعضء وتعاليج مسائل محدّدة يُفيد منها المتخصّصون في بحالاتٍ مختلفة؛ فهناك مثلاً فصل يُْتى بالحوسبةٍ التفرّعية 
المتعدّدةٍ النياسب» وآخرٌ بمطابقةٍ متتالياتٍ امخارف. وهناك فصول تعالج مواضيع وبثى رياضيةٍ واسعةٍ التطبيقات 
مثل: المصفوفات» وتحويلات فوربيهء وخوارزميات نظرية الأعداد ذات الأهية الكبيرة في محال التعمية» 
وخوارزميات الحندسة المحوسبة. ويضمٌ البابك أيضًا عدةٌ فصول تُغقى بحل مسائلٍ الأمكلة مناه متصرنامه مثل: 
البريحة الخطية» ونظرية تعقيد المسائل» وحوارزميات التقريب. 









٠‏ تقدّم الملاحق تذكرةٌ لكلٌ ما يحناج إليه القارئُ من معارف ذاتٍ طابع رياضئء مثل: مجاميع السلاسل العددية» 
والبنى الرياضية مثل: المجموعات» والدوال» والعلاقات؛ والبيانات؛ واللصفوفات. وتذكّر أيضًا بطرائق العده ونظرية 
الاحتمالات. 

ولكي يَسْهُلَ على القارئ الإفادة من هذا الكتاب القيّمِ على أكملٍ وجه؛ سيُزوّد جزؤه الثاني بفهرس ومسْرَدٍ ألفبائيٌ 

بالمصطلحات العربية ومقابلاتما الإنكليزية: ومُسْرَدٍ آخرّ بالمصطلحات الإنكليزية ومقابلاتما العربية. 
نرحو أن نكون قد قدّمنا بعملنا هذا الفائدة للقارئ العربي؛ وأسهمنا في تطوير وطننا وأمتنا العربية. ونأسف لما يمكن 
أن يكون قد غاب عنًا من هفواتٍ وأطاء. ونشكر سلقًا كل من يُبّهنا عليها لتلافيها في طبعاتٍ قادمة. 











والله ولي التوفيق. 


فريق التعريب 





وُجدت الخوارزميات قبل وجود الحواسيب. واليوم ومع وجود الحواسيب؛ أصبح لدينا المزيد من الخوارزبيات» 
وأصبحت الخوارزميات من صميم الحوسية. 

يقدم هذا الكتاب مدخلا شاملاً لدراسة الخوارزميات الحاسوبية الحديثة» فهو يعرض عدة خوارزميات 
ويشملها بعمق» ومع ذلك فهو يقي تصميمها وتليلها في متناول القراء على اختلاف مستوياتهم. حاولنا 
إبقاء الشروح بسيطة دون التضحية بعمق الشمول أو بالدقة الرياضية. 

يعرض كل فصلٍ خوارزمية أو تقنية تصمييء أو مجالاً تطبيقيّا أو موضوعًا ذا صلة. تُشرّح الخوارزميات 
بالعربية وبشبه رماز مصمّيٍ بحيث يتمكن أي شخخص ملمٌ بالبريحة من قراءته. يتضمن هذا الكتاب 244 
شكلاً - يحتوي العديد منها على عدة أجزاء - توضح كيف تعمل الخوارزميات. ولما كنا نشدد على الفاعلية 
باعتبارها معيارًا تصميميّا فقد ضمنًا تحليلات دقيقة لأزمان تنفيذ جميع خحوارزمياتنا. 

هذا النص معد أصلاً للاستعمال في المقررات المتعلقة بالخوارزميات وين المعطيات في المرحلة اللجامعية وفي 
الدراسات العليا. ولما كان هذا الكتاب يناقش القضايا الهندسية في تصميم الخوارزميات؛ إضافةٌ إلى الجوانب 
الرياضية» فهو ملائم أيضًا لتعلّم المحتصين التقنيين ذانيًا. 

في هذه الإصدار الثالث؛ قمنا بتحديث كامل الكتاب مرة أخرى. تشمل هذه التغييرات طيفًا واسمّاء 
من إدراج فصول جديدة: وتعديل لشبه الرماز؛ واستخدام أسلوب كتابة موجه للقار. 


إلى المدرس: 
لقد صممنا هذا الكتاب ليكون متعدد الحوانب وكاملاً في الوقت نفسه. ستجده مفيدًا لمقررات متنوعة» ابتداءٌ 
من مقررات في بنى المعطيات في المرحلة الجامعية وحتى دروس في الخوارزميات للدراسات العليا. ولا كنا قد 
قدمنا مواد أكثر بكثير مما يمكن أن يستوعبه مقرر تموذجي في فصل واحدء فيمكنك أن تعتبر هذا الكتاب 
مائدة مفتوحة منوعة يمكنك أن تنتقي وتختار منها أفضل مادة تدعم المقرر الذي ترغب في تدريسه. 

ستجد أنه من السهل تنظيم مقررك المتعلق بالفصول التي تحتاج إليها فقطء فقد جعلنا الفصول مستقلاً 
بعضها عن بعض نسبيّاء فلا تقلق بشأن الارتباط غير المتوقع وغير الضروري لفصل بآخر. يعرضٌ كل فصل 


امد 


المادةً بتدرج من الأسهل إلى الأصعبء وتشير حدود المقاطع إلى نقاط التوقف الطبيعية. قد تستخدم في أحد 
مقررات المرحلة الجامعية المقاطع الأولى من الفصل؛ في حين قد يغطي مقرر في الدراسات العليا الفصل بأكمله. 

ضمنًا في الكتاب 957 تَربنًا و 158 مسألة. يننهي كلع مقطع بتمارين» وكل فصل بمسائل. تكون التمارين 
عادةٌ أسئلةٌ قصيرة تختبر تمكن الطالب من المادة. بعض هذه التمارين بسيط للتحقق الذاقٍِ من الأفكارء في 
حين أن بعضها الآخر أكثر عممًا ويناسب :. تمثل المسائل دراسة حالةٍ أكثر تفصيلاً. وغالبًا ما 
تقدم ماد جديدة؛ وتتألف غاليًا من عدة أسئلة تقود الطالب عبر الخطوات اللازمة للوصول إلى حل. 

انطلانًا من خبرتنا ني إصدارات سابقة من هذا الكتاب؛ وضعنا حلولاً لبعض المسائل والتمارين» لا 
لكلها؛ وجعلتاها متاحة للعموم. يشير موقعنا /كدسطالممعاةلسالع .انه كوعمماند//:ماادا إلى هذه الحلول. من 
المناسب أن تتفقد هذا الموقع التتحقق من عدم تضمُنه حلاً لتمرين أو مسألة تخطط لإعطائها وظيفةٌ منزلية. 
ونتوقع أن تكبر بجحموعة الحلول التي جلها على مر الوقت» لذالك قد تحتاج إلى تفقد الموقع في كل مرة تدرّس المادة. 

وضعنا علامة (*) على المقاطع والنمارين التي تناسب طلاب الدراسات العليا أكثر من المرحلة اللجامعية. 
ولا يعني وضع علامة النجمة على مقطع بأنه أكثر صعوبة من المقطع الذي ليس موسومًا بنجمة؛ ولكنه قد 
ينطلب فهمًا ارياضيات أكثر تقدمًا. كذلك؛ فقد تتطلب التمارين الموسومة بالنجمة خخلفية أكثر عمقّاء 


أو إبداًا أكثر من الوسطي. 


إلى الطالب: 





تأمل أن يزودك هذا الكتاب بمدل بمتع في يجال الخوارزميات. حاولنا جعل جميع الخوارزميات مفهومة ومثيرة 
للاهتمام. لمساعدتك عندما تصادفك خوارزميات غير شائعة أو صعبة وصّفنا كل واحدة منها خطوة خطوة» 
وقدّمنا أبنًا شرا دينًا للرياضيات الضرورية لفهم تحليل الخوارزميات. إذا كانت لديك معرفة بسيطة عن 
موضوع ماء ستجد الفصول منظمة بحيث يمكنك تصفح المقاطع التمهيدية والبدء سريعًا بمواد أكثر تقدمًا. 
إن هذا الكثاب كبير: وسيغطي صمّك على الأرحح جزءًا من مواده فقط. غير أننا حاولنا أن نجعله كتابًا 
مفيدًا لكَ الآن ككناب مرجعي للمقررء ولاحمًا في مهنتك كمرجع مكتبي رياضي أو كدليل هندسي. 
ما هي امتطلبات التي تلزمك لقراءة هذا الكناب؟ 
» أن تكون لديك بعض الخبرة البريجية. وبالتحديد؛ يجب أن تكون قد استوعيت الإجراءات العودية 
5عتنالعههمم ع«ذعمنمع»: وب المعطيات البسيطة كالصفيفة برهججء واللوائح المترابطة واوذا 4عكلصذا. 
٠‏ أن تكون لديك بعض البراعة فيما يتعلق بالبراهين الرياضية: وخخاصة البراهين بالاستقراء الرياضي 
نع نه ادقع طاقه. تعتمد بعض أجزاء هذا الكناب على بعض المعارف بحسابات التكامل الأولية. 
نيما عدا ذلك, يلمك البابان 1 و 1/111 من هذا الكتاب جميع التقانات الرياضية التي ستحتاج إليها. 


امقدمة األحد 


لقد سمعنا طلبكم الواضح والصريح لتزويدكم بحلول المسائل والتمارين. يضع موقعنا 
/كدتطافتمعاد/سل».اند كوم مانس //نمااط وصلات إلى حلول لبعض امسائل والتمارين. يمكنكم متى شئتم 
مقارنة حلولكم بحلولناء لكن لا ترسلوا إلينا حلولكم. 


إلى المختص: 
إن الطيف الواسع للمواضيع الموجودة في هذا الكتاب يجعل منه دليلاً ممتانًا عن الخوارزميات. ولما كان كل 
فصل مستقل المضمون تقرياء يمكنك أن تركز على أكثر المواضيع أهبية بالنسبة إليك. 

إن أغلب المخوارزميات التي نتطرق إليها ذات فائدة عملية عظيمة. لذلك؛ نحن ثناقش قضايا التنجير 
ومسائل هندسية أخخرى. نقدم غالبًا بدائل عملية لبعض الخوارزميات التي لما أهمية نظرية في المقام الأول. 





إذا رغبت في تنجيز أي من الخوارزميات: ستجد أن ترجمة شبه الرماز عودع0د»وم الذي كتبناه؛ إلى لغة 
البربجة المفضلة لديك: هي مهمة مباشرة إلى حدٌ ما. لقد صممنا شبه الرماز لعرض كل خوارزمية عرضًا 
واضحًا وموجرًا. ومن ثم» نحن لا نناقش قضايا معاللحة الخطأ وقضايا هندسة البريجيات الأخرى الني تتطلب 
افتراضات محددة حول البيئة البربجية التي تستخدمها. نحاول عرض كل خوارزمية عرضًا بسيطًا ومباشرًا دون أن 
نسمح لخصوصيات لغة بريحة محددة أن تغطي جوهرها. 

نحن نتفهم أنك إذا كنت تستخخدم هذا الكتاب خخارج نطاق أي مقررء فرما لن تكون قادرًا على تدقيق 
حلولك للمسائل ولتمارين ومقارنتها بالحلول التي قد يقدمها مدرس. يُوحد على موقعنا 
/كصتط ةمع اداسفء.نص.ووعممانص//:مااط وصلات إلى حلولٍ لبعض المسائل والتمارين» بحيث تتمكن من 
تدقيق عملك. يرجى عدم إرسال حلولكم لنا. 
إلى زملائنا: 
لقد وفرنا مراع ومؤشرات شاملة على الأدبيات الحالية. ينتهي كل فصل بمجموعة من الملاحظات التي تقدم 
تفاصيل تاريخية ومراجع. غير أن ملاحظات الفصول لا تقدم دراسة مرجعية كاملة محال الخوارزميات كله. وقد 
يصعب التصديق أن قيود حجم الكتاب منعتنا من إضافة خوارزميات هامة عديدة. 

رغم الأعداد الضخمة لطلبات الطلاب للحصول على حلول للمسائل والتمارين» فقد اخترنا سياسة 
عدم التزويد بمراجع لحل المسائل والتمارين؛ لئلا تسول للطلاب أنفسهم البحث عن حلٌ للمسألة بدلاً من 
حلها بأنفسهم. 


التغييرات على الإصدار الثالث: 


ما الذي تغير بين الإصدار الثاني والثالث من هذا الكتاب؟ يعادل حجم التغييرات الحالية حجم التغييرات بين 
الإصدارين الأول والثاني. وكما ذكرنا عن التغييرات في الإصدار الثاني» قد تحد التغييرات في هذا الإصدار كثيرة 


لله 


أو محدودة تبعاً لكيفية 
بين نظرة سريعة إلى الفهرس أن معظم فصول ومقاطع الإصدار الثاني موجود في الإصدار الثالث. قمنا 
بحذف فصلين ومقطع واحد؛ ولكننا أضفنا ثلائة فصول جديدة ومقطعين؛ عدا الموجود في هذه الفصول 
الجديدة. 

القد حانظنا على التنظيم المجين المعتمد في الإصدارين السابق 
(أو مجالات تطبيق) المسائل فقط أو وة 
فصولاً تعتمد التقنيات؛ مثل فَرق-تَشْد معدوومع-0هه-ء10:ل» والبربحة الديناميكية عتصةصرك 
#«تسسودري والخوارزنبات الشرهة كسطافتمهاة برنعممع» والتحليل المحمّد وزوبرلهصة 64ت :مسف 
وتعقيد المسائل «/2 وكعمعاءاميمه0-طلل وخوارزميات التقريب كتمطاممعلة مهغه »«مءممة. لكنه 
بتضمن أبضًا أجزاء كاملة عن الفرزء وبنى المعطيات اللازمة للمجموعات الديناميكية؛ والخوارزميات المتعلقة 
بمسائل البيان ود«عاناد»م «اودتع. ونحن نعلم أنه على الرغم من أنك بحاجة إلى معرفة كيفية تطبيق التقنيات 
في التصميم والتحليل الخوارزبي» إلا أنه قلما تدك المسائل على أكثر التقنيات طواعة لحلها. 

نقدم فيما يلي ملخصًا لأهم التغبيرات في الإصدار الثالث: 








. فبدلاً من تنظيم الفصول وفق مواضيع 
فقطء يعتمد الكتاب مزيجًا من الائنين معٌاء فهو يتضمن 








٠‏ أضفنا فصولاً جديدة عن أشجار 5ه80 27006 0ه والخوارزميات المتعددة النياسب 64و هعم )انام 
5طانمهواة» وفصلنا امادة المتعلقة بأساسيات المصفوقات في قصلي ملحت خخاص. 

٠‏ راجعنا الفصل لمتعلق بالعودية 5ع00ع”ناع: ليشمل بصورة أوسع تقنية "فرّق-تُسد": وبحيث تُطبّق هذه 
التفنية لحل مسألنين في أول مقطعين فيه. يعرض المقطع الثاني من هذا الفصل خحوارزمية «عووة:8 لإيجاد 
جداء المصفوفات؛ نقلناها من الفصل المتعلق بعمليات المصفوفات. 

حذننا فصلين كانا نادرا ما يدرّسان: الكومات الثنائية ومهعط اهتمرممزطاء وشبكات الفرز 008ا:هة 
0015 نظهر في هذا الإصدار فكرة أساسية من فصل شبكات الفرزء وهي مبدأ 1-0: وذلك ضمن 
اللسألة 7-8 على شكل توطثة الفرز 1-0 في خوارزميات قارن-بدّل عومهطء<م-عمومتهمء. ولم تعد 
معالجحة كومات فيبوناتشي 061هههطة5 تعتمد على الكومات الثثائية باعتبارها متطلبًا سابقًا. 

ه راجعنا طريقة معالحتنا للبريحة الديناميكية والخوارزميات الشرهة. تبدأ البريجة الديناميكية الآن بمسألة أكثر 
إمتاعاء وهي تقطيع القضبان همثلانه 04 بدلاً من مسألة جدولة خط التجميع 6هذ! لإأناتمعوكة 
الموجودة في الإصدار الثاني. إضافة إلى ذلك؛ ركزنا على الاستذكار أكثر مما فعلنا في الإصدار الثاني» 
وقدمنا فكرة بيان اللسألة الحزثية على أنما طريقة لفهم زمن تنفيذ خحوارزمية البريجة الديناميكية. في مثالنا 
الافتتاحي عن الحوارزميات الشرهة؛ وهو مسألة اختيار النشاط ومقاءماءو-261::34؛ نصل إلى الخوارزمية 

ة مباشرة بطريقة أفضل مماكانت في الإصدار الثاني . 








مقدمة ع«لكدا 


٠‏ تضمن الطريقة التي نحذف وفقها الآن عقدة من أشجار البحث الثنائية (التي تنضمن الأشجار الجمراء- 
السوداء) أن العقدة التي يطلب حذفها هي العقدة المحذوفة فعليًا. قي الإصدارين السابقين» وق بعض 
الحالات؛ كان من الممكن أن تُحذف عقدةٌ ماء وتُتقل محتوياتما إلى العقدة التي مر إلى إجراء الحذف. 
مع طريقتنا الحديدة لحذف العقد, إذا كانت هناك مكونات أخخرى من البرنامج تحافظ على مؤشرات إلى 
عقد في الشجرة - فلن ينتهي بما الأمر مع مؤشرات قدعة إلى عقدٍ خلفت. 

ه إن المادة المتعلقة بشبكات التدفق تجعل التدفق الآن معتمدًا كليّا على الوصلات. إن هذه المقاربة أكثر 
بداهة من التدفق الشبكي 26680 المستخدم في الإصدارين السابقين. 

٠.‏ أصبح الفصل المتعلق بعمليات المصفوفات أصغر مماكان عليه في الإصدار الثاني نتيجة نقل المادة المتعلقة 
بأساسيات المصفوفات وخحوارزمية 51725568 إلى فصول أخرى. 

٠‏ عدَّلنا طريقة معالحتنا لخوارزمية 10.15-878(-طانادةكة لمطابقة المتتاليات المحرفية. 

ه صححنا عدة أخطاء» نشرت معظمها على موقع الوب الخاص بتصحيح أخخطاء الإصدار الثاني وبقي 
بعضها دون نشر. 

٠‏ اعتمادًا على العديد من الطلبات» غبّرنا التركيب النحوي لشبه الرماز عما كان عليه. نستخدم الآن ”س* 
للتعبير عن الإسناد 60معزووة» و “س-“ لاختبار المساواق كما في © و ++0 و «اهل و «وطالزط. 
وحذفناء كذلك, الكلمات المفتاحية 00 و 488 واصطلحنا على "//" باعتباره رمرًا للتعليقات الممئدة 
حتى نماية السطر. نستخدم الآن أيضًا التدوين النقطي 001-00180300 للدلالة على واصفات الغرض 
#5اناطةةالة :دزيان. ييقى شبه الرماز إجرائاء وليس غرضي التوجه. وبعبارة أخرى» بدلاً من تنفيذ 
الطرائق على الأغراض؛ نستدعي الإجراءات ببساطة مع ترير الأغراض باعتبارها موسطات. 

٠ه‏ أضفنا 100 تمرين جديد و 28 مسألة جديدة. كذلك حدّئنا العديد من المراجع وأضفنا عدة مراجع 
جديدة. 

٠‏ ف النهاية: راجعنا الكتاب بكامله: وأعدنا صياغة اللحمل؛ والفقرات؛ والمقاطع لجعل الكتابة أكثر وضوححا 
وفعاليةٌ. 


موقع الوب: 

يمكنك استخدام موقع الوب الخاص بالكتاب /عممطاتمولةلسلع.اتمددعممانم//:صةغط للحصول على 
معلومات إضافية وللتواصل معنا. يتضمن موقع الوب وصلات إلى لائحة الأخطاء المعروفة» وإلى حلول 
لتمارين ومسائل مختارة» و(بالطبع) إلى لائحة تشرح نكات الأساتذة السخيفة؛ إضافة إلى محتويات أخرى قد 
نضيفها. يدلكم موقع الوب أيضًا على كيفية الإبلاغ عن الأخخطاء أو التزويد بالمقترحات. 


كد 
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أنتج الإصدار الثالث» مثل الإصدار الثاني باستخدام 8778028.]. استخدمنا البنط 7710005 مع مجموعة 
أقاط رياضية باستخدام البنوط 2 20 عم11ططلهالا. نشكر عله«ام5 اعهءز8 من شركة عه «اوتاطنط 
العو و دعصم ععمما من شكة :هآ لممموع7 و اوطبوء:1 س1 من كلية عهءلاه© طانامصسعموط 
للدعم التقني.. جمعنا - كما لي الإصدارين الساا 
برنامج كتبناه بلغة ©: وجرى إنتاج المراجع باستخدام 8187150. وأنشأنا ملفات 801 لهذا الكتاب على 





- دليل المصطلحات 1006 باستخدام »11/1006 ود 


حاسوب :1128001 نظاء 05 05. 





رسمنا الرسوم التوضيحية للإصدار الثالث باستخدام 70 2120780 حيث وضعت بعض التعابير 
الرياضية في الرسوم التوضيحية باستخدام حزمة ع588م المخصصة ل 1.8750)28. لسوء الحظء كانت 





80 1200120 بريحية 
اللماكتتوش الني تشتغل ضمن بيئة ماكنتوش كلاسيك بنظام تشغيل 10.4 05» وبذلك يمكنها تشغيل 
بيئة كلاسيك: أسهل بكثير من أية بربحية 


رسم أخرى لأثماط الرسومات التي تصاحب عادة النصوص في علوم الحاسوب؛ وهي :: 


ول تعد تسوّق منذ عقد. غير أنه لحسن الحظ» كانت لدينا بعض حواسيب 


8:0 012080. وقد وجدنا أن استخدام 860 212101210 ضمن 





8 1 
نج خخرجحا جميلاً. ' من 





يدري حتى متى ستستمر حواسيبنا ماكتنوش (من عهود ما قبل 12:61) بالعمل: لذلك إذا كان هناك من 
يسمعنا من شركة اإوٍه: "رحاء اصنعوا نسخحة من 70 110610700( تتوافق مع نظم التشغيل الأخخرى . " 


اشكر خاص بالإصدار الثالث: 

نحن تعمل مع مطبعة 55م 2117 منذ ما يزيد على عقدين حتى الآنء ويالها من علاقة ممتازة! نحن نشكر 
ممية؟ معلاع و عمله موه و متعتعصيد8 ملف و نرلا8 برمهاح لمساعدهم ودعمهم. 

في قسم علوم الحاسوب في كلية 





القد كنا متباعدين جغراقيًا أثناء إنشاج الإصدار الثالث؛ حيث كنا نعم 





21:01 وني مخبر علوم الحاسوب والذكاء الصنعي في 217 وقسم المندسة الصناعية وتحوث العمليات 
في جامعة #أناتونا00) ونحن نشكر جامعاتنا تلك وزملاءنا لتوفيرهم بيئات عمل محفزة وداعمة. 





مرة أخرى. أنقذثنا مدسعدد5 ماللا من جمعية .8.8.4 بفضل جهودها في التصحيح قبل الطبع؛ فقد 


ن بيثة ا 05 عدالاء ولكن كان لكل منها نقائص مقا 





' لقد جربنا عدة برامج رسم برنامج :8جه 1/12 


مم. بإثجازء حاولنا م هذا الكتاب التوضيحية باستخدام برنامج رسيم آخر مشهور جداء ولكننا وجدنا بأنه 





استفرق خمسة أضعاف الوقت, على الأقل: مقارنة برنامج 860 “312820 لإنتاج كل رسم توضيحيء ولم تكن 
الرسوم بالجودة نفسها. بناء على ذلك» كان قرارنا بالتحول إلى تشغيل 20 243656216 على حواسيب 


هاكنتوش قليكة. 


ذهلنا مراا من الأخطاء التي فاتتنا وكشفتها عذانال. وساعدتنا +ذانال أيضًا على تحسين عرضنا في أماكن 
عديدة: ولو كان هناك مسابقة لاتتخاب مشاهير في محال التحربر التقنيء فلا ريب أنما ستكون أول من 
ينتحب. فهي مدهشة! شكرًا شكرًا شكرًا يا عزان[! كذلك عثر سدزهيهلهل ونز:ط على بعض الأخطاء التي 
استطعنا تصحيحها قبل إرسال الكتاب إلى المطبعة. فإن بقيت أية أخطاء (وحتمّاء لازال هناك البعض) فهي 
مسؤولية الولِّين (رما أضيفت بعد أن قرأت عذالال مادة الكناب). 


استقيث معالحةُ أشجار 805 87006 مو؟ من مسودات #«نهدء2 عانمتظء التي تأثرت بدورها 





ب لم8 اعدطءذل8. وقد أضفنا في هذا الإصدار أيضًا أفكائًا من دمداقة لعنول وانهصددبع! برعافمه 
وم نل 

اعتمد الفصل المتعلق بتعدد النياسب على مسودات تبت أصلاً بالمشاركة مع «هكا0م8 1136310. تأثرت 
مادة الكتاب بعدة أعمال أخرى ضمن مشروع از في 217 ومنها أعمال اناظتسدوناء! برإغاله,8 
و وهذ: 8]00160. واستوحي تصميمٌ شبه الرماز المتعددٌ النياسب من توسيعات 0111 الخاصة بمعهد 2/17 





للغة ©) ومن توسيعات ++ع|غ© الخاصة بشركة كالخ 1|© 
نشكر أيضًا العديد من قراء الإصدارين الأول والثاني الذين بِلَغوا عن أطاء أو قدموا اقتراحات لتحسين 
هذا الكتاب. وقد صححنا جميع الأخطاء الفعلية التي جرى 


ببع 


عنهاء وضمنًا ما استطعنا من الاقتراحات. 





ونحن سعداء بأن عدد هؤلاء المساهمين أصبح كبيا إلى درجة يتعذر تعداد أسمائهم جميمًاء وهذا ما 
تأسف يشأنه. 

في النهايق. نشكر زوجاتنا: معصمم عامءللة و «مويعواع ا برفمعلاا و عله انمت و مععوطمم 
تصحك وأولادنا: بولعنط و الأللك و برططءط و ممدعونعا عتمككء ععلف رامعل معلامما كماع 
'زلادلق و طدملك و مك5 منسوزدء8 لحبهم ودعمهم لنا خلال مدة تحضيرنا لهذا الكتاب. لقد ساهم 


صبرهم وتشجيعهم ف جعل هذا المشروع ممكنًا. نحن تحديهم هذا الكتاب مع حبنا. 





01/13 .11 11101145 ع« أعص هل عأ( ,««م طعا 


1151501 .8 دلل0114 كااءكانتاعهككمالا ,عوك امم 
17/1551 .سآ متف 201 
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مَدُخل إلى الخوارزميات 


الإصدار الثالث 





21 أساسيات 





إن هذا الباب من الكتاب سيجعلك تبدأ بالتفكير في تصميم الخوارزميات وتحليلها؛ فقد أَعَدٌ ليكون مقدمة 
سهلة في كيفية توصيف الخوارزميات؛ ومقدمة لبعض استراتيجيات التصميم التي سنستخدمها في الكتاب» 
وللكثير من الأفكار الأساسية المستخدمة في تحليل الخوارزميات. وستُبنى الأجزاء التالية على هذه القاعدة. 

يعطي الفصل الأول نظرة شاملة عن الخوارزميات وموقعها في النظم الحاسوبية الحديثة؛ فهو يُعْرْف 
الخوارزمية ويسرد بعض الأمثلة. ويُبَيّن كذلك أننا سنعتير الخوارزميات تقانة» تمامًا كالبنية المادية السريعة» 
وواجهات المستخدم البيانية» والْظم الغرضية التوجه: والشبكات. 

ستصادف في الفصل الثاني خحوارزمياتنا الأولى التي تحن مسألة فرز متتالية من : عددًا. هذه الخوارزميات 
مكتوبة بشبه رماز ع00000داءوم: غير قابل للترجمة مباشرة إلى أية لغة بربحة مألوفة» إلا أنه ينقل بنية الخوارزمية 
من تنفيذها بلغة البريحة التي تختارها. إن خوارزميات الفرز التي سندرسها هي خوارزمية 


الفرز بالإدراج مه «ونمرعدونء التي تعتمد مبدأً تدرعيًا «عدومممة 21لمعدمعمعهزء وخوارزمية الفرز بالدمج 














بوضوح كاف 





0 3686 التي تستخدم تقنيةٌ عَوْديّة عرف باسم تسد #عدودهع-لمه-»01:10. وستلاحظ من 
هذه الدراسة أنه على الرغم من ازدياد زمن التنفيذ اللازم لكلتا الخوارزميتين مع ازدياد حجم المسألة «؛ فإن 
معدل الزيادة يختلف في كل منهما. وسنحدّد في هذا الفصل أزمنة التنفيذ 1,0©5) 8«لمهدم هذه وسَتُْطوّر 
طريقة مفيدة لتدوين هذه الأزمنة للتعبير عنها. 

يعرف الفصا الثالث هذا التدوينَ تعريمًا دقيقّاء والذي نسميه التدوين المقارب 2018608 عنام امسركة. 
يبدأ الفصل بتعريف عدة تدوينات مقاربة» نستخدمها لد أزمنة تنفيذ الخوارزمية من الأعلى و/أو من 
الأسفل. أما بقية الفصل الثالث؛ فهي في المقام الأول عرض للتدوين الرياضي 8مامامه لهء هسم ءطاقس 
الغرض منه التأكٌد أن استخدامك للتدوين يطابق طريقة التدوين المعتَمَدَة في هذا الكتاب» وليس بحرد أن 
تنعلّم أفكارا رياضية جديدة. 
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يغوص الفصل الرابع بعمت أكبر في طريقة ”مرق تسد التي تم التطرق إليها في الفصل الثاني. ويوفر أمثلة 
إضافية على خوارزمباتما؛ تشمل طريقة 56و55 للدهشة لضرب مصفوفتين مربعتين. ويحتوي هذا الفصل 
أبسًا على طائق لحل العلاقات العؤْدِيّ وهي مفيدة في وصف أزمنة تنفيذ الخوارزميات العوديّة. إحدى 
التقنبات الفعالة هي "الطريقة الرئيسة 04طاع0: 25186" التي ستستّخدمها غالًا لحل العلاقات العوديّة التي 
رد في خوارزبيات فرْق-تْسْد. ومع أن معظم الفصل الرابع مُحَصّصٌ لإثبات صحة ”الطريقة الرئيسة"» إلا أنه 
يُككَ الآن تماوز هذا ابرهان وأن نظل تستخدم ”الطربقة الرئيسة". 

يعرض الفصل الخامس التحليلٌ الاحتمالي والخوارزميات ذات العشوائية المضافة. تُستخدم عادةٌ التحليل 
الاحتمالي لتحديد زمن تنفيذ خوارزمية ما في الحالات التي قد يختلف فيها زمن تنفيذ الخوارزمية لمُذْحلات 
متلفة لها الحجم نفسه؛ وذلك بسبب وجود توزيع احتمالي أصيل في جوهر المسألة. في بعض الحالات نفترض 
أن قيم الدخل نتبع توزيمًا احتمليًا معروثاء وهذا ما يسمح لنا بحساب متوسط زمن التنفيذ على جميع 
المُدْلات الممكنة. في حالات أخرىء لا يأني التوزيع الاحتمالي من قيم الدخمل بل من الخيارات العشوائية 
لني تتحَذُ في سياق الخرارزمية. أما الخوارزية التي لا يتحدد سلوكها من اختلاف قيم الدعل فقطء بل 
بالاعتماد على فيم يلها مود أعداٍ عشوائية فتسمى خخوارزميةٌ ذات «عشوائية مضافة*. نستطيع استخخدام 
خوارزيبات ذات عشرائية مضافة لجعل المُدُخلات تُتبع توزيعًا احتماليًا - وهكذا نضمن عدم وجود دل 
خاص ينسبب دائمًا بأداء سي - أو لتعيّن حدود معدل خخطأ الخوارزميات التي يسمح لما بإعطاء نتائج 
خاطة بقدر محدود. 

تحني الملاحق (أ)-(ت) مادة رياضية إضافية ستجدها ذات فائدة عندما تقرأ هذا الكتاب. ومن المرحح 
أنك عاينت جزًا كبوا من مختوى فصول الملحق قبل قراءتك لهذا الكتاب (علمًا بأن التعريفات والمصطلحات 
الخاصة التي نستخدمها قد تختلف أحيانًا عما رأيته سابمًا)» لذا ينبغي أن تتعامل مع الملاحق على 
د إليها عند الحاجة. من ناحية أخرى؛ يُختمل أنك لم تطّلع من قبل على معظم محتوى 
الباب ]؛ فجميع فصول هذا الباب وا ملاحق مكتوبة بأسلوب تعليمي مبسط. 








1.1 


دور الخوارزميات في الحوسبة 


ما هي الخوارزميات؟ وما أهمية دراستها؟ وما دورها بالنسبة إلى بقية التقانات المستخدمة في الحواسيب؟ 
سنجيب في هذا الفصل عن هذه الأسئلة. 


الخوارزميات 
الخوارزمية «:/071هات عمومًا هي أي إجراء مُحَؤْسب مُعرف جيدّء يأخذ قيمة أو مجموعة قيم نسميها 
الدخل اورف وبنْتِجُ قيمة أو بجموعة قيم نسميها الخرج #««الده. فالخوارزمية إِذا هي متتالية محدودة من 
الخطوات الممحؤسبة تُحْوّل الدخعل إلى خرج. 

يمكن أن ننظر إلى الخوارزمية على أنها أداة لحل مسألة مكوسبة «عانادمم اهد«هااه«دس««م مُوْصُقَة 
جيدًا. بْصِف نص المسألة العلاقة المطلوبة بين الدخحل والخرج باستخدام مصطلحات عامة. تصف الخوارزمية 
إجراءٌ محوسبًا محددًا لتحقيق علاقة الدخل/الخرج تلك. 

مثلاً قد نحتاج إلى فرز متتالية من الأعداد حسب ترتيبٍ غير متناقص. يتكرر ظهور هذه المسألة في الواقع 
العملي وتُوّفر التربة الخصبة لعرض كثير من أدوات التحليل وتقانات التصميم القياسية. وفيما يلي عرض 
لكيفية تعريف مسألة الفرز ««عانامم ع«:/507 تعربفًا صوربً: 





الدخل: متتالية من : عددًا (رره,... بههريه). 

الخرج: تبديل (إعادة ترتيب) (يه,... ريه ,يه) متتالية الدخل بحيث يكون يه > ٠٠١‏ > يه ك يه. 

مثال: ليكن لدينا متتالية الدخخل (31,41,59,26,41,58): ما للفرز في خرجها المتتالية 
(26,31,41,41,58,59). تسمى متتالية الدخل المماثلة للمتتالية السابقة تمتخ عع «هلواط مسألة الفرز. 





يتكون متخ مسألة ما ««عانادجم هه 66/وجة عمومًا من الدخل اللازم لحساب حل هذه المسألة 
(وبُْقق أية شروط مفروضة في نص المسألة). 
يعد الفرزٌ عمليةٌ أساسية في علم الحاسوب؛ لأن برامج عديدة تَستَخدمُها باعتبارها خطوة مرحلية, 
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ونتيجة لذلك لدينا عدد كبير من خبوارزميات الفرز الجيدة. ويعتمد اختيار الخوارزمية الفضلى لتطبيق محدد 
على عدد من العرامل؛ منها: عدد العناصر التي يتبغي فرنهاء ومدى ترتيب هذه العناصر سلقّاء والقيود 
المكنة على قيم العناصر ومعمارية الحاسوب؛ ونوخ تجهيزة التختزين المستخدمة: ذأكرة رئيسة» أو أقراص» 
أو أشرطة مغناظيسية, 

نقول عن خوارزبية ما إغا صحيحة 607760 إذا توقفت عند الخرج الصحيح لكل منتسخ دخل؛ ونقول 
إن الخوارزمية الصحيحة تح ىع«اهء المسألة المُحَؤْسبة المعطاة. أما الخوارزمية الخاطئة: فقد لا تتوقف على 
الإطلاق عند بعض منتسخات الدخل؛ أو قد تتوقف عند جواب غير صحيح. وعلى عكس ما قد تتوقعه» 
قد تكون بعض الخوارزميات الخاطثة مفيدة في بعض الحالات؛ إذا أَنْكَتَنا التحكم في معدل خطنها. سنرى 
مثالا على خوارزبية يمكن التحكم في معدل خخطها ني الفصل 31 عندما ندرس الخوارزميات المستخدمة 
لإيجاد أعداد أولية كبرة. إلا أثنا سوف نتم في الحالة العامة بالخوارزميات الصحيحة فقط. 

يمكن أن تُوْصّفُ الخوارزمية باللغة الإنكليزبة؛ كبرنامج حاسونيء أو حتى كتصميم مادي. الشرط الوحيد 


التوصيفُ وصفًا دقيمًا للإجراء المُحْؤْسَب الواجب اتباعه. 











ما هي أنواع. المسائل التي يمكن حلها باستخدام الخوارزميات؟ 

ليست مسألة الفرز هي المسألة الُحوسبة الوحيدة التي طُرّرت من أجلها الخوارزميات (قد يكون ذلك قد ورد 

في ذهنك عندما رأيت حجم هذا الكتاب)» إذ تشمل التطبيقات العملية للختوارزميات كل المحالات ومنها 

الأمثلة التالية: 

ه حقق مشروع الجبنوم البشري دزه:8 عدمممع0 مدسلاة] تقدمًا كبيرا باتجحاه أهداف تعريف كل 
ال 100,000 جين الموجودة في الحمض النووي البشري 8(04؛ وتحديد متتاليات 3 مليارات من الأزواج 
الكبميائية الأساسية التي تكن الحمض النووي البشري وتخزين هذه المعلومات في قاعدة معطيات» 
وتطوير أدوات لتحليل هذه المعطيات. تتطلب كل من هذه الخطوات خبوارزميات معقدة. ومع أن حلول 
الشاكل الختلفة التي تشملها هذه الخطوات تقع ارج نطاق هذا الكتاب؛ إلا أن كثيرًا من طرائق حل 
هذه المسائل الحيوية تستخدم أفكارًا من عدة فصول في هذا الكتاب. وهكذا تُتيح للعلماء تحقيق 
مهمات باستخدام الموارد المتاحة بفعالية. يؤدي استخدام خحوارزميات فعالة إلى التوفير في وقت الإنسان 
وني وقت الآلة» وفي المال عندما يمكن استنتاج معلومات أكثر من التقنيات المخيرية. 

© تتيح الإنتونت للمستخدمين في جميع أنحاء العام نفادًا سريعًا واستعادة كميات كبيرة من المعلومات. 
ومساعدة خوارزميات ذكية؛ أصبحت الصفحات على الإنترنيت قادرة على إدارة ومعالحة هذه الكميات 
الكبيرة من للعطيات. تشمل الأمثلة على المسائل التي تُستخدم الخوارزميات أساسًا لما مسألة إيجاد 

أن تُنْقَلَ عليها لمعطيات (تَظر تقانات حل مثل هذه المسائل في 
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الفصل 24): ومسألة استخدام محرك بحث لإيحاد صفحات فيها معلوماثٌ معينة بسرعة (التقنيات 
المتعلقة بذلك موجودة في الفصل 11 والفصل 02). 

٠‏ تنيح التجارة الإلكترونية التفاوض على البضائع والخدمات وتبادلها الكترونيا وتعتمد على خصوصية 
المعلومات الشخصية مثل أرقام البطاقات الائتمانية» وكلمات السرء والكشوف المصرفية. تشمل التقانات 
الأساسية المستخدمة في التجارة الإلكتزونية تشفير المفتاح العام تزناودموه امي 'زهعا-ه ااام والتواقيع 
الرقمية 5ه«دداهمهاة ادائوزك (المشروحتان في الفصل 31)» اللَانِ تعتمدان على الخوارزميات الرقمية 
كط ممعله أدءتمعدسم ونظرية الأعداد بررمعط) معطصسسم. 

ه غالبًا ما تحتاج مشاريع التصنيع والمشاريع التجارية الكبيرة الأخرى إلى تخصيص الموارد النادرة بأكثر الطرق 
نفعًا. فقد ترغب شركة نفط في معرفة أماكن وضع الآبار ليكون ربحها المتوقع أكبر ما يمكن. وقد يرغب 
مرشح سياسي في أن يحدد أين ينفق الأموال في شراء الدعاية الانتخخابية لزيادة فرص الكسب في 
الانتخحابات قدر الإمكان. وقد ترغب شركة طيران في توزيع أطقمها على الرحلات بأقل الطرق كلفةٌ 
بحيث تتأكد أنا تلبي حاحة كل رحلة طيران وأثا تراعي الأنظمة الحكومية المتعلقة بحدولة الطاقم. وقد 
برغب مزود خدمة إنترنت في تحديد مكان وضع موارد إضافية لخدمة زبائنه بفاعلية أكبر. كل هذه 
الأمئلة هي مسائل يمكن أن تحن باستخدام البريحة الخطية؛ التي سوف نَدْرْسْها في الفصل 29. 
ومع أن بعض تفاصيل هذه الأمثلة تقع حارج نطاق هذا الكتابء إلا أننا نَعْرض التقئيات الأساسية التي 

تنطبق على هذه المسائل وعلى بحالاتما. سنتطرق أيضًا في هذا الكتاب إلى كيفية حل كثير من المسائل 

الخاصة» منها: 

٠‏ ليكن لدينا نخارطة طريق حُدَّدَتْ عليها المسافة بين كل زوج من التقاطعات المتجاورة؛ ونرغب في تحديد 
أصغر طريق يصل بين تقاطعين. يمكن أن يكون عدد الطرق كبيرا جدّاء حتى لو استثنينا الطرق التي 
تتقاطع مع نفسها. كيف يمكن اختيار أقصر الطرق؟ هنا تُتَمْدَجُ خارطة الطريق (التي هي نفسها نموذج 
للطرق الحقيقية) كبيان مهمع (سنجده في الباب 1/1 والملحق ب)؛ ونرغب في إيجاد أقصر مسار من 

أخرى في البيان. سوف نرى كيف يمكن حل هذه المسألة بفعالية في الفصل 24. 





٠‏ لتكن لدينا متتاليتان مرتبتان من الرموز (وعد,... روعد,و:*) ح ]1 و (ولا.... رولاءولز) > ا ونرغب في 
إيحاد أطول متتالية جزئية مشتركة من /. و ل!. إن المتتالية الحزئية من 16 ليست إلا ,1 كاملة أو رما مع 
حذف بعض عناصرها أو رما حذفها كلها. على سبيل المثال» إحدى المتاليات الحزئية من 
(8,5,6 ,8,6,2 ,4) هي (8,6,8,6). تعطي أطول متتالية جزئية مشتركة من ]1 و 7[ قياسًا لمدى 
تشابه هاتين المتتاليتين. على سبيل المثال لو كانت المتتاليتان زوجين أساسيين في جدائل 5314: عندها 
قد نعتبرهما متشايحتين إذا كان لما متنالية جزئية مشتركة طويلة. لو احتوت لا على +7 رمرًا و لا على 7 
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ررك حينها تحتوي /ز على ”2 و 1 على *2 متتالية جزئية ممكنة على الترتيب. إن انتخحاب جميع 
التليات المزية للمكئة من ؟/ و [ ومطابقة بعضها مع بعضها الآخر يمكن أن يستغرق زمنًا طويلاً جدًا 
لدرحة لا يمكن السماح به ما لم تكن 7 و < صغيرتان جدًا. سنرى في الفصل 15 كيفية استخدام 
طريقة عامة لحل هذه المسألة بفقالية أكير بكثير تُعرَفُ بالبرحة الديناميكية. 

٠‏ يكن لدبنا تصميم ميكانيكي متعلق بمكتبة قطع؛ بحيث يمكن أن تحتوي كل قطعة منتسخات من قطع 
أخرى؛ ونرغب في سرد القطع وفق ترتيب بحيث تظهر كل قطعة قبل أية قطعة تستخدمها. إذا كان 
التصميم مؤلقًا من < قطعة؛ عندها سيكون هنالك !2 من الترتيبات الممكنة, حيث تشير !2 إلى دالة 
العاملي. وماكانت دالة العاملي تنمو بسرعة أكبر من الدالة الأسية» فإننا لا نستطيع أن تُوَلّدَ عمليًا كل 
تزتيب ممكن ثم نتحفق» ضمن ذلك الترتيب؛ أن كل قطعة تظهر قبل القطع التي تستخدمها (ما لم يكن 
الدينا سرى ضع قطع فقط). هذه المسألة منتسخ من الفرز الطبولوجي» وسئرى في الفصل 22 كيفية 
حل هذه للسألة بفعالية. 





» لنكن لدينا # نقطة في مستوٍ ونرغب في إيجاد غلاف محدب لمذه النقاط. الغلافُ المحدبثك هو أصغر 
مضلع محدب يحتوي النقاط. حدسيًاء يمكن أن نتخيل كل نقطة ممثلة بمسمار مغروز على لوح. يتمثل 
عندها الغلاف اهدب بشريط مطاطي مشدود يحيط بجميع المسامير. كل مسمار يلتف حوله الشريط 
المطاطي هو رأس في الغلاف المحدب. (مثلاً انظر الشكل 33.6 في الحزء الثاني من الكتاب.) إن أكي 
مجموعةٍ من المجموعات الجزئية من النقاط وعددها ”2 يمكن أن تكوّن رؤوس الغلاف المحدب. إن معرفة 
نفاط رؤوس المحدب لا يكفي, لأنه يلزمنا أيضًا معرفة ترتيب هذه النقاط. وهكذا توحد كثير من 
الخيارات الرؤرس الغلاف الحدب. يعطي الفصل 33 طريقتين جيدتين لإيجاد الغلاف المحدب. 





إن الأمثلة السابقة غيض من فيض (كما قد تستدل من حجم هذا الكتاب) لكن هذه الأمثلة تُثِْرُ 

صفتين شائعتين نشترك فيهما كثير من المسائل اخوارزمية المثيرة للاهتمام. 

1 هذه اللسائل كثير من الحلول المرشحة» الغالبية العظمى منها لا تحل المسألة. وقد يمثل إيجاد الل الذي 
بحل المسألة» أو الحل الذي يمكن اعتباره "الأفضل"؛ تحديًا كبر؟. 

2. هذه المسائل تطبيقات عملية. أسهل الأمثلة على ذلك؛ من بين المسائل التي تعرضنا لماء تطبيقات 
مسائل أقصر المسارات. تمتم أية شركة شحنء سواء باستخدام الشاحنات أو السككك الحديدية ماديا 
بإيجاد أقصر للسارات عبر شبكة طرق أو شبكة سكك حديدية: لأن المسارات الأقصر تتطلب عملاً 
ووتودًا أقل. أو قد تحتاج عقدة تسبير على الإنترنت إلى إيجاد أقصر مسار عبر الشبكة لتوجيه رسالة ما 
بسرعة. أو أن شخصًا برغب في قيادة سيارته من نيوبورك إلى بوسطن قد يريد إيجاد اتجاهات القيادة من 
صفحة وب مناسبة» أو أنه قد يستخخدم نظام تحديد الموقع الجغرافي 655 الخاص به أثناء القيادة. 


الباب 1 / أساسيات 8 


لا يوجد لكل مسألة قابلة للحل باستخدام الخوارزميات مجموعة مُعَرّفة سهلة من الحلول المرشحة. على 
سبيل المثال» افترض أن لدينا بجموعة من القيم العددية تمثل عينات من إشارة» ونريد حساب تحويل فوربيه 
المتقطع لهذه العينات. يقوم تحويل فوربيه المتقطع بتحويل المجال الزمني إلى بحال ترددي» منتجًا مجموعة من 
المعاملات العددية» بحيث يمكننا تحديد قوة مختلف الترددات في الإشارة المأخوذة منها العينات. تمتلك 
تحويلات فوربيه المتقطعة تطبيقات في ضغط المعطيات وجداء كثيرات الحدود والأعداد الصحيحة الضخمة» 
إضافة إلى كوتها تمثل نواة معالحة الإشارة. يعرض الفصل 30 خوارزمية فعالة» هي تحويل فوربيه السريع (يسمى 
شيوعًا 577) لهذه المسألة» ويعرض مخططًا لتصميم دارة الكيان الصلب لحساب تحويل فوربيه السريع. 


بنى المعطيات 

يحتوي هذا الكتاب أيضًا العديد من بنى المعطيات. ببية المعطيات »!5 26/6 هي طريقة تخزين وتنظيم 
المعطيات لتسهيل الوصول إليها وإجراء تعديلات عليها. لا توجد بنية معطيات وحيدة تصلح لجميع 
الاحتياجات» لذلك يجب معرفة نقاط قوة وحدود استخدام الكثير من بنى المعطيات. 


أسلوب عمل 
على الرغم من أنك تستطيع استخدام هذا الكتاب ككتاب وصفات "عاووءاووه" لخوارزميات جاهزة» فقد 
تصادف في يوم ما مسألة لا تستطيع أن تحد لها خحوارزمية جاهزة منشورة (على سبيل المثال كثير من تمارين 
ومسائل هذا الكتاب). سوف يُعَلمك هذا الكتاب تقنيات تحليل وتصميم الخوارزميات بحيث تستطيع تطوير 
خوارزميات بنفسك؛ وتبرهن أنما تعطي الحواب الصحيح؛ وتدرك مدى فعاليتها. تشرح الفصول المختلفة 
الأفكار المختلفة لحل المسائل الخوارزمية. وتشرح بعض الفصول مسائل تخاصة؛ على سبيل المثال إيجاد الوسط 
الحسابي 260127 وإحصائيات الترتيب في الفصل 9؛ وحساب شجرات المسح الصغرى في الفصل 23» 
وتحديد التدفق الأعظمي في شبكة في الفصل 26. تشرح الفصول الأخرى تقنيات؛ مثل فُرَقْ-تَسْدُ في 
الفصل 4 والبريحة الديناميكية في الفصل 15, والتحليل المخمّد وزوتزلههة 1269:ددمة في الفصل 17. 
مسائل صعبة 
يعالج الجزء الأكبر من هذا الكتاب خوارزميات فعالة. مقياسنا الاعتيادي للفعالية هو السرعة؛ بمعنى آخخر» 
الزمن الذي تستغرقه خوارزمية ما للوصول إلى النتيجة. مع ذلك هنالك بعض المسائل لا يُْرَفُ لها حل فعَال. 
يدرس الفصل 34 بجموعة جزئية هامة من هذه المسائل؛ تعرف باسم عاء1متدمع-2/8. 

لماذا تعتبر مسائل عنءاودووع-2/8 هامة؟ أولأء ومع أنه لم توجد قط أية خوارزمية فعالة لمسألة من هذا 


النوع» لم يُِْتْ أحد عدم إمكانية وجود خوارزمية فعالة لهذه المسائل. وبعبارة أخرى: لا علم لنا بوحود 





لقصل 1 / دور الخوا 


خوارزبيات فعالة لمسائل عاءامدووع-208. ثانا تمتلك مجموعة مسائل عاء1مدروه-20/8 خاصية لافتة للنظر؛ 





وهي أنه إذا وجدت خوارزمية فعالة لإحداهاء عندها توجد خوارزميات فعالة لجميع مسائل هذه المجموعة. إن 
هذه العلاقة بين مسائل ماعاودوع-8/8 جعلت التغلب على النقص في الحلول الفعالة جميعها أكثر إثارة 
للتحدي. ثاثا تشابه بعض مسائل ماعام«همع-88 المسائل التي نعرف الها حلولاً قعالة من مسائل 
الخوارزميات الفعالة إلا قد أثار اهتمام علماء الحاسوب كيف أن تغييرا بسيطًا في طرع 


السألة قد يسبب تغيرا كبرا في فعالية أفضل خوارزمية معروفة. 





بنبغي أن تتعرف مسائل عاءامدممع-2/8 لأنه من اللدهش أن بعضها يبرز كثيرًا في التطبيقات الواقعية. إذا 


طب إليك ذات يوم إتجاد خوارزمية فعالة لمسألة عاءاوده08-00©: فعلى الأرحح أنك ستقضي وقعًا طويلاً 





في بحث غير مثمر. فإن استطعت إثبات أن المسألة هي عاع1م00ع-708. فمن المحدي أن تصرف وقتك في 
تطوير خوارزمية قعالة تعطي حلاً جين ولوكان ليس أفضل حلة ممكن. 

لنفترض أن شركة توزيع بضائع لها مستودع مركزي. تملا الشركة شاحناتها بالبضائع في 
اللستودع المكزي وترسلها لتوزيع البضائع على عدة عناوين يوميًا. يجب أن ثُيِمٌ الشاحنةٌ جولتها في نماية اليوم 
وتعود إلى محطة الانطلاق لتكون جاهزة للتحميل في اليوم التالي. تريد الشركة - بمدف فض الكلف - 








اختبار تزتيب نقاط نونف كل شاحنة للتوزيع بحيث تقطع أقصر مسافة ممكنة. هذه المسألة هي "مسألة البائع 





الحوال" امعروفة, وهي مسألة 6اءامدهمم-8/: وليس ا وارزمية فعالة معروفة. ومع ذلك. نعرف وفق 





فرضيات محددة خوارزبيات فعالة تعطي مسافة إجمالية لا تزيد كثيرًا عن أصغر مسافة ممكنة. يناقش الفصل 35 


"خوارزنيات التقريب" هذه. 


/ رازي 
استطعنا - لسنوات عديدة - أن تُدعل في حسابنا المعدلّ الثابت في ازدياد سرعات ساعة المعالج. غير أن 
الحدود الفيزيائية تمئل عائقًا أساسيًا في طريق التزايد المستمر في سرعات الساعة؛ وذلك بسبب تزايد كثافة 


تزايد سرعة الساعة؛ حيث تتعرض الرقاقات وردان لخنطر الانصهار بمجرد أن 





الطاقة بمعدلٍ لاطي 
تصبح سرعات ساعتها كبيرة كفاية. ولتنجيز حسابات أكثر با! 


واحدة فقط فقط بل عدة نوى معالجة. ونستطيع أن نشبه هذه الحواسيب المتعددة النوى 10001105 بعدة 





حواسيب نسلسلية على رقاقة مفردة؛ وبكلمات أخرىء هي نوع من الحواسيب المتوازية أءالهتدم 
#5الامند». وللحصول على التنجيز الأفضل للحواسيب المتعددة النوى؛ تحتاج عادةٌ إلى 
واي في أذهاننا. يعرض الفصل 7 تموذجًا للخحوارزميات "المتعد 
تتا الس" التي تستفيد من النوى المتعددة. لهذا النموذج فوائد من وجهة نظر نظرية» ويشكل القاعدة 
العدة برامج حاسوب ناجحة؛ تشمل برنابهًا لبطولة الشطرنج. 


تصميم خوارزميات 


النياسب 





2.1 


تمازين 

11 

أعط مثالاً واقعيّا يحتاج إلى الفرزء أو مثالاً واقعيًا يحتاج إلى حساب الغلاف اللحدب اأناذط 6«ممع. 
21 

ما هي قياسات الفعالية الأخرى غير السرعة التي قد تُسْتَخدم في الواقع؟ 

1 

اختر بنية معطيات عاينتها سابقّاء وناقش نقاط قوتما وحدود استخدامها. 

41 

كيف نكون مسألتا أقصر مسار والبائع الحوال الواردتان آنقًا متشامتين؟ وكيف تكوتان مختلفتين؟ 
51 

ابحث ني مسألة حقيقية لا بد من البحث عن حلها الأفضلء ثم ابحث في مسألة يكون أفضل حل تقريبي لها 


حلا جيدًا إلى حدّ بعيد. 





الخوارزميات بصفتها تقانةٌ 
إذا افترضنا أن سرعة الحواسيب لانحائية وأن ذاكرة الحواسيب محائية: فهل ثمة سببٌ لدراسة الخوارزميات؟ 
الحواب نعمء لا لسبب إلا لأنك ترغب في إثبات أن طريقة الحل التي تقترحها تتوقف وأنما تتوقف بإعطاء 
النتيجة الصحيحة. 

إذا كانت سرعة الحواسيب لانحائية» فإن أية طريقة صحيحة لحل مسألة ما سوف تؤدي الغرض. لكن قد 
ترغب في أن يكون تنجيرّك للحل يطبق عمليًا هندسة البريجيات (على سبيل المثال يجب أن يكون تنجيزك 
مصممًا وموثهًا جيدًا)» لكنك ستستخخدم على الأغلب أسهل الطرق لتنجيزها. 

من البديهي أن الحواسيب قد تكون فائقة السرعة» لكنها ليست ذات سرعة لامحائية. وقد تكون ذاكرة 
الحاسوب غير غالية الثمن؛ لكنها ليست محانية. لذلك فإن زمن الحساب هو مورد محدود» وكذلك حجم 
الذاكرة. وهذا السبب ينبغي استخدام هذه الموارد بحكمة؛ وستساعدك الخوارزميات الفعالة في الزمن والذاكرة 
هذا الغرض. 





الفعالية 


كثيرًا ما تختلف الخوارزميات المحصصة لحل المشكلة نفسها في فعاليتها بزممءء65». يمكن أن تكون هذه 
الاختلافات ملموسة أكثر من الاعتلافات الناتحة عن البنى المادية عم هل مهط والبريجيات 5ة501. 


الفصل 1 / دور الوارزميات في الحوسية 


كمثال على ذلك؛ سترى في الفصل الثاني عوارزميي فرز. تُعَرَفُ الخوارزمية الأولى بالفرز بالإدراج 
501 156401 ويستغرق تنفيذها زمنًا يعطى تقريبًا بالعلاقة 712,ع؛ وذلك لترتيب 7 عنصرّاء حيث ع ابت 
لاينمد على «. أي إنها تستغزق زمنًا يتناسب مع 32. أما الخوارزمية الثانية» فهي الفرز بالدمج م0 
وى ويستغرق تنفيذها زينًا يعطى تقريًا بالعلاقة »| :رء: حيث 176 تعني جهو1ء و و ثابت آخر لا 
يعنمد أيضًا على #. يكون ثابت الفرز بالإدراج عادةٌ أصغر من ثابت الفرز بالدمج» أي يع > ,©. وسنرى 
لاحما أن للعامل لثانة تأثرا على زمن التتفيذ أقل بكثير من تأثير حجم المسألة . فإذا كتبنا زمن تنفيذ 
الفرز بالإدراج بالعلافة .67 وزمن تنفيذ الفرز بالدمج بالعلاقة :ه1٠‏ 7ع عندها بحد أنه فيما يحتوي 
الفرز بالإدراج العامل ‏ في زمن تنفيذه؛ يحتوي الفرز بالإدراج العامل :7ج1 وهو أصغر بكثير من سابقه. 
(فمثلا إذاكان 1000 > #؛ فإن :ها يساوي 10 تقرياء وإذا كان 106 > «ء فإن ها لا يتجاوز 20.) 
إن الفرز بالإدراج ينقد عادة أسرع من الفرز بالدمج في حالات حجوم الدخحل الصغيرة: ولكن ما إن يصبح 
حجم للسألة : كير كفاية, حتى تصبح فائدة العامل 187 في الفرز بالدمج مقارنة ب :7 أكثر من تعويض 
الفرق في العوامل الثابتة بع و يع؛ فمهما كانت قيمة بع أصغر من ع؛ فتوجد دومًا نقطة تقاطع يكون بعدها 
الفرز بالدمج أسرع. 

لنأخذ مثالا واقبًا نقارن فيه بين حاسوب سريع نسييًا (حاسوب 8) ينقد حوارزمية الفرز بالإدراج؛ وبين 
حاسوب بطيء نسييًا (حاسوب 8) ينقّذ خوارزمية الفرز بالدمج. يُطلب إلى كلتا الخوارزميتين فرز صغيفة 
مكونة من عشرة ملايين عدد. (قد ييدو أن عشرة ملايين عدد هائل؛ لكنْ إذا كانت الأعداد صحيحة ويمثلة 
باستخدام 8 بايت لكل منهاء فسيّشغل الدل نحوًا من 80 ميغا بايت» وهذا يمكن تخزينه حتى في ذاكرة 
الحاسوب الحمول الرخيص الذي يتسع لأضعاف هذا الحجم.) لنفترض أن الحاسوب 4 ينفذ 10 مليارات 
تعليمة في الثانية (أسرع من أي حاسوب تسلسلي بمفرده في زمن تأليف هذا الكتاب)؛ والحاسوب 8 ينفذ 
افقط عشرة ملابين (107) تعليمة في الثانيق: أي إن الحاسوب 88 أسرع من الحاسوب 8 بألف مرة من حيث 
القدرات الحاسوبية الأولية. لمعل الفرق أكثر وضوحاء لنفترض أن أمهر مبرمج في العالم بَرْمَج حوارزمية الفرز 
الخاصة بالحاسوب 4؛ وأن الرماز الناتج يتطلب 222 تعليمة لفرز « عددًا (هنا 2 > يع)؛ 
اف إلى ذلك أنه بَرْمَجَ خوارزمية الفرز بالدمج ميرمجٌ متوسط المهارة بلغة بربحةٍ عليا تُستخدم 


رمج 









ترجا غير فقال بحيث ينتج رمارًا يتطلب 50:18 تعليمة. عندها بحد أنه لترتيب 10 ملايين عدد يستغرق 
الحاسوب 14 


تعليمة 2.)107(2 
(أكثر من 55 ساعة) ثائية 20000 2< سل 






#/ثانية 1010 


ويستغرق الحاسوب 8: 


تعليمة 18107 50.107 
(أقل من 20 دقيقة) ثانية 211163 لسلسم 
تعليمة/ثانية 107 
وهكذا تمد أنه باستخدام_وارزمية ذات زمن تتفي بطليء؛ رومتيخم شعيف» فإن لكان 131119 111 
الخوارزمية أسرع ب 17 مرة من الحاسوب 4! على أن فائدة الفرز بالدمج تَظهر بوضوح أكبر في حال فرز 100 
مليون عدد: ففي حين يستغرق الفرز بالإدراج أكثر من 23 يومّاء يستغرق الفرز بالدمج أقل من أربع 

ساعات. وبوجه عام تزداد الفائدة النسبية للفرز بالدمج بازدياد حجم المسألة. 
الخوارزميات والتقانات الأخرى 
يُظهر المثال السابق أنه ينبغي أن نتعامل مع الخوارزميات على أنه تقانة «رهماه«ناءء/ شأنها في ذلك شأن 
الكيان المادي للحاسوب. يعتمد الأداء العام للنظام على اختيار خوارزميات فعالة بقدر اعتماده على اختيار 
الكيان المادي السريع للحاسوب. وقد حدث تقدم سريع في الخوارزميات تمامًا كما حدث في تقانات 
الحاسوب الأخرى. 

قد تنساءل: هل الخوارزميات هامة بالفعل في الحواسيب المعاصرة مع وجود التقانات المتقدمة الأخرى 
مثل: 
٠‏ بن الحاسوب المتقدمة وتقائات التصنيع. 
ه واجهات المستخدم البيانية المألوفة وسهلة الاستخدام 6101. 
٠‏ النظم الغرضية التوجه وصعادبرة لعامع 0 ءزط0. 
ه تقانات الويب المكاملة وعذههاهمطءع7 معالآ لعنمرععاما. 
ه التشبيك السريع؛ السلكي واللاسلكي 5وعاءمة/لا همه لعمة/8!ا طامط يعم امه ساعل7 إم. 
الحواب نعم. لأنه على الرغم من أن وجود بعض التطبيقات التي لا تتطلب صراحة محتؤى خحوارزييًا في مستوى 
التطبيق (مثل بعض التطبيقات البسيطة المعتمدة على الوب)» فإن كثيرًا منها يتطلب ذلك. لنأخذ على سبيل 
المثال نحدمة معتمدة على الوب تحدّد كيفية السفر من مكان إلى آخر. إن تحقيق هذه الخدمة قد يقوم على 
كيان مادي سريع؛ وواجهة مستخدم بيانية؛ وتشبيك واسع؛ وكذلك على إمكانية التوجه بالأغراض. إلا أنه 
يتطلب أيضًا خحوارزميات لبعض العمليات؛ مثل إيجاد الطرق (رما استخدام خوارزمية حساب أقصر مسار)» 
وإظهار خرائط الترجمة» واستقراء العناوين. 

أضف إلى ذلك أن التطبيق؛ ولو كان لا يتطلب محتؤى خوارزيميًا في مستوى التطبيق؛ فإنه تعتمد بقوة 


مسائل 





الفصل 1 | دور الخوازميات في الحوسية. 





على الخوارزبيات. فالتطبيق يعتمد على كيانٍ ماديّ سريعء وتصميمٌ الكيان المادي يستخدم بدوره 
الخوارزميات. والتطبيق يعتمد على واجهات مستخدم 
ال خوارزميات. والتطبيق يعتمد على الشبكات: والتسييرٌ ع«ذاناه: يعتمد بدوره بكثافة على الخوارزميات. 


وأخياء التطبيق يُكتب بلغة رماز الآلة مهمه عمزطعهص أي يعالجه مترجمٌ ععازمديمء أو مفشّرٌ معاعممعامط 





أو جنع »اود وججيشها تعتمد بدورها بكثافة على الخوارزميات. وهكذا فإن الخوارزميات موجودة في 
صلب معظم التقانات المستخخدمة في الحواسيب المعاصرة. 
يضاف إلى ذلك أنه مع الازدياد المستمر في قدرات الحواسيب؛ فإننا نستخخدمها لحل مسائل أكبر لم 
بن الفرز بالإدراج والفرز بالدمج؛ تصيح الفروق في الفعالية بين 
الوارزميات محسوسةٌ بوضوح مع أحجام المسائل الكبيرة. 
إن امتلاك قاعدة متيئة من المعرفة والتقنية بن المهرة 0 
باستخدام تقائة حوسبة حديثة يمكنك إبحاز بعض المهمات دون معرفة الكثير عن الخوارزميات. 
لامي إن از الكثير الكثير إذا امتلكت علفية 





الخوارزمية تمثل عامل فصل لتمييز المبر: 











تمارين 
ل 
أعط مثالا عن تطبيق يتطلب محتؤى خوارزميًا في مستوى التطبيق: وناقش دور الخوا, 





2 
افتوض أننا تقار بين تنجبز الفرز بالإدراج والفرز بالدمج على الآلة نفسها. يتم الفرز بالإدراج ب 8712 خطوة 
فيها الفرز 





لمدخلات حجمها 2: على جين يتم الفرز بالدمج ب 6471187 خخطوة. ما هي قيم 8 التي 
بالإدراج على الفرز بالدمج؟ 











3 
ما هي أصغر قيمة ل بحيث يكو تنفيدٌ خوارزمية زمنٌ تنفيذها 10072 أسرعَ من خوارزمية من تنفيذها 2 
على الحاسوب نفسه؟ 


1-1 مقارئة زمن السفيا. 
حدّه - لكل دالةٍ (1)/ وزمن غ في الجدول التالي - أكبر قيمة ل :< لمسألةٍ يمكن حلها خلال الزمن غ» 
بافواض أن الحوارزبية المستخخدمة لحل المسألة تستغرق (072/ ميكرو' 








ملاحظا 
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يوم شهر 























ات الفصل 
هنالك الكثير من مصادر المعلومات المتازة عن موضوع الخوارزميات العام منها: ولخ و 01معمهاط 
و ممسلانا [6 ,ك]؛ ععمدظ و ععفاء0 مدلا [28]؛ مامنوكده و فعمدعم8 ور ترعلامم8 [55]؛ مامنوفدم 
و نماتسلامده و تممتملا [83]؛ طعفلده6 و مأكمسه؟ [148]؟ كملظ [178]؛ لتسمرملط 
تمطةك و ممعم اءعدزم. [181]؛ طهستطممعصاول و بعتعمك5 [193]؟ «مافهمت! [205]؟ عرعطماءلك 
و 5ملمه] [208]؟ طسمط [211 ,210 ,209]؛ معدمكا [220]؟ متاتعا [235]؟ #أطمماة [242]؟ 
«ممطلطعل! [251 ,250 ,249]؛ سملعسه و مدمي8 [287]؟ فامعماعه و اعوعوتلا و معط [293]؟ 
عءتسعوله5 [306]؛ علءتوعولء5 و غعاوزماع [307]؛ همعكا5 [318]؛ و ,اثلا [356]. ويناقش كل من 
لاااهمء8 [42,43] و غعمده0 [145] بعضّ أكثر الجوانب عمليةٌ في تصميم الخوارزميات. توجد أيضًا 
دراسات نمسح حقل ا خوارزميات في كتيب علم الحاسوب النظري “عابدردره© امعذاع«مء !1 إه إموطك مهلل 
[342] ل «مداه!| ,#ء«واءى وكتيب 02 في الخوارزميات ونظرية الحوسبة ,0 ترممعط] همه كتمطااءمه ا 
!0ه1970] «ناقاناودهه© [25]. وتوجد أيضًا نحة عن الخوارزميات المستخدمة في علم الأحياء الحوسب في 
كتب لاع#كن6 [156] و تعمدت8 [275] و كتمفلك1/! فمة لمطنء5 [310] و ممصمعنهللا [350]. 


























2 


12 


لنبدأ 


سيطلعك هذا الفصل على امنهجية التي سنستخدمها في هذا الكتاب للتفكير في تصميم وتحليل الخوارزميات. 
هذا الفصل مستقل بذاته» لكنه يحنوي عدة إشارات لمقاطع ستعرض ف الفصلين الثالث والرابع. (يحتوي 
كذلك عدة مجاميع سلمية؛ بيين الملحق (أ) كيفية حلها.) 

سنبدأ بفحص خورزمية الفرز بالإدراج #6دو «هننىهوم] لحل مسألة الفرز المعروضة في الفصل الأوله 
نعف "شبه الرماز" م004مؤدهوم الذي يتبغي أن يكون معروثًا للقراء الذين عملوا في بربحة الحاسوب» 
ونستخدمه لإيضاح كبن سنوصف خوارزمياتنا. بعد توصيف الخوارزمية» نبرهن صحة فرزهاء ونحلل زمن 
تنفيذها. بقدم التحليل ندويًا 0د1اداوم يسلط الضوء على كيفية ازدياد زمن التنفيذ مع زيادة عدد الحدود الني 
يب فرنها. بعد مناقشة الفرز بالإدراج» نعرض مفهوم فرق نشد لتصميم الخوارزميات ونستخدمه لتطوير 





خبارزنية نسمى الفرز بالدمج 04و عو7»«م. ثم ننهي الفصل بتحليل زمن تنفيذ خحوارزمية الفرز بالدمج. 


الفرز بالإدراج 
ل خوارزيتا الأول لفرز بالإدراج؛ مسألة الفرز «عاطوجم «:سده الواردة في الفصل الأول: 
الدخل: متالية من عددًا ( مهرب روه رره) . 
الخرج. 
نُك الأعا لني زغب ف زتها ا بالعفائيح ووتظ. ومع أننا من حيث اللبدأنزتب منتاليقا غير أن 
الدخل الذي ود إلنا يكون على شكل صفيفة من +: عنصرا. 

منصف في هذا الكتاب الخوارزييات عمومًا كبرامج مكتوبة بثيبه رماز ع4مء40««عوم يشابه في عدة 
جمانب © أو +ب0, أو «وولء أو ووطيرط» أو [مدودم. فإذا كنت قد اطلعت على أعيّ من هذه اللغات» 
فلن بمد عنلة كبوا في قاءة خوارزمياتنا. إن ما يفّق شبه الرماز عن الرماز "الحقيقي"» هو أننا نستخدم في 
شبه الماز الطريق المعرة الأكثر وضرحا وإيجازً لتوصيف الخوارزمية المعطاة. قد تكون اللغة الإنكليزية هي 





تبديل (إعادة ترنيب) (م4... ره ,يه) متتالية الدخل بحيث يكون ,0 > ٠٠١‏ > يه > 01 
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الشكل 1.2 ترتيب أوراق اللعب باستخدام الفرز بالإدراج 


أوضح طريقة» لذا لا تندهش إذا صادفتٌ عبارةٌ أو جملةٌ إنكليزية مضمنة في مقطع من الرماز "الحقيقي". 
ثمة فرق آخحر بين شبه الرماز والرماز الحقيقي؛ هو أن شبه الرماز لا يُعنى عادةٌ بقضايا هندسة البربجيات. 
وللتعبير عن جوهر الخوارزمية بإيجاز أكبرء غالباً ما تتجاهل قضايا تحريد المعطيات» والنسيقية زاذئةاناومص 
ومعالحة الخطأ. 

سنبدأ بالفرز بالإدراج /50 «وز#بمود/: الذي هو خوارزمية فعالة لفرز عدد صغير من العناصر. يعمل 
الفرز بالإدراج وفق الطريقة التي يفرز بما كثير من لاعبي الورق أوراق اللعب. نبدأ بيد يسرى فارغة وأوراق 
اللعب وجهها إلى الأسفل باتحاه الطاولة. ثم نرفع في كل مرة ورقة واحدة من الطاولة وندرجها (نحشرها) في 
الموضع الصحيح في اليد اليسرى. لإيجاد الموضع الصحيح للورقة؛ نقارتما بكل ورقة في اليدء من اليمين إلى 
اليسارء كما هو موضح في الشكل 1.2. وتكون الأوراق الموجودة في اليد اليسرى مفروزة في كل المرات» 
وكانت هذه الأوراق أصلا الأوراق العلوية للكومة الموجودة على الطاولة. 

سنعرض شبه رمازنا خوارزمية الفرز بالإدراج على هيئة إجراء اسمه 5087-/18587100» يأخذ موسطًا هو 
صفيفة [4]1..71 تحتوي على متتالية طولما : يُطلب ترتيبها. (يشار في الرماز إلى عدد العناصر ‏ في 4 
+ /4.1694.) تفرز الخوارزميةٌ أعدادٌ الدحل في المكان مهام «ل: وتعيد ترتيب الأعداد ضمن 
الصفيفة 4 مع تخزين عدد ثابت منها على الأكثر خارج في أي وقت. عندما ينتهي الإجراء 
105877100-5087 سوف تحتوي صفيفةٌ الدعل 4 متتالية الخرج المفروزة. 





(100-507)4تمعونن1 

لاوها.4 16 2 دز +1 1 

[0]ا4 درمز 2 

1 - ز.. 4]1 ععمعبوعة لعاممد عط منمذ [/]4 غعهما // 3 


القصل 2 / لتبدا 





4 
برها < [1] 4 همه 0 < غ عانطد 5 
:]4 - [1+ ]4 6 

7 1-6-1 

بره - [1 + ]4 8 


الامتغيرات الحلقة وصحة الفرز بالإدراج 

يوضح الشكل 2 كيف تعمل هذه الخوارزمية في حالة الصفيفة (5,2,4,6,1,3) > 4. يشير الدليل زر إلى 
"الورقة الحالية" التي تدرج في اليد. في بداية كل تكرار من تكرارات حلقة 807 التي متحول تحكمها هو زه 
تكن الصفيفة ازثية للإلَّة من العناصر [1 - أر.. 4]1 أوراق اليد المفروزة حالياء وتطابق الصفيفة ابخز 
التبقية [.. 1 + (]4 كومة الأوراق التي ماتزال على الطاولة. إن العناصر [1-/.. 4]1 هي في الواقع نفس 
العناصر التي في للواضع 1 حتى 1-[ )صلا لكنها الآن بترتيب مفروز. نصوغ هذه الخواص للصفيفة ابمزئية 
[1-ز..4]1 صوربًا بصفتها لامتغير حلقة ا«مامم««را «رممل: 





في بداية كل تكرار من تكرارات حلقة 806 التي تشمل الأسطر 8-1) تتألف الصفيفة الحزئية 
[1-ز.. 4]1 من العناصر التي هي أصلاً في هذه الصفيفة الحزئية: لكن بترتيب مفروز. 
نستخدم لامتغرات الحلقة لتساعدنا على فهم سبب كون خموارزبية ما صحيحة. وهنا يجب أن نوضح 
ثلاثة أمور عن لامتغير الحلقة: 
الاستبداء: يكون لامنغير الحلقة صحيحًا قبل التكرار الأول للحلقة. 
المحافظة: إذاكان لامتغير الحلقة صحيحًا قبل تكرارٍ ما للحلقة: فييقى صحيحًا قبل التكرار التالي. 
الإنهاء: عندما تنتهي الحلقة؛ يعطي لامتغير الحلقة خاصية مفيدة تساعد على بيان أن الخوارزمية صحيحة. 
عند تمدق الخاصيتين الأولى والثانية يكون لامتغير الحلقة صحيًا قبل كل تكرار من تكرارات الحلقة. (طبقاء 
الدينا الحرية في استخدام خصائص محفقة أخرى غير لامتغير الحلقة نفسه لإثبات أن لامتغير الحلقة يبقى 
صحيحًا قبل كل تكرار.) لاحظ الشبه مع الاستقراء الرياضي؛ وهو أنه كي #ا 
ثُِتَ حالةٌ أساسية وخطوةٌ استقرائية. وهنا يتظهر أن اللامتغير يتحقّق قبل أن 
الأساسية؛ وتظهر أيضًا أن اللامتغير يتحقّق من تكرارٍ إلى تكرارٍ يقايل الخطوةٌ الاستقرا 
الخاصية الثالثة ريما تكون أهم خخاصية؛ لأثنا 57 مر الحلقة لبيان الصحة. نستخخدم عادة لامتغير 
الحلقة بالتلازم مع الشرط المسبب لإنخاء الحلقة. تختل خخاصية الإنماء عن الكيفية التي نستخدم فيها عادة 


خاصيةٍ ماء ينبغي أن 
ابل التكرار الأول الحالة 











الاستقراء الرياضي: .حيث نطبق الخطوة الاستقرائية حتى اللانحاية؛ أما هناء فنوقف "الاستقراء" عندما 


تنتهي الحلقة. 
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الشكل 2 عمل الفرز بالإدراج على الصفيفة (5,2,4,6,1,3) - 4. تُظهّر دلائل العناصر فوق المستطيلات» 
ونَظهّر القيم المخزنة في مواضع الصفيفة داخل المستطيلات. تمثل الأشكال من (أ) إلى (ح) تكرارات حلقة +80 التي 


تشمل الأسطر 8-1. يحتفظ المستطيل الأسود في كل تكرار بالمفتاح (رعط) المأوذ من [/]4» الذي يقارن بالقيم 
الموحودة في المستطيلات المظلّلة إلى يساره في اختبار السطر 5. تُظهر الأسهمٌ المظللة قي الصفيفة المزاحة موضمًا 
واحدًا إلى اليمين في للسطر 6» وتشير الأسهم السوداء إلى أين يتحرك المفتاح في السطر 8. يمثل الشكل (ح) 
الصفيفة النهائية المفروزة. 





التفحص كيفية تمق هذه اخواص في حالة الفرز بالإدراج. 

الاستبداء: نبدأ ببيان أن لامتغير الحلقة يتحقّق قبل بدء التكرار الأول للحلقة عندما يكون 2 - ز.' لذلك 
تتألف الصفيفة الحزئية [1-ر.. 4]1 من العنصر [4]1, فقط؛ الذي هو في الواقع العنصر الأصلي 5 
[4]1. إضافة إلى ذلك» فإن هذه الصفيفة المزئية مفروزة (بداهة؛ بالطبع)» وهذا ِيّن أن لامتغير الحلقة 
يتحقّق قبل بدء التكرار الأول للحلقة. 


المحافظة: بعد ذلكء؛ نتناول الخاصية | 









انية: أي بيان أن كل تكرار يحافظ على لامتغير الحلقة. بعبارة 
بسيطة؛ يقوم جسم الحلقة 506 على إزاحة [1-(]4؛ و [2-/]4: و [3-/]4 موقعًا واحدًا نحو اليمين 
المرة تلو الأخرى حت يد الموقع المناست للعنصر [/]4 (الأسطر 74): وعندها يُدْرِجُ قيمة [(]4 في هذا 
الموقع (السطر 8). تتألف عندها الصفيفة الحزثية [ر.. 4]1 من العناصر الموجودة أصلاً في [/..4]1» 
لكن بترتيب مفروز. ويحافظ تزايد نر في حالة التكرار التالي للحلقة 80 على لامتغير الحلقة. 

تتطلب منا معالحة أكثر صورية للخاصية الثانية تحديد وبيان لامتغير حلقة لحلقة لفط" الواقعة في 
الأسطر 7-5. عند هذه النقطة نفضل عدم الغوص حتى هذه الدرحة من الصورية» ونكتفي بتحليلنا 
المبسّط لبيان أن الحلقة الخارجية تحقق الخاصية الثانية. 


الإنهاء: أخينا لنتفحص ما يَحصُل عندما تنتهي الحلقة. إن الشرط الذي يسبب انتهاء حلقة 608 هو 





' عندما تكون الحلقة هي حلقة 406: فإن اللحظة التي تختبر عندها لامتغير الحلقة - وهي بالضبط اللحظة التي تسبق 
أول تكرار - هي مباشرة بعد الإسناد الابتدائي لمتحول عداد الحلقة: وبالضبط قبل أول اختبار في ترويسة الحلقة. في 
حالة الفرز بالإدراج؛ يكون هذا الزمن بعد إسناد 2 للمتحول تر لكن قبل أول اختبار فيما إذا كان 40 و67ا.4 > ز. 
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الفصل 2 / لنبدأ 


* -4اوه!.4 < ز. وما كان كك تكارٍ في الحلقة يزيد قيمة تر بمقدار 1ء فيجب أن نحصل على 
1 +8 - [ في ذلك الحين. وبتعويض القيمة 1 +:: عوضًا عن زر في عيارة لامتغير الحلقة» تحصل على 
الصفيفة الجزثية [70.. 4]1 وهي تتألف من العناصر الموجودة في [4]1..7 أصلاء ولكن بترتيب مفروز. 
وملاحظة أن الصفيفة الجزثية [4]1..2 هي الصفيفة الداخلية» نستتتج أن الصفيفة الداخلية مفروزة. 
فا خوارز, 6 
سنستخدم طريقة لامتغيرات الحلقة هذه لإظهار الصحة في هذا الفصل؛ وي الفصول القادمة أيضًا. 







ذن صحيحة. 


اصطلاحات شبه الرماز 

سوف نستخدم الاصطلاحات التالية في شبه رمازنا. 

٠‏ تشير الإزاحة العمودية أنه الكتابة إلى بنية كتلة. فمثلا» يتألف جسم حلقة م89 الذي يبدأ عند السطر 
1 من الأسطر 8-2 أما جسم حلقة اذ" التي تبدأ عند السطر 5: فيحتوي السطرين 6 و 7: ولكن لا 
يحنوي السطر 8. ينطبق تموذجنا في الإزاحة العمودية أثناء الكنابة على تعليمات 2166156 أيضًا. إن 
استخخدام الإزاحة العمودية عوضًا عن المؤشرات الاصطلاحية لبنية الكتلة» مثل تعليمئي «ذهعط و 80؛ 
يقل كثوا من مراكمة المصطلحات الإضافية على حين أنه يحافظ على الوضوح ٠‏ أو حتى يزيد منه. 3 

٠‏ تتلك التزاكيب الحلقية علفط»: و مهل و اثاصددهعمعم: وتركيب الشرط عواع-]ة معاني مشابحة لمعانيها 
في لغات البريجة ©: و ج+ع؛ وجافاء و «وطكرم: وباسكال.* في هذا الكتاب, يحتفظ عداد الحلقة 
بقيمته بعد الخروج من الحلقة؛ على عكس بعض الحالات التي تظلهر في ج+ح وجافا وباسكال. وهكذاء 
تكون قيمة عداد الحلقة؛ مباشرة بعد حلقة +60: هي أول قيمة تتجاوز حد حلقة 60. لقد استخدمنا 
هذه الخاصية في برهاننا صحة الفرز بالإدراج. إن ترويسة حلقة +80 في السطر 1 هي 


4.161 20 - زعهق؛ وهذا يعني أنه عندما تنتهي هذه الحلقق يكون 1 + :0غو:4.167 - [ (أو؛ 





ة #كاع»16؛ نزيح »ولع عموديًا إلى نفس مستوى ]ذ المطابقة لحا. وعلى الرغم من أننا نحذف الكلمة المفتاحية 
وما فإنا نشير أحيانًا إلى الجزء المنفذ - عندما تكون نتيجة الاختبار الذي يتبع 16 صحيحة - على أنه عبارة 
«0م. في حالة الاختبارات المتعددة الفروع؛ نستخدم ]ذهواء لنشير إلى الاختبارات الواردة بعد الاختبار الأول 

* يظهر كل إحراء غبه رمازي في هذا الكتاب على صفحة واحدة بحيث لا تضطر للتمييز بين مستوبات الإزاحة 
العمودية في رماز مُفرق على صفحات. 

* تمتلك معظم اللغات المهيكلة ككتل كعوددومها يعمدهعديه- وام تراكيب مكافعة, لذا قد تختلف القواعد الدقيقة 
لصياغتها. تفتقد لغة «وطغزم حلقات اتامهؤهعمعم: وتختلن حلقات +6 قليلاً في طريقة عملها عن حلقات 06؟ 
في هذا الكناب. 
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ما يكافئه 1 + 2 - آرء لأن 4#و«4.12 > 2). نستخدم الكلمة المفتاحية 0 عندما تزيد حلقةٌ :60 
عدادٌ حلقتها في كل تكرارء ونستخدم الكلمة المفتاحية 40840 عندما تُنقص حلقةٌ +50 عدادٌ 
حلقتها. وعندما يتغير عداد الحلقة بمقدار أكبر من 1 يَنْبَعٌ مقدارٌ التغيرٍ الكلمة المفتاحية الاحتيارية نإط. 
“ إلى أن ما تبقّى من السطر هو تعليق. 

الإسناد المتعدد من الشكل © يسند لكلٌ من المتحولين ‏ و زر قيمة العبارة ©؛ ويجب أن تعالج 
كإسناد © > ز متبوع بالإستاد رح 4. 

المتحولات (مثل : و [ و بءا) هي متحولات محلية بالنسبة إلى إجراء معطى. ولن نستخدم متحولات 
عامة (وعاطهته؟ 1هطواع) دون الإشارة إليها صراحة. 





يشير الرمز 





يجري الوصول إلى عناصر الصفيفة بتحديد اسم الصفيفة متبوعًا بالدليل ضمن قوسين مربعين. مثال» 
[:]4 يشير إلى العنصر ذي الترتيب ] من الصفيفة 4. الكتابة بالشكل ".." تستخدم للتعبير عن محال 
من القيم ضمن صفيفة. ويُستخدم التدوين ".." للإشارة إلى بخال من القيم ضمن صفيفة؛ وعلى ذلك 
تشير [.. 4]1 إلى صفيفة جزئية من 4 تتألف من ز عنصرًا هي: [[]4,... ,[4]1[,4]2 . 

ننظم ا معطيات المكبة عادةٌ ضم نأغراض 5اعزا0» تتكون بدورها من واصفات وعس««[87ه. تنْقُدُ إلى 
واصف محدد باستخدام التركيب النحوي الموجود في كثير من لغات البريجحة الغرضية التوجه: اسم الغرض» 
متبوعًا بنقطة» متبوعًا باسم الواصف. كمثال على ذلك؛ نعابج الصفيفة كغرض مع صفة الطول 
وم للإشارة إلى عدد العناصر التي تحتويها. لتحديد عدد العناصر في صفيفة / نكتب 4.16794(6. 








وتُعالِجُ المتحولٌ الذي يثل صفيفة أو غرضًا كمؤشر للمعطيات الممثلة للصفيفة أو الغرض. إن الإسناد 
> بزء يؤدي إلى جعل / .لز تساوي ] .د لكل الواصفات ثر لغرض ما د. إضافة إلى ذلك» إذا جعلنا 
الآن 3 > مر.ي. بعدئذٍ لن يكون 3 > .د فقطء بل 3 ح .يز أيضًا. وبعبارة أخرى» تشير كل من > 
و نز إلى الغرض نفسه يعد الإسناد +« > بر. 

يمكن أن يتتالى تدويننا للواصفات "06هعووه". فعلى سبيل المثال افترض أن الواصف / نفسه هو مؤشر 
لنوع ما من الأغراض ©و. عندها يحتوي التدوين و./.د ضمنيًا أقواسًا من الشكل 3./(.9). وبعبارة 
أخرى, إذا أسندنا /. > بر عندها تكون و.. هي وز نفسها. 

قد لا يشير المؤشر أحيانًا إلى أي غرض على الإطلاق. في هذه الحالة» نعطيه القيمة الخاصة .2/11. 

عُررُ الموسطات إلى الإجراء باتقيمة 61/6« «رق: يتلقى الإجراء المُستَدعَى نسخته الخاصة من الموسطات» 
وإذا أسند قيمةٌ لموسط؛ فلن يرى الإجراءٌ المُسْمَْعِي التغييرٌ الحاصل. وعندما مُرُ أغراض» 
للمعطيات المُمثلة للغرض؛ لكن لا تتسخ واصفات الغرض. قعلى سبيل المثال؛ إذا كان »د موسطًا 
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الإجراء مُسْتَدْعُىء فلن يكون الإسناد ,> + داخل الإجراء المسْتَدُعى مرئيًا للإجراء المُسْتَد: 
الإسناد 3 - م,.ينه فهو مرئي. وباللثل مُيْرٌُ الصفائف بالمؤشرء بحيث جر مؤشرٌ إلى صفيفة» بدلاً من 
الصفيفة كلهاء وتكون تغيرات عناصر الصفيفة الفردية مرئية لالإجراء المستد: 








٠‏ تعيد تعليمة «5ل]ع6 التحكم إلى نقطة الاستدعاء في الإجراء المُشتدعِي. تأخد أيضًا معظم تعليمات 
«اناعم قيمةٌ لتعيدها إلى المستدعي. يختلف شبه رمازنا عن كثير من لغات البريجة في أننا نسمح بأن 





تعاد قيم متعددة في تعليمة 018ا)ع7 مفرد: 
٠‏ تتصرف العاملات البولياتية "همه" و":م" مثل دارات قصر #ا«فاضساعم /رمناء. وهذا يعني أنه عندما 
نيم العبارة "0ه بر" 


أولاً. فإذا كانت قيمة :د هي 5,15 فلا يمكن عندها تقييم كامل 





العبارة ب 05815 لذا لا نقيّم بر. من ناحية أخرى؛ إذا كانت قيمة ‏ هي 01808 فعلينا تقييم بز لتحديد 
قيمة العبارة كاملة. وبالمئل» نقيّم بز في العبارة "بره +" إذا كانت قيمة ‏ هي 8158 فقط. تسمح لنا 
عوامل دارات القصر يكتابة عبارات بوليانية مثل: "بت /.* همه اال + ب" دون القلق مما يمكن أن 
يحدث عندما نحاول تقييم / .د عندما تكون ع هي .2011. 

٠‏ تشير الكلمة المفتاحية 706» إلى أن خخطأ ما قد حدث لأن شروط استدعاء الإجراء كانت خحاطثة. 


ويكون الإجراء المستدعي هو المسؤول عن معالحة الخطأء ومن ثم فإننا لا نحدد الفعل الذي يحب أن 


يتخذ, 
تمارين 
1-2 
باستخدام نموذج الشكل 2.2: وضّح عمل الفرز بالإدراج على الصفيفة (26,41,58 ,59 ب31,41) > ١4‏ 
22 
أعد كتابة إعره الفرز بالإدراج للفرز بترتيب متناقص بدل الفرز بترتيب متزليد. 
3-2 


لنكن لدينا مسألة البحث «عاطه.م و«زطءممء: التالية: 
الدخل: متتالية من « عددًا (ير,.. روه ,جه رره) - 4 وقيمة ما لا. 
الخرج: دليل ما ؛ بحيث []]4 > <؛ أو القيمة الخاصة .111« في حال عدم ظهور نا في 4. 


اكتب شبه رماز يمثل البحث الخطي «اع7همة «معررزاء الذي يمسح الحتالية 4» بحا عن <ا. برهن باستخدام 
لامتغير الحلقة أن خوارزميتك صحيحة. تأكد أن لامتغير حلقتك يحقق الخصائص الثلاث الضرورية. 


2.2 
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لتكن لدينا مسألة جمع عددين صحيحين اثنانيين كل منهما مكون من < بن نين في صفيفتين 4 و 8 
تتألف كلع منهما من # عنصرًا. يحب أ يرن بجموع العددين الصحيحين بصيغةٍ اثنانية في صفيفة 6 عدده 
عناصرها (1 + 2). صُغْ المسألة صورياء واكتب شبه رماز لجمع العددين الصحيحين. 





لات 
أصبح تتحليل #«نت:اه«ت الخوارزمية يعني التنبؤ بالموارد التي تحتاج إليها الخوارزمية عند تنفيذها. في بعض 
الأحيان؛ تشكل الموارد مثل الذاكرة» أو عرض حزمة الاتصال؛ أو البنى المادية للحاسوب الاهتمام الرئيس» 
لكن في معظم الأحيان يكون زمن الحساب هو الذي نريد قياسه. يمكننا عمومًا - عن طربق تحليل عدة 
خوارزميات مرشحة لحل مسألة ما - أن تُحَدّدَ بسهولة أي ال خوارزميات أكثر كفاءةٌ. وقد يُظهر هذا التحليل 
أكثرٌ من حلءٌ قابل للتطبيق؛ لك يمكننا أيضًا في كثير من الأحيان أن نستبعد عدة خوارزميات أقل كفاءة. 
قبل أن نستطيع تحليل خوارزمية ماء يجب أن تمتلك نموذجا لتقانة التتجيز 8ونامادعصعامسة التي 
سنستخخدمهاء ومن ذلك تموذج موارد هذه التقانة وكلفها. سنفترض في معظم هذا الكتاب؛ معابئًا وحيدًا 





عمومي وغوذج آلة وصول عشوائي (84101) «زناعهه” ودع ءم-:«م4ج«مم للحؤْسّبة باعتبارها تقانة تنْجيز» 
مدركين أن خوارزمياتنا ستُتَجُرٌُ باعتبارها برامج حاسوبية. تنفذ التعليمات في نموذج 3401 تعليمة بعد تعليمة» 
دون وجود عمليات متسايرة كموناة؟عمه ممع ناعمم». 

إذا أردنا الحديث بدقة مطلقة؛ فعلينا تعريف تعليمات نموذج 2414 وكلفها بدقة. إلا أن ذلك قد يكون 
مرهماء ولن يقدم إلا القليل من الرؤية داخل تحليل الخوارزمية وتصميمها. لذا يجب أن نكون متنبهين لعدم 
إساءة استعمال تموذج 8401 مثلأ» ماذا لو احتوت 843 تعليمة تقوم بالفرز؟ بمقدورنا عندئذ أن تتفل 
عملية الفرز بتعليمة واحدة فقط. لن تكون مثل هذه الآلة واقعية: لأن الحواسيب الحقيقية لا تمتلك مثل هذه 
التعليمات. مرشدنا إذن في اختيار النموذج هو تصميم الحواسيب الحقيقية. يحتوي نموذج 84006 تعليمات 
توجد عادة في الحواسيب الحقيقية: تعليمات حسابية (مثل: 200 و غعقتاطناى و نزام نالندم و علنولك 
و 9منهدت: و :ه80 و عهنانءه): وتعليمات نقل معطيات (8د0! و 50:6 و لإتإده)؛ وتعليمات تحكم 
(التفريع الشرطي وغير الشرطي طاعصهءة 1قدهة1فدمعهن همه اقدهةتقددم» واستدعاء الإجراء الفرعي 
ال عمتانهءطنى» والعودة «مدااعم). تستغرق كل تعليمة منها مقدارًا ثابثًا من الزمن. 

إن أنواع المعطيات في نموذج #1 هي الأعداد الصحيحة #عههامز وذات الفاصلة العائمة عمثله80 
زوم (لتخزين الأعداد الحقيقية). ومع أننا في العادة لا نشغل أنفسنا بدقة تعريف الأعداد في هذا الكتاب» 
غير أن الدقة تكون في بعض التطبيقات حاسمة. نفترض أيضًا وجود حدٌّ لحجم كل كلمة من المعطيات؟ 
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فمثلاء عند العمل على مدخحلات من الحجم :#: نفترض عادة أن الأعداد الصحيحة مُث بالمقدار 18 ء بنّا 
حيث 1 < » ثابت. تناج إلى 1 < ع حتى تستطيع كلل كلمةٍ احتواء قيمة 7 متيحة لنا التدليل على عتاصر 
الدخل للستقلة وتشترط أن يكون ع ثابًا بحيث لا ينمو حجم الكلمة كيفيًا. (لو أمكن لحجم الكلمة أن 
ينمو كيفيّاء لاستطعنا تخزين كميات ضخحمة من المعطيات في كلمة واحدة ولأمكننا أن نعمل عليها جميعها في 








زمن ثابت . ومن الواضح أن هذا السيناربو غير واقعي.). 


تحتوي الحواسيب الحقيقية تعليمات ل تُدرَج آنقّاء ومثل هذه التعليمات مُث المنطقة الرمادية في نموذج 
]لفة. على سبيل المثالء هل الرفٌ إلى 
تعليمات لحساب "ب عندما تكون + و بز أعدادًا 


الحالات المحددة, عمليةٌ 







؟ في الحالة العامة: لا؛ فهي تأخذ عدة 
. من جهة ثانية» يكون الرفعٌ إلى قوة» في بعض 
غرق زمنًا ثابنًا. تمتلك كثير من الحواسيب تعليمة الإزاحة إلى اليسار ”16ع! :11!ة”2 





التي تزيح في زمن ثابت بتاتٍ عددٍ صحيح ‏ موضمًا إلى اليسار. في معظم الحواسيب؛ تكافئ عملي إزاحةٍ 
بنات عددٍ صحيح موضمًا واحدًا إلى اليسار الضرب ب 2: أي إن إزاحة البتات غ/ موضمًا إلى اليسار تكافئ 
الضرب ب “2. وهكذاء تستطيع مثل هذه الحواسيب حساب 2# بتعليمة زمن ثابت واحدة بإزاحة العدد 
الصحيح 1 ب ؛/ موضمًا إلى اليسار؛ مادامت / ليست أكثر من عدد البتات في كلمة الحاسوب. ستحاول 
تحنب مثل هذه المناطق الرمادية في نموذج اله2؛ لكن ستعالح حساب *2 على أنما عملية زمن ثابت عندما 
يكون )/ عددًا صحيحًا موجبًا وصغيا كفاية. 

لن نحاول في تموذج الهم نمذجة تراتبية الذاكرة برطعمهمعنط بمممعمم الشائعة في الحواسيب الحالية. 
ذلك أننا لا ننمذج الذواكر الخابية 'رمودمعدم وعلاعمع أو الذاكرة الافتراضية 0م56 081ا10. تحاول بعض 
النماذج الحسابية أن تأخذ بالحسبان تأثيرات تراتبية الذاكرة الحاة أحيانًا في البرامج الحقيقية على آلاتٍ 
الذاكرة: فيما لن يُعنى بما الجزء الأكبر من 
التحليلات ني هذا الكتاب. إن النماذج التي تحتوي تراتية الذاكرة أعقد فعلاً من نموذج ]ه3؛ ومن ثم يمكن 


حقيقية. جزءٌ ضئيل فقط من مسائل هذا الكناب يعالِج آ: 





5ماء ممم ممتازة عن 





أن يكون التعامل معها صعبًا. إضافة إلى أن تمليلات تموذج إبالهط هي عاد: 
الأداء على الآلات الفعلية. 

يمكن أن يشكل تحليل الحوارزمية - ولو كانت بسيطة - في نموذج ]لم8 تدا فقد تشمل الأدواث 
الرياضية اللازمة: التحليلٌ التوافيقي 193006165دجوه: ونظرية الاحتمالات: وبراعةٌ في الجبرء والقدرة على 
تحديد أهم الصطلحات في العبارة. وا كان من الممكن أن يكون سلوك خوارزمية ما عختلقًا تبعًا لكل دخل 
ممكن» فإنا نحتاج إلى وسيلة لتلخيص هذا السلوك في عبارات بسيطة سهلة الفهم. 

ومع أننا نختار عادةٌ نموذج آلة واحدة فقط لتحليل خوارزمية ماء فسنظل نواجه خخيارات 
كيفية التعبير عن تحليلنا. لذا فإننا نزغب في طريقة بسيطة للكتابة وامعالحة مُظهرٌ المميزات الهامة لمتطلبات 
خبوارزمية ما من الموارد» وبجنا التفاصيل للملة. 








رة في تحديد 
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تحليل خوارزمية الفرز بالإدراج 
يعتمد زمن تنفيذ إجراء الفرز بالإدراج على حجم الدخخل: إذ إنَّ ْررٌ ألف عددٍ يستغرق زمنًا أطول من الزمن 
المستغرق لفرز ثلاثة أعداد. إضافةٌ إلى ذلك, قد يستغرق الفرز بالإدراج أزمنة مختلفة لفرز متتاليتي دخل لما 
الحجمٌ نفشه اعتمادًا على مدى قرب وضعهما الابتدائي من الفرز المطلوب. يزداد زمن تنفيذ الخوارزمية عمومًا 
مع ازدياد حجم الدخل؛ لذلك يوصف زم : برنامج ما عادةٌ كدالةٍ لحجم دخله. ولفعل ذلك تاج 
لأن تُعَرَفَ بعناية مصطلحي زمن التنفيذ وحجم الدخل. 
يعتمد أفضل تعبير عن حجم الدخل عفد ##دبدءة على المسألة المدروسة. قفي أغلب المسائل» مثل: 

الفرزء أو حساب تحويلات فوربية المتقطعة؛ يكون القياس الطبيعي الأكثر هو عد الحدود في ادل . مثال 
ذلك» حجم الصفيفة « في الفرز. وفي مسائل 0 مثل ضرب عددين صحيحين؛ يكون القياس 
الأفضل لحجم الدخل هو العدد الكلي للبتات اللازم لتمثيل الدخل في التدوين الاثناني النظامي 
هناهامه بمقصاط بمهدتةءه. وف بعض الأحيان» يكون من الأنسب وصف حجم الدخل بعددين بدلا من 
عدد واحد. فمثلًء إذا كان دخخل الخوارزمية بيانًا ادرع؛ يمكن أن يوصف الدخخل بعدد عقد 711065 البيان 
ووصلاته ومهل». سنبيّن بوضوح مقياس حجم الدخل المستخدم في كل مسألة تدرسها. 

أما زمن تنشيف © 11 71/11/71 خوارزمية ما على حجم دخخلٍ محدد» فهو عدد العمليات الأولية أو 
"المخطوات و»!ة" المنقّذَة. من المناسب هنا تعريف فكرة الخطوة بحيث تكون مستقلةٌ عن الآلة قدر الإمكان. 
سنعتمد» مؤقمّء الفكرةً التالية: يحتاج كل سطرٍ من شبه رمازنا إلى مقدار ثابت من الزمن لتنفيذه. قد يستغرق 
سطرٌ ما قدرًا من الزمن منتلمًا عما يستغرقه سطرٌ آخبرء لكننا سنفترض أن كل تنفيذٍ للسطر ذي الرقم + 
يتستغرق زمئًا ,» حيث © ثابت. تنسجم هذه الفكرة مع نموذج ال2؛ وتُظهر أيضًا كيف يمكن أن بُنَجْر 
شبه الرماز على معظم الحواسيب الفعلية,5 














سوف يتطور في المناقشة التالية تعبيرنا عن زمن تنفيذ الفرز بالإدراج 10/5887100-5077 من صيغة 
شائكة تُستخدم جميع تكاليف التعليمات :6 إلى تدوين بسيط يكون أكثر إيجارًا وأسهل في المعالحة. وهذا 
التدوين البسيط سيجعل من السهل كذلك تحديد فعالية خوارزمية ما بالنسبة إلى خوارزمية أخرى. 

سنبدأ بعرض إجراء الفرز بالإدراج مع "الكلفة" الزمنية لكل عبارة وعدد مرات تنفيذ كل عبارة. في حال 


5 





توحد هنا بعض النقاط الدقيقة؛ فامخطوات المحوسية التي نحددها بالإنكليزية هي غالبا أشكال متنوعة من إجراو 
يتطلب أكثرٌ من بحرد مقدارٍ ثابت من الزمن. فمثلأء قد نستعمل في هذا الكتاب عبارة "افرز النقاط حسب 
الإحدائيات *"؛ وهذاء كما سنرى» يستغرق أكثر من مقدار ثابت من الزمن. وكذلك؛ فإن التعليمة التي تستدعي 
مسافًا فرعيًًا تستغرق زمنًا ثابتّاء» مع أن المساق الفرعيء بمجرد استدعائه؛ قد يستغرق زمنًا أطول. وهذا يعني أننا تفل 
عملية استددعاء المساق الفرعي - أي تمرير الوسطاء إليه» إل - عن عملية تنفيف المساق الفرعي. 
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#....,2,3 > [ز حيث 4.1664 - #: نرمز ب رغ لعدد مرات تنفيذ حلقة الاختبار 1فط8 لقيمة آر في 
السطر الخامس. عند الخروج من حلقة ءافطا أو حلقة 80 بالطريقة العادية (يسبب الاختبار في ترويسة 





الحلقة) يذ الاختبار مرةٌ واحدةٌ زيادة على عدد مرات تنفيذ جسم الحلقة. نفترض أن التعليقات ليست 





ب لذلك لا تأخحذ زمن تنفي. 





1165 اقم 0 د نا 
26-1 وهال 6 2 دز مه 1 
اكه إناه - بره 22 
عارمء عطا ماه [ز]ل ختعكها // 3 

ان .[1 حر 4]1 عممعنوعة 
ادع 4ن 1-رعغ 4 
دا ك2 بها < [ز]م قمه 0 < أعلتطدر 5 
نور 4 > [1+ :]4 6 
امه 0ن 1-1 -غ 7 
8-1 4ن بره - [1+ن]هة 2 8 





إن زمن تنفيذ الحوارزمية هو بحموعٌ أزمنة تنفيذ كل عبارة منقّذة؛ فالعبارة التي تأخخذ ,ع تحطوة 
وننْد « مره ستساهم بمقدار .6,8 في زمن التفيذ الكلي. لحساب (27001 وهو زمن تنفيذ الفرز بالإدراج» 


لدخل مؤلف من « قيمة؛ جمع جداء عموذي الكلفة والأزينة: ف 





. . 
(1-ن) رم جئاه + دهن +(1- )ين جسن ع 700 
12 1 


(1-مي +(1- ره + 


122 
إذاكانت المدخعلات من حجم معطى؛ فإن زمن تنفيذ الخوارزمية قد يعتمد على الدخحل المفطى من ذلك 
الحجم. نفي 105887108-5087 مثلأء تحدث الحالة الفضلى إذا كانت الصفيفة مفروزة سابقًا. حيث بجد 
عندها أن برهم ك []4 لكل « 
على أنما 1 - ز. وهذاء تكون 





خ ار في السطر الخامس عندما يأخخذ المنحول ؛ قيمتة الابتدائية 
4 لكل #,... .2,3 > ارء ويكون زمن التنفيذ في أفضل الحالات: 





46-1 + (1 مي + (1- م)ي + (1-ه)ي جسن > (101 


(وه جوع جي + يع) - ولي ج+ايى جين + يه +61) - 








* لا تصح هذه الخاصية بالضرورة لموردٍ كالذاكرة. ذا 
تستهلك بالضرورة «”كلمة ذاكرة إجمالاً. 


بارة التي تتعامل مع +« كلمة من الذاكرة وتنقّذ « مرة لا 
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نستطيع أن عبر عن زمن التنفيذ هذا بالعلاقة م + 47 حيث 4 و 8 ثابتان يتعلقان بكلف العبارات ,ع؟ 
وهي بذلك دالة خطية «وذاءدم م جمءهنة ف <. 

أما إذا كانت الصفيفة مفروزة بترتيب عكسي - أي بترتيب متناقص - فتنتج عندها أسوأ الحالات. 
وعلينا عندها مقارنة كل عنصر [/]4 بكل عنصر من داخخل الصفيفة الحزئية المفروزة [1-/.. 4]1» وهكذا 
يكون رح رع لكل «,... ,2,3 > أر. وكلاحظة أن: 


م 


3 3 





(انظر الملحق أ لمراجعة كيفية حل هذه امجاميع): بحد أن زمن تنفيذ الفرز بالإدراج في أسوأ الحالات هو: 


3 - كي + (1-مميى + (1 -مم)ي جين > (170 


12 لهو + (لتجقم) + اللجكت)ي.+ 


2 


. (و + + + يع)- 
ونستطيع أن نعبّر عن زمن تنفيذ أسوأ الحالات بالعبارة ع + «رط + 6712 حيث 4 و 8 و © ثوابت تتعلق 
أيضًا بكلف العبارات ,ع» وكذا فهي دالة من الدرجة الغانية «مفسمترءضمم4ممو في . 
وكما ني الفرز بالإدراج؛ يكو زمن تنغ ثبًا لدل معطى؛ على الرغم من أثنا 
سنجد في الفصول اللاحقة بعض الخوارزميات "ذات ١‏ المضافة" الممتعة التي يمكن أن يتغير سلوّكها 
حتى في دحل ثابت. 


بذ حوارزمية ما عاء 








تحليل أسوأ الحالات والحالة الوسطى 

تناولنا في تحليلنا للفرز بالإدراج كلاً من أفضل الحالات؛ التي تكون فيها صفيفة الدخل مفروزةٌ سلقاء وأسوأ 
الحالات» التي تكون فيها صفيفة الدخل مفروزةٌ عكسيًا. لكننا ستركز في بقية هذا الكتاب على إيجاد زمن 
تنفيذ أسوأ الحالات فقطء وذلك لأنه أطول زمن تنفيذٍ لأ دخل حجمه «. ونعطي هنا ثلاثة أسباب لهذا 
التوحُه. 


٠‏ يعطينا زمن تنفيذ أسوأ الحالات لخوارزمية ما حدًا أعلى لزمن التنفيذ لأيّ دخل. وتعطينا معرفته ضمانة 


28 
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أن الخوارزمية لن تستغرق زمنًا أطول منه. حيث لا نحتاج إلى تخمين زمن التنفيق آملين ألا يصبح أسوأ من 
ذلك التخمين. 

٠‏ في بعض الخوارزبيات: يتكرر ورود أسوأ الحالات مرازا؛ فمثلء أثناء البحث في قاعدة معطيات عن جزء 
محدد من المعلومات؛ ستّحدث أسوأ الحالات لخوارزمية البحث كثيراً عندما لا تكون المعلومات موجودة 
في قاعدة المعطيات. وني بعض التطبيقات؛ قد يكون البحث عن معلومات غير موجودة كثير الحدوث. 

ه كثيرا ما تكون "الحالة الوسطى" ممائلةً - إلى حدٌ ما - لأسوأ الحالات في السوء. لنفترض أننا انحترنا 
عشوائيًا « عدداء وأننا طبقنا الفرز بالإدراج» فكم ستستغرق الخوارزمية لتحديد موضع إدراج عنصر ما 
[]4 في صفيفة جزئية [4]1..1-1؟ وسطيّاء نصف العناصر في [1-..4]1 هي أقل من [/]4: 
ونصف العناصر أكبر منه. لذا فإننا سنختير في التوسط نصف عناصر الصفيفة الحزئية [1-..4]1) 
وبذلك يساوي [) تقريبًا 2/[. وسيؤول زمن 
حجم الدخل؛ تمامًا كما هو الحال في زمن 


بذ الحالة الوسطى الناتج إلى دالةٍ من الدرجة الثانية في 






أسوأ الحالات. 


سوف تم - في بعض الحالات الخاصة - بزمن تنفيذ الحالة الوسطى مدمع-م ممم للخوارزمية؟ 
التحليل الاحتمالي مطبقةٌ على عدة خبوارزميات في هذا الكتاب. من ناحية ثانية» إن محال 
تمليل الحالة الوسطى محدود؛ لأنه قد لا يكون واضحاً ما هو الدخحل الذي يمثل دغل "الحالة الوسطى" لمسألة 
محددة. سنفترض» في الغالب, أن احتمال حدوث جميع المدخعلات من حجم معين متساو. وعمليَاٌ قد لا 
تكون هذه الفرضية محققة» لكن يمكتنا في ب 
«اللأ :مهاه فم س«مولجوى تقوم بخيارات عشرا 
64 6عميك. سندرس الخوارزميات ذات العشوائية المضافة بنفصيل أكبر في الفصل الخامس وفي عدة فصول 





وستتعف تقانة 


ض الأحيان استخدام خوارزمية ذات عشوائية مضافة 





» لإتاحة التحليل الاحتمالي وحساب زمن تنفيذٍ متوقع 


تالية أخرى. 


هرتبة الدمو 
لد استخدمنا بعض التجريدات المبسّطة لتسهيل تحليلنا لإجراء الفرز بالإدراج. من ذلك أننا تجاهلنا الكلفة 
الحقيقية لكل عبارة؛ وذلك باستخدام الثوابت ,» لتمثيل هذه الكلف. ثم لاحظنا أنه حتى هذه الثوابت تعطينا 
تفاصيل أكثر مما تحتاج إليه حقيقة: وعيّرنا عن زمن تنفيذ أسوأ الحالات بالصيغة ع + 27 + 6712© لبعض 
الثوابت 4 و ١‏ وء التي تعتمد على كلف العبارات ,». و بهذا لم نتجاهل فقط الكلف الحقيقية للعبارة» بل 
الكلف ابجردة بع أيضًا. 

سنقوم الآن بتجربد مبسئط إضاقي: وهو معدل نمو ادمع إه 70/6 (أو مرتية نمو م «م4رم 





»ممم زمن التنفيذ الذي يهمنا حقيقة. ولهذا السبب» نتم فقط بالحد الرئيسي 655؛ عهذههء1 في الصيغة 
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(مثلاً 2ه)» لأن الحدود ذات الدرجة الدنيا تكون غير مؤثرة نسييًا عند قيم 8 الكبيرة. كذلكء تحمل 
المعامل الثابت للحد الرئيسي: لأن العوامل الثابتة أقل تأثينا من معدل النمو في تحديد الفعالية الحسابية 
اللمدخلات الكبيرة ففي حالة الفرز بالإدراج؛ عندما نتجاهل الحدود ذات المرتبة الدنيا والمعامل الثابت الذي 
يسبق الحد الرئيسي» فإننا بُبتِي على العامل من الدرجة 2 من الحد الرئيسي. ونقول إن للفرز بالإدراج زمن 
تنفيذ في أسوأ الحالات (9)52 (تلفظ "ثينا :2 مربع”). سنستخدم تدوين- © في هذا الفصل دون تعريف 
دقيق له وسَتُعرقُه بدقة في الفصل 3 . 

نعتبر عادة أن خحوارزمية ما أكثر فعالية من خوارزمية أخرى إذا كان لزمن تنفيذها في أسوأ الحالات مرتبة 
نمو أدن. لكنء قد تستغرق خوارزميةٌ - لزمنٍ تنفيذها مرتبة مو أعلى - زمناً أقل في حالة مدخحلات أصغر من 
خوارزميةٍ لزمن تنفيذها مرتبةٌ نمو أدق» وذلك بسبب العوامل الثابتة والحدود الأدى مرتبة. إلا أنهه في حالة 
مدحلات كبيرة كفاية؛ ستنقّذ الخوارزمية ذات ال (9)2 مثلأ» بسرعة أكبر في أسوأ الحالات من خوارزمية من 





المرتبة (13)©. 


تمارين 

1-2 

عبّر عن الدالة 3 + 100 - 1002 - 23/1000 باستخدام التدوين-© . 

222 

لتكن لدينا مسألة فرز « عددًا مخزنًا في صفيفة 4 وذلك بأن نوجد أولاً أصغر عنصر في 4, ونبادله مع 
العنصر [4]1؛ ثم نوجد ثاني أصغر عنصر في 4, ونبادله مع العنصر [4]2. ونستمر بمذه الطريقة للعناصر 
ال 8-1 الأولى من #4. اكتب شبه رماز هذه الخوارزمية» التي تُْرَفُ بالفرز الانتقائي +07 «م#اععا».. ما 
هو لامتغير الحلقة الذي تصونه هذه الخوارزمية؟ لماذا يجب أن تنفذ فقط من أجل ال 1 - 7 عنصرًا الأول من 
الصفيفة؟ أعط أزمنة تنفيذ الفرز الانتقائي في أفضل الحالات: وفي أسوأ الحالات باستخدام تدوين-©. 

322 

ليكن لدينا البحث الخطي ثانية (انظر التمرين 3-1.2). ما هو عدد العناصر التي يجب اختبارها وسطيًا من 
متتالية الدل؛ بافتراض أن العنصر الذي نبحث عنه قد يكون أَيّا من عناصر في الصفيفة باحتمالٍ متساوٍ؟ 
البحث الخطي في الحالة 





وما هو عدد العناصر التي يحب اختبارها في أسوأ الحالات؟ ما هو زمن 
الوسطىء وفي أسواأ الحالات باستخدام تدوين-9؟ علّل أجوبتك. 
4-2 


كيف يمكننا تعديل أية خخوارزمية للحصول على زمن تنفيذ جيد للحالة الفضلى؟ 
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تصميم الخوارزميات 





نستطيع الاختيار ضمن طيبٍ واسع من تقتيات تصميم الخوارزميات. فقد استخدمنا في حالة خوارزمية الفرز 
بالإدراج طربقة تزايدية [ه/««1«670: فبعد فرز الصفيفة الحزئية [1-أر.. 4]1: أدرجنا العنصر []4 في 





مكانه للناسبء لتنتج الصفيقة [-4]1. 

سنتطرق في هذا المقطع إلى طريقة تصميي بديلة 
بتفصيل أكبر في الفصل 4. سنستخدم مفهوم فرق-تسد لتصميم خوا 
أقل كثرا من زمن تنفيذ الفرز بالإدراج قي أسوأ الحالات. إحدى فوائد خبوارزميات فرق' 
تحديد أزمنة تنفيذها بسهولة باستخدام تقنيات سنراها في الفصل 4. 


تسد #عداودمع-0لمه-ءل 11ل" ستعرضها 





بة فرز زمن تنفيذها في أسوأ الحالات 
-تسد أنه يمكن غالبًا 








2 طريقة فَرّقَ-َتَسُدُ 
.عي هذه الخوارزميات 


هذه الخوارزميات في 


كثير من الخوارزميات المفيدة تخودية «زومماعمم في بنينها: فلحل مسألة 
نفسسها عَوْديًا مرة أو أكثر لتعالج مسائل جزئية ذات علاقة وثيقة بالمسألة الأصلية. 
أغلب الأحبان طربقة قَرُفنَصك «عدو«ممء-4ا«م-ع لز المسألة الأصلية إلى عدة مسائل 
جزئية تشابه المسألة الأصلية لكنها أصغر حجمًاء ثم تَحنُ هذه المسائل الحزئية عَوْدب ثم بُحَمْعُ هذه الحلول 
لتكوين حل المسألة الأصلية. 

تسد على ثلاث خخطوات في كل مستوى من العؤدية: 















م المسألة إلى عد من المسائل الحزئية التي هي منتسخحاثُ 105188085 أصغر من المسألة نفسها. 
على المسائل الجزثية بحلا عَوْديًا. فإذا أصبحت حجومٌ المسائل الحزثية صغيرة كفاية» فُحُلٌ المسائل 
لبلزثية مباشرة. 


:محلو الال الي لدكرين حل للسأةالأصلية. 








-تُسْدُ تماما؛ فهذه الخوارزمية تعمل ببساطة كما 







اللي الكونة من ,: عنعر للطلوب فرنها إلى متاليتين جزيتين» يتكؤن كل منهما من 2/: 
عنصرًا. 
سد اهْرِْ المتاليتين الحزئيتين 





بن المفروزتين لإنتاج اللحواب المفروز. 
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تنتهي العملية العؤدية عندما يصبح طول المتتالية المطلوب فرزها يساوي 1» حيث لا يوجد ما يجب فعله في 
هذه الحالة» لأن كل متتالية طوا 1 تكون يترتيب مفروز حُكُمًا. 

العملية الأساسية في خوارزمية الفرز بالدمج هي دمج متتاليتين مفروزتين في خطوة "التجميع". ندمج 
باستدعاء إجراء مساعد (248268)4,,,7 حيث 4 صفيفة» و م» و 64 و 7 دلائل في الصفيفة بحيث 
يكون > + > م. تفترض الإجراءغ أن الصفيفتين الحزئيتين [4.. ]4 و [1..7 + 4]4 مفروزتان. 
يدمجهما دمو هذا الإجراغ ليكوّن صفيفة جزئية وحيدة مفروزة تحل محل الصفيفة الحزئية 
الحالية [7.. ]4 

يستغرق الإجراء 202808 زمنًا ()©: حيث 1 + م -7 - » هو عدد العناصر الكلّي التي يجري 
دبحهاء ويعمل الإجراء كما يلي: بالعودة إلى تصورنا عن لعبة ورق الشدة؛ ليكن لدينا على الطاولة كومتين من 
أوراق الشدة وجوهها إلى أعلى. كل كومة مفروزة» بحيث تكون أصغر الأوراق في أعلى الكومة. نريد دمج 
هاتين الكومتين في كومة خرج واحدة مفروزة» بحيث تكون وجوه الأوراق فيها مقلوبة للأسفل على الطاولة. 
تتألف خحطوتنا الأساسية من اختيار أصغر الورقتين الموضوعتين على قمتي كومتي الأوراق التي وجوهها إلى 
الأعلى» ثم إزالتها من كومتها (وهذا يؤدي إلى كشف ورقة قمة جديدة)؛ ووضع هذه الورقة على كومة الخرج 
ووجهها مقلوبٌ للأسفل. نكرّر هذه الخطوة حتى تصبح إحدى كومتي الدخل فارغة؛ عندها فقط تأخذ كومة 
الدخل المتبقية ونضعها على كومة الخرج ووجهها إلى الأسفل. حسابيّا تستغرق كل خحطوة أساسية زمنا ثابئاء 
أساسية على الأكثرء فإن عملية الدمج تستغرق 








لأننا نقوم فقط بمقارنة ورقتي قمة. ولما كنا ننفذ م« 
زمنًا («0©. 
يُنَجَرُ شبةُ الرماز التالي الفكرةٌ المذكورة آنقاء لكن مع تعديل إضافي يجنبنا الحاجة إلى التحقق من كون 
إحدى الكومتين فارغة ف كل خطوة أساسية. نضع في أسفل كل كومة ورقةٌ خاصة نسميها الورقة الكاشفة 
670 أنن«رفانروى تحتوي قيمة خاصة نستخدمها لتبسيط رمازنا. سنستخدم مه قيمةٌ كاشفةٌ بحيث أنه حالما 
تنكشف الورقة ذات القيمة ؛ فلا يمكن أن تكون الورقة الصغرى ما لم تُظهر كلتا الكومتين ورقتيهما 
الكاشفتين. لكن ما إن يحدث ذلك؛ تكون جميع الأوراق الأخرى قد وُضعت على كومة الخرج. ولأثنا تعرف 
سلمًا أنه ستوضع بالضبط 1 + م -< ورقة على كومة الخرج؛ فإننا نستطيع التوقف حالما نكون قد قمنا بمذا 
القدر من الخطوات الأساسية. 
(0,7,طرش)ءمةعالة 
1+م- 


1 

و- ديم 2 

وتإقسة وعم ع [1 + يد.. 8]1 همه [1+ ي3.. 1]ا )16 3 
4 
5 





4 


116 د 1 مور 
[1 - + ماه - [نإنا 
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10 - ز :م1 
[ز+ واه - [ز]8 
ه - [1+ مانا 
م -[1 + يهم 
11 
ا" 
«ماام دعا بمو 
[8]0 > [نآنا كذ 
]م - 440 
1+غعغ 
[8]0 > لل]ق مك 
1+زدز 


يعمل إجراء الدمج 212268 بالتفصيل كما يلي: يحسب السطرٌ الأول المقدارٌ 7 وهو طول الصفيفة 
الحزئية [.. م]4» وبحسب السطر الثاني المقدار ج: وهو طول الصفيفة الحزئية [1..7 + 4]4. ننشئ في 
السطر الثالث الصفيفتين .1 و # (”الصفيفة اليسرى" و"الصفيفة اليمنى")؛ طول الأولى 1 + 7 وطول الثانية 
1 + 4 وسيحتوي الموقع الإضافٍ في كل صفيفة الورقة الكاشفة. تُنسخ حلقةٌ 606 المكونة من السطرين 5-4 


الصفيفة الحزئية [9..م]4 في [:.. 1]ياء وتنسخ حلقة 808 المكونة من السطرين 7-6 الصفيفة 





[1..7+ ]4 في [:8]1..2. يَضَعُ السطران 9-8 الورقنين الكاشفتين في تحايتي الصفيفتين ا و 8. 


ُنَْرُ الأسطر 17-10 الموضحة في الشكل 3.2) ال 1 + م-7 خخطوة أساسية بالمحافظة على لامتغير 


الحلقة التالي: 


عند بداية كل تكرار من حلقة 06؛: التي تشمل الأسطر 017-12 تحتوي الصفيفة اللحزئية 


[1-.. ص]ا أصغر م - / عنصرًا من [1 + ي:.. 1]1 و [1 + ج..8]1؛ بترتيب مفروز. إضافةٌ إلى 


ذلك؛ يكون العنصران [1]1 و [(]# أصغْرٌ عنصرين في صفيفتيهما لم ينسخا إلى 4. 


يجب أن تنبت أن لامتغير الحلقة هذا محقّق قبل التكرار الأول من حلقة 656 التي نشمل الأسطر 17-12 
وأن كل تكرار من الحلقة يحافظ على اللامتغيرء ون لامتغير الحلقة هذا يوفر خخاصية مفيدة لإظهار صحة 


العمل عند توقف الحلقة. 


الاستبداء: لدينا م - 





قبل التكرار الأول للحلقة: أي إن الصفيفة الحزئية [1-/.. ]4 فارغة. تحتوي هذه 


الصفيفة الجزئية الفارغة أصغر 0 > م- / عنصرًا من .ا و #» ولما كان 1 > ترح 4 فإن كلا من 


العنصرين []]:ا و [ز]8 هما أصغر عنصرين في صفيفتيهما لم يُعَدُ نسخهما في 4. 
المحافظة: حتى نرى أن كل تكرا. 





افظ على لامتغير الحلقة, لنفترض أولاً أن [/]8 > [1].ا. عندها يكون 


[1]] هو أصغر عنصر ل يُعَدْ تنشخه يَعْدُ إلى 4. ولما كانت [1-/.. ]4 تحتوي أصغر م - غ/ عنصرّاء 
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الشكل 3.2 عمل الأسطر 17-10 في الاستدعاء (0818868)4,9,12,16 عندما تحتوي الصفيفة الجزلية 
[16.. 4]9 المتتالية (2,4,5,7,1,2,3,6). بعد النسخ وإدخحال القيمتين الكاشفتين» ستحتوي الصفيفة .ا القيم 
(©,2,4,5,7): وستحتوي الصفيفة 8 القيم (,1,2,3,6). تحتوي المواضع المظللة باللون الفاتح في 4 قيمها 
النهائية وتحتوي المواضع المظللة باللون الفاتح في .1 و 8 قَيمًا يجب أن يعاد نسخحها إلى 4. بأخذ المواضع المظللة 
باللون الفاتح ممٌاء تحتوي هذه المواضع دائمًا القيم الموحودة أصلاً في [16.. 4]9؛ إضافة إلى القيمتين الكاشفتين. 
وتحتوي المواضع المظللة بكثافة في 4 قيمًا سوف يتم النسخ فوقهاء وتحنوي المواضع المظللة بكنافة في ./ و 8 قيمًا ثم 
إعادة نسخها إلى 4. الأشكال من (أ) إلى (3) تمثل الصفيفات 4 و .لا و 8 التي دلائلها / و : و إر على الترتيب» 
قبل كل تكرار من الحلقة في الأسطر 17-12. 


فبعد أن ينسخ السطر 14 العنصر []].! إلى [4]4؛ ستحتوي الصفيفة المزثية [/.. ]4 أصغر 1 + م-ء/ 
عنصرًا. تعيد زيادة كل من / (أثناء تحديث حلقة 608) و ] (في السطر 15) إعداد لامتغير الحلقة للتكرار 
التالي. أما في حال [/]8 < []./؛ فإن السطرين 17-16 تقوم بما يحب للمحافظة على لامتغير الحلقة. 
الإنهاء: عند الإنماء» يكون 1 + « > ع/. واعتمادًا على لامتغير الحلقة» تحتوي الصفيفةٌ اللحزئية [1-م1.. ]لك 
التي هي [7.. ]ل أصغرٌ 1 + م-م ح م- عنصرًا من [1 + 711.. 1]1 و [1 + ج8]1..7) بترتيب 
مفروز. أي تحتوي الصفيفتان .5 و 8 ممًا 3 + م- - 2 + : + :: عنصرًا. كلها قد أعيد نسخها 
ف الصفيفة 4 عدا أكبر عنصرين؛ وهما القيمتان الكا. 





ان. 

حتى ترى أن إجراء الدمج 218208 يُنفذ في زمن (9)0: حيث 1 + م-« > م لاحظ أن كلاً من 
الأسطر 3-1 و 11-8 يستغرق زمنًا ثابئّاه وتستغرق حلقات ال +0؟ في الأسطر 7-4 زمًا قدره 
(9)0 - (وه + يم) 76 وأن هناك :: تكرارًا لحلقة »0 في الأسطر 017-12 يستغرق كل تكرار منها زمنًا ثابعًا. 


”7 سترى في الفصل الثالث كيف تفسر المعادلات التي تحتوي على تدوين © صوريًا. 
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فق 
بمبَع الشكل 3.2 مل الشكل (ذ) الصفيفات والمؤشرات عند الانتهاء. عند هذه المرحلة» تصبح الصفيفة 
[16.. 4]9 مفروزة؛ والقيمتان الكاشفتان في ,/ و # هما العنصران الوحيدان في هاتين الصفيفتين اللذان لم ينسحا بَعْدُ 
ل4. 





نستطيع الآن استخدام إجراء الدمج 012806 كمساق فرعي في خبوارزمية الفرز بالدمج. يفرز الإجراء 
(018068-5081)4,,7 عناصر الصفيفة الحزئية [7.. «]4. إذا كان « < رء تحتوي الصفيفة الحزئية على 
الأكثر عنصرًا واحدًا وتكون مفروزة أصلاً. وني الحالات الأخرى. تحسب خخطرةٌ التقسيم بيساطة دليلا و 
يقسم [7.. ]4 إلى صفيفتين فرعيتين: الأولى: [ه.. ط]هء وهي تحوي [2/2] عنصراء والثانية: 








[..1+ وآ وهي تحوي [2/::] عنصر 5 


* تعني العبارة [*] أصغر عدد صحيح أكبر من : أو يساويه: وتعني العبارة [] أكبر عدد صحيح أقل من + أو 
يساويه. هذه التدوينات معرفة في الفصل 3. إن أسهل طريقة للتحقق من أن إعطاء و القيمة [7(/2 + 0)] ينتج 
الفرعيتين [و..ص]4 و [1..7 + ]4 وطولهما [2/] و [2/] على الترتيب؛ هو اختبار الحالات الأربع 
التي نظهر تبعًا لكون كل من م و : فرديًا أو زوجيًا. 
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متتالية ابتدائية 


الشكل 4.2 عمل الفرز بالدمج على الصفيفة (5,2,4,7,1,3,2,6) - 4. تزداد أطوال المتتاليات المفروزة الفي يتم 
دبحها كلما تقدمت الخوارزمية من الأسفل إلى الأعلى. 


(7,,رل) 8-3085 ممعاةا 

->مطا 1 

(2/2+ها - و 
(و,ص,ف)كةهك-عممعاا 
(1,7 + ورل/)8-5085م علا 
(«رو ,م ,قا مدعا 


ده اش ضاي 


لفرز كامل المتتالية ([4]71 ,... ,[4]2 ,[4]1) > 4 نقوم بالاستدعاء البدئي (:(غو4.167 ,1 ,لم) 68-5085 عالق 
حيث + > :/4.16196. يوضح الشكل 4.2 كيفية عمل الإجراء من الأسفل إلى الأعلى عندما تكون : من 
قوى 2. تنطوي الخوارزمية على دمج أزواج من متتاليات ذات عنصر وحيد لتكوّن متتاليات مفروزة طول كل 
منها 2 ثم على دمج أزواج من المتتاليات ذات الطول 2 لتكوّن متتاليات مفروزة طول كل منها 4؛ و هكذا 
حتى تُدممج متتاليتان طول كل منهما 2/: لتكوّنا المتتالية النهائية المفروزة وطوها :2. 





2 تحليل خوارزميات 
عندما تحتوي خوارزمية ما استدعاء عَوْديّ يكون بقدورنا غالبًا وصف زمن تنفيذها بمعادلة تخودية 
اعدو ععدعمرمعه: أر بعلاقة حتودية رع جبمععى: تصف الزمن الكلي لمسألة من الحجم :: بدلالة زمن 
ذ على مدخلات أصغر. نستطيع عندها استخدام أدوات رياضية لحل العلاقة العَؤدية وإعطاء حدوه 
لأداء الخوارزمية. 

تنتج العلاقة العَؤْدية لزمن تنفيذ خحوارزمية فَرَق-بَ 








ن الخطوات الثلاث التي تكوّن إطار العمل 
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الأساسي. كما ذكرنا سابقّء بجحعل (7)5 زمن التنفيذ لمسألة حجمها 2. إذا كان حجم المسألة صغيرا كفايةٌ» 
وليكن » > : حيث ء ثابت ماء يستغرق الحل المباشر زمثًا ثابنّاء نكتبه 5 (9)1. لنفترض أن تقسيمنا 
للمسألة يتِج © مسألةٌ جزئية» حجم كل منها يساوي 1/8 من حجم المسألة الأصلية. (في الفرز بالدمج» 
يساوي كل من © و ١‏ القيمة 2: لكتنا سنرى كثيرا من خحوارزميات فرق-تسد يكون فيها ‏ * 4.) يستغرق 
حل مسألة جزئية واحدة حجمها 7/8 زمنًا (7):/8: وهكذا تستغرق © مسألة جزئية من هذا الحجم زمئًا 
(47)5/5. إذا استغرقنا زا (0)2 لتقسيم المسألة إلى مسائل جزئية» وزمًا (7)© لتركيب حلول المسائل 
المزئية للحصول على حل المسألة الأصلية؛ فإننا نحصل على العلاقة العَؤدية الآنية: 


بك كا 62 
#كاسسعطاه ‏ (60 + 7 2 


سنرى في الفصل 4 كيفية حل العلاقات العَؤدية الشائعة من هذه الصيغة. 


تحليل الفرز بالدمج 
على الرغم من أن شبه رماز خوارزمية 2108-5087 يعمل على الوجه الصحيح عندما لا يكون عدد 
العناصر زوجي فإنه يمكن تبسيط تحليلنا المبني على العلاقة العؤدية إذا افترضنا أن حجم المسألة الأصلية هو 
من قوى 2. عندها ُتِج كل خطوةٍ تفسيم متتاليتين جزئيتين حجم كل منهما 3/2 تمهامًا. سنرى في الفصل 4 
نؤثر على مرتبة نمو حل العلاقة 
استتيع المحاكمة المنطقية التالية لاستنتاج العلاقة العٌؤْدية التي يحققها (7)7: زمن تن 






أن هذه الفرضية 





ذ غموارزمية الفرز 
بالدمج على « عددًا في أسوأ الحالات. الفرز بالدمج على عنصر واحدٍ فقط زمنًا ثابنًا. وعندما 
يكون لدينا عدد العناصر 1 < 8 برع زمن التنفيذ كما يلي: 





فرْق: تمسب خطردٌ التغريت منتصف الصفيفة الجزئية فقطء وهذا يستغرق زمنًا ثابثًا. ومن ثم يكون: 


(60 > (20. 
سْد: نل عَوْديً مسألتين فرعيتين» حجمُ كل منهما 2/ج: فيسهم هذا العمل في زمن التنفيذ بمقدار 
(2101/2. 


جَمْعْ: لاحظنا توًا أن إجراء الدمج 1208 المطبق على صفيفة جزئية حجمها ‏ عنصرًا يستغرق زمئًا 
(6)0: وبذلك يكون (0)© > (6)0. 
عندما تجممع الدالتين (203 و (60 في تحليل الفرز بالدمج؛ فإننا يتجمع دالةٌ تموه ()© مع دالة تموه 
(6)1. إن هذا امجموع هو دالة خطية في 8: أي (9)8. بإضافة هذه الدالة إلى الحد (27)2/2 الناتج من 
"السيادة ##داوهم" تنج العلاقة العؤدية ل (7)7 زمن تنفيذ الفرز بالدمج في أسوأ الحالات: 
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رمن 3 ١‏ 55 ا 60+ م كار 
سترى» في الفصل 44 "المبرهنة الرئيسة 07833 515ة2"0 التي يمكننا استخدامها لبيان أن (7)7 يساوي 
(9)2187: حيث ها هو « دهما. ولما كان نمو الدالة اللغاريتمية أكثر بطنًا من أية دالة خطية» فإنه في 
حالة مدخحلات كبيرة كفاية» يتفوق الفرز بالدمج ذي زمن التنفيذ (918 على الفرز بالإدراج الذي زمن 
اتنفيذه (9)2» في أسوأ الحالات. 

لا نختاج إلى المبرهنة الرئيسة لنفهم بالحدس لاذا حل العلاقة العؤدية (1.2) هو (2187)© > (701. 
سنعيل كتابة العلاقة العَؤْدية (1.2) كما يلي: 


1 عوعا 
مع 1جه ع المي 87 لاما 


حيث يمثل الثابت © الزمن اللازم لحل مسائل من الحجم 01 ومثل أيضًا زمن خحطوتي التفريق والتجميع لكل 
عنصر من عاضر الْسَفيوة 9 

يبين الشكل 5.2 كيف يمكننا حل العلاقة العؤدية (2.2). نفترض للتبسيط» أن : هو بالضبط قوة 
صحيحة من قوى العدد 2. ييين الح (أ) من الشكل المقدارٌ ()7: الذي ننشره في المزء (ب) إلى شجرة 
مكافئة تمثل العلاقة العؤدية. الحد + هو الحذر (وهو الكلفة المتضمنة عند المستوى الأعلى من المٌؤدية)» 
والشجرتان الفرعيتان للجذر هما العلاقتان الَؤديتان الصغريان (7)3/2. يظهر الجزء (ت) إبحاز خطوة إضافية 
من هذه العملية بنشر (7)3/2. أما الكلفة المتضمنة عند كل من العقدتين الفرعيتين في المستوى الثاني من 
القؤدية فهي 2/©. نتابع نشر كل عقدة من الشجرة بتقسيمها إلى أجزائها المكونة كما هو محدد في العلاقة 
العَؤْدية» حتى تنخفض حجوم المسألة إلى 1» حيث تكون كلفة كل منها ع. يبين الخزء (ت) شجرة العودية 
عع «رمثوسنرعمم النابحة. 

بعد ذلك؛ بجمع الكلف عند كل مستوى من الشجرة. للمستوى الأعلى كلفة كلية تساوي +©6» والكلفة 
الإجمالية للمستوى الأدن التالي هي © - (6)7/2 + (6)/2: والكلفة الكلية للمستوى الذي يليه هي 
- (2/4)ء + (4/م)ء + (4/م)ء + (5/4)ء: وهكذا دواليك. عمومًاء يمتلك المستوى ؛ الأدى بدءًا 
من قمة الشجرة 24 عقدة: وتشارك كل عقدة منها بمقدار (/2/2)ع من الكلفة؛ بحيث يكون للمستوى 4 
الأدق بدءًا من القمة كلفة كلية تساوي +© ح (/2/6)5/2 . يمتلك المستوى الأدق الأخير : عقدة» تشارك 


” من غير لمحتمل أن عثّل النابت نفسه بدقة كلاً من زمن حل مسائل من الحجم 1 وزمن عنصر الصفيفة لمخطوات 
التفريق والتجميع. يمكن أن تتجنب هذه المشكلة إما بأن تمعل ع أكبر هذه الأزمنة؛ مع إدراكنا أن تكرار الَؤدية 
يعطي حدًا أعلى لزمن التنفيذء وإما بأن بجعل ع أقل هذه الأزمنة؛ مع إدراكنا أن تكرار العؤدية يعطي الحد الأدق 
لزمن التنفيذ. على أن كلا الحدين سيكون ع1 »: وبأخذهما معًا يكون زمن التنفيذ (20ع1 )©. 


القل 3/ لبن 











20 - 6# 
70/2 (71/2 2ل 60/2 
7/40 7/4 7/40 70/40 
0 ب ١ت‏ 
3 2 
60 ذلن 2 
ا 1 1 ا 
و سنس فار 0.4 0.24 4 
- 2-7 0 
للتصصييمة - صطفتحنيه 
كلفة كلية: به + 2ه[ :هت ّ 





الشكل 5.2 كيفية بناء شجرة العؤدية للعلاقة القؤدية «م + (2705/2 > (:700. يبين اللحزء (أ) (7)1: الذي يمتد 
تدرييًا ني الأجزاء (ب)-(ث) لبناء شجرة العؤدية. تمتلك شجرة القؤدية امنشورة كاملةً في الجزء (ث) 1 + 187 
مستؤى (أي ارتفاعها :ها كما هو مشار إلي؛ وبشارك كل مستؤى في الكلفة الكلية بالمقدار :67. وبناء على ذلك 
تساوي كلفة الزمن الكلية المقدار :© + :ها :م التي هي (20ه| )9. 


كل منها في الكلفة بمقدار ع وتكون الكلفة الكلية لهذا المستوى هي +©6. 
إن العدد الكلي لمستويات الشجرة دية ©عها ووندسسعه. في الشكل 5.2 هو 1 + 72هاء حيث ‏ 
عدد الأوراق» وهو يقايل حجم الدخل. ومكن برهان هذا الادعاء بمحاكمة استقرائية مبسطة. تحدث الحالة 
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الأساسية عندما تكون 1 - 4 في هذه الحالة تمتلك الشجرة مستوى واحدًا فقط. ولما كان 0 1 جأء فإن 
1 +18 يعطي عدد المستويات الصحيح. لنفترض الآن فرضية استقرائية هي أن عدد مستويات الشجرة 
العمؤدية ل 2 ورقة هو 1 + - 1 + 2 ه1 (لأنه في حالة أية قيمة ؛ نحصل على : - 2 ه1). وحيث إننا 
افترضنا أن حجم الدخل هو أحد قوى العدد 2: فإن حجم الدخحل التالي هو +*)2. تمتلك الشجرة التي 
تحتوي 2*1 > : ورقة مستوى إضايًا واحدًا مقارنة بعد المستويات التي تمتلكها الشجرة التي عدد أوراقها 
2 وهكذا يكون العدد الكلي للمستويات هو 1 + 2+1 | > 1 + (1 + 4). 

لحساب الكلفة الكلية الممثّلة بالعلاقة العَؤدية (2.2)؛ بجمع ببساطة كلف جميع المستويات من الأسفل 
إلى الأعلى. ولما كانت شجرة العَؤْدية تمتلك 1 + ع1 مستؤىء كلفةٌ كل منها ع؛ فالكلفة الكلية تساوي 
+ 01187 > (1 +1)187:. وبتجاهل الحد ذي الدرجة الأدقى والثابت ع نحصل على النتيجة المطلوبة 
وهي: (9):1[821. 





تمارين 

1-2 

باستخدام الشكل 4.2 تموذجاء وضّح عمل الفرز بالدمج على الصفيفة التالية: 
(3,41,52,26,38,57,9,49) > ل. 

22 

أعد كتابة إجراء ال 22801 بحيث لا يستخخدم الأوراق الكاشفة واجعله بدلا عن ذلك يتوقف بمجرد أن 
نكون أي من الصفيفتين .ا أو # قد أعادت نسخ جميع عناصرها إلى الصفيفة 4 ثم يقوم بإعادة نسخ 
العناصر المتبقية من الصفيقة الأخرى إلى 4. 

3-2 

استخدم الاستقراء الرياضي لإظهار أنه عندما تكون : قوة صحيحة للعدد 2 فإن حل العلاقة العؤدية التالية: 


1ع 2 1 1 + 00 م 
هو هل > (1)0. 

4-2 

يمكننا التعبير عن الفرز بالإدراج كإجراء عَؤْدي كما يلي: لفرز [4]1..7) نفرز عَوْديًا [1-:..4]1: ثم 
درج []4 في الصفيفة المرتبة [4]1..71-1. اكتب العلاقة العَؤدية لزمن التنفيذ في أسوأ الحالات لهذه 


النسخحة العؤدية من الفرز بالإدراج. 


40 


مسائل 


الفصل 2 / لنبدأ 

52 

بالرجوع إلى مسألة البحث (انظر التمرين 3-1.2)» لاحظ أنه إذا كانت المتتالية 4 مفروزة» نستطيع اختبار 
نقطة وسط هذه المتالية مقارنة بالقيمة ‏ وإخراج نصف المتتالية من دائرة بحثنا التالي. تكرّر خبوارزميةٌ البحث 
الشائي «ع«ممد ,هوق هذا الإجراء وبذلك تنصّف حجم الحزء الباقي من المتالية في كل مرة. اكتب 
شبه رماز للبحث الثنائي» إما تكارثًا وإما عَوْديا. بيّن أن زمن تنفيذ البحث الثنائي في أسوأ الحالات 
هر («ه)9. 

632 

لاحظ أن حلقة عافط» المكونة من الأسطر 7-5 من إجراء 1058871020-5087 في المقطع 1.2 تستخدم 
البحث الخطي لمسح الصفيفة الحزئية المفروزة [1-/..4]1 عكسيًا. هل نستطيع استخدام البحث 
النائي (انظر التمرين 5-3.2) عوضًا عن تحسين زمن تنفيذ الفرز بالإدراج الكلي في أسوأ الحالات 
ليصبح (9)187؟ 

١ 0 

صِْ خوارزمية ذات زمن تنفيذ قدره (9)2187 تقوم - عند إعطائها بجموعة 5 مِؤلّفَةٌ من # عددًا صحيحًا 


وعددٍ صحيح آخر :: - بتحديد وجودٍ (أو عدم وجود) عنصرين في 5 يجموعهما هو بد تمئما. 


01-2 الفرز بالإدراج على صفيفات صغيرة داخل الفرز بالدمج 

على الرغم من أن زمن تنفيذ الفرز بالدمج في أسوأ الحالات هو (21871)©» وزمن تنفيذ الفرز بالإدراج في 
أسوأ الحالات هو (9)32؛ فإن العوامل الثابتة في الفرز بالإدراج يمكن أن تمعله أسرع عمليًا في حالة حجوم 
المسائل الصغيرة على العديد من الحواسيب. وهذا ما قد يجعل مبررًا تسميك «مومهمه الأوراق في |١‏ 
باستخخدام الفرز بالإدراج ضمن الفرز بالدمج عندما تصبح المسائل الحزئية صغيرة كفاية. لندرس تعديلاً للفرز 
بالدمج تعرز فيه لوائح عددها //2: طول كل منها / باستخخدام الفرز بالإدراج» ومن ثم تدمج باستخدام آلية 





الدمج المعيارية» حيث م قيمة يجب تحديدها. 


أ. بين أنه يمكن للفرز بالإدراج أن يفرز //:: لائحة جزئية» طول كل منها ع4 في زمن (5/6)© في أسوأ 
الحالات. 


ب. بين كيف يمكن دمج اللوائح الحزئية في زمن ((90:18)7:/1 في أسوأ الحالات. 


ات. إذا علمنا أن زمن تنفيذ الخوارزمية لمعدّلة في أسوأ الحالات هو ((18)01/1 + /7)©: ما هي أكبر 





الباب1/ أنانيات ‏ 1[ 


الخوارزمية المعدلة عندها مماثلاً لزمن 





قيمة ل ع/ بصفتها دالة ل :7 يكون زمر 
بالدمج المعيارية» باستخدام تدوين-©؟ 





خوارزمية الفرز 


ث. كيف يجب أن تختار 6 عمليًا؟ 


2-2 صحة الفرز الفقاعي 

الفرز الفقاعي 4:مةعاطناناداء خوارزمية فرز شائعة, لكنها غير فعالة» تعمل على التبديل المتكرر للعناصر 
المتجاورة غير المرتبة. 
(185087)4ققاناه 
1-:/غوه!. 104 د + 1 
1 +] مأسومل «اغودها.4 ع ز جم 2 
[1- ]4 > 1ف كذ 3 
[1- ]4 طلته [ز]ل عوممطعي. 4 
أ. لتكن '4 الصفيفة التي تشير إلى خرج (88185087)4نا8. حتى ثبت أن إجراء '85087ا8اناظ 
صحيح: نحتاج إلى إثبات أنه يتوقف» وأن: 

3.2( , هلم > :٠ك‏ [4']2 > [4']1 








حيث :4.1696 - «. ما الذي يجب أن تُنْتّهِ أيضًا لنبيّن أن 888125087 يَفْرْْ فعلا؟ 


سيئبت الحزعان التاليان صحة المتراجحة (3.2). 

ب. أعطٍ بدقة لامتغير حلقة ,50 في الأسطر 4-2: وأثبت صحته. يجب أن يستخدم برهانك بنية برهان 
لامتغير الحلقة الذي عُرِضّ في هذا الفصل. 

ات. باستخدام شرط توقف لامتغير الحلقة مقن في الحزء (ب)» ضع لامتغير حلقة لحلقة 406 في 
الأسطر 4-1 يسمح لك ببرهان المتراجحة (3.2). يجب أن يستخدم برهانك بنية برهان لامتغير الحلقة 
الذي عُرِضّ في هذا الفصل. 

ث. ما هو زمن تنفيذ الفرز الفقاعي في أسوأ الحالات؟ قارنه بزمن تنفيذ الفرز بالإدراج؟ 

3-2 صحة قاعدة هورئر 

يُنَجُرُ مقطع الرماز التالي قاعدة هورنر عأنط 10065'5] المستخدمة لتقييم كثير حدود 


1 


بويت 0 - ممم 


2 
٠‏ ((... (جه» +جه)< + ... يه)< + يه)< + مه 





.و8 وقيمة بد معطاة: 


بر 1١‏ 
0 مسومل + دغ + 2 
برع جيه د بر 3 


أ. ما هو زمن تنفيذ قطعة الرماز السابقة المقابلة لقاعدة هورنرء باستخدام تدوين-© ؟ 


ب. اكتب شبه رماز لتنجيز خوارزمية بسيطة لتقييم كثبر حدود تَْيِبُ كل حدٌ من كثير الحدود بدءًا من 





ت. ليكن لدينا لامتغير الحلقة التالي: 
في بداية كل تكرار لحلقة 89# التي تشمل السطرين 3-2 
3 


0 “ا وجزجية‎ ٠. 
2 


'متغير الحلقة الذي عُرِضَ في هذا 
الفصل؛ استخخدم لامتغير الحلقة هذا لإظهار أن “كديع 3:20 > نز عند التوقف. 


فسر بحموعًا خاليًا من الحدود على أنه يساوي 0. باتباع بنية برهان لا 





ث. اختتم عملك بمناقشة أن قطعة الرماز المعطى تحسب -على نحو صحيح- كثير حدودٍ موصوقًا 
بللعاملات برق ر.. و6 رو6. 

42 العكوس 

لتكن [..4]1 صفيفةٌ ملَة من « عددًا متمايزاً. إذا كان ز > 1 و [/]4 < [:]4: عندها يستّى الزوج 

(ز, ]) عكسا ب«ملوعط في 4. 


أ. اذكز العكوس الخخمسة الموجودة في | 





(2,3,8,6,1) 4 
ب. ما الصفيفة التي عناصرها من الجموعة (7,... ,1,2) والتي تحتوي أكبر عدد من العكوس؟ وكم عكسا 
تحتوي؟ 


ات. ما هي العلاقة بين زمن تنفيذ الفرز بالإدراج وعدد العكوس في صفيفة الدحل؟ علل جوابك. 





ث. أعط خوارزمية تحدد عد العكوس ف أي تبديل على « عنصرّاء زمن تنفيذها في أسوأ الحالات هو 


(901183. (للميح: عَدَلْ الفرز بالدمج.) 


ملاحظا 
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ات الفصل 
في عام 1968 نشر طانا! الجزء الأول من ثلاثة أجزاء من كتاب بعنوان عام هو فن بربحة الحاسوب 1,6 ©:77 
[211 ,210 ,209] ع«زس«مجوه,ط »ا««دمره© إن. قدّم المزء الأول للطريقة الحديثة في دراسة خوارزميات 
الحاسوب التي تركز على تحليل زمن التنفيذ. والسلسلة بكاملها مرجعٌ جذاب وقيم لكثير من المواضيع المعروضة 
ُسْنُ كلمة "خوارزمية 5!ذ:وعاد"؛ حسب «انااكل» من اسم الخوارزبي؛ وهو عالم رياضيات فارسي 
عاش في القرن التاسع. 
دافع ودلى و أهعموةظ و ممسلانا [5] عن التحليل المقارب للخوارزميات - باستخدام التدوينات 
التي يعرضها الفصل 3: ومنها تدوين-© - بصفتها طريقة لمقارنة الأداء النسبي. وقد أشاع هؤلاء المإلفون 
استخحدام العلاقات العٌؤدية لوصف أزمنة تنفيذ الخوارزميات العٌؤدية. 
قدّم اانا [211] معابدة موسوعية لكثير من خوارزميات الفرز. تحتوي مقارنته لخوارزميات الفرز (في 
الصفحة 381) تحليلات دقيقة تعد الخطوات مشايحة للتحليل الذي قمنا به هنا في حالة الفرز بالإدراج. 
تتضمن مناقشة (ائنا! للفرز بالإدراج عدة تعديلات على هذه الخوارزمية. أهمها خوارزمية فرز شيل 5118[1'5 
+ التي أدخحلها 5٠611‏ ..1 .2: والتي تستخدم الفرز بالإدراج على متتاليات جزئية دورية من الدخحل لتعطي 
خوارزمية فرز أسرع. 
وَصَنَ «اناه! أيضًا خوارزمية الفرز بالدمج. وتحدّث في كتابه عن آلة دمج ميكانيكية لملهةناء»دم 





هنا. 





113101مع: يعود تاريخ اختراعها إلى 1938» كانت قادرة على دمج مجموعتين من البطاقات المثقبة بمرور واحد. 
ويبدو أن «شدوسسع]< 1/00 .1 أحد الرواد في علوم الحاسوب؛ كان قد كتب برناججمًا للفرز بالدمج على 
حاسوب 281/86 عام 1945. 

وَصّنفَ وهام [153] البدايات المبكرة لبرهان صحة البرامج؛ وتَسَبّها إلى ناهلة .8 صاحب أول مقال في 
هذا الحقل. ونّسَب وع61 لامتغيرات الحلقة إلى الإها# ./18 .8. يشرح الكتاب الجامعي ل [لعاءاذك/3 [256] 


أحدث التطورات التي طرأت على برهان صحة البرامج. 





13 


بذ خوارزمية ماء كما عرّفناها في الفصل الثاي: توصيفًا بسيطًا لفعالية الخوارزمية؛ 





فمثلأء ما إن يصبح حجم المُدلات : كبيرا 
كفاية؛ حتى يتغلب الفرز بالدمج بزمن تنفيذه في أسوأ الحالات ( ها )© على الفرز بالإدراج ذي زمن 
التنفيذ في أسوأ الحالات (9)022. ومع أننا نستطيع في بعض الأحيان تحديد زمن التنفيذ الدقيق خوارزمية ماء 
كما فعلنا في الفرز بالإدراج في الفصل الثاني؛ إلا أن الدقة الزائدة لا تستحق عادة العناء المبذول للحصول 
عليها. ففي حلة مُدخلات كببرة كفاية؛ يغطي حجم المُدععلات نفسه على ثوابت الحداء وعلى الحدود من 
المراتب الصغرى. 

عندما ننظر إلى حجوم مُدخلات كبيرة كفاية تكون مَرْتبَةُ نفو زمن التنفيذ فقط ذات معنى؛ ونكون بصدد 


دراسة الفعالية المقاربة #مابو"««ووم للحوارزميات. أي !: 





تتم بكيفية تزايد زمن تنفيذ حوارزمية ما تبعًا 
لتزايد حجم الُدخلات عند أنهاية؛ أي عندما يصبح حجم المُدعلات غير محدود. وعادئ تكون أكثر 
الخوارزميات فعاليّة بالمقاربة هي الخيار الأفضل لكل الحجوم ما عدا الحجوم الصغيرة جدًا. 

يدم هذا الفصل عدّة طرق قياسيّة لتبسيط التحليل المقارب للخحوارزيات. وييدأ المقطع التالي بتعريف 
عدة أنواع من "التدوين المقارب 002000 ©041ام» عه" التي سبق مثالاً عنهاء وهو تدوين-©. ثم 
نقدّم بجموعة من الاصطلاحات الندوييّة المستخدمة في هذا الكتاب؛ وأخيرا نراجع سلوك الدوال التي تظهر 
غالبًا عند تحليل الخوارزميات. 





التدوين المقارب 


تعتمد التدوينات التي نستخدمها لوصف زمن التنفيذ المقارب لخوارزمية ما على دوال معرّفة على مجموعة 
الأعداد الطبيعيّة (...,0,1,2) > 80. وهذه التدوينات مناسبة لوصف دالة زمن التنفيذ في أسوأ الحالات 








ون معرّفة عادة على حجوم المُدخلات الصحيحة فقط. ومع ذلك؛ فمن المناسب ف بعض 
الأحيان: أن نقبل ببعض التجاوزات في التدوين المقارب؛ فمثلاً» يمكن بسهولة توسيع التدوين ليشمل حقل 
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الأعداد الحقيقية» أو على العكس حصره في بجموعة جزئية من الأعداد الطبيعيّة. إلا أنه من المهم أن نَِيَ تماًا 
معنى التدوين بحيث لا نسيء استخدامه بوجود هذه التجاوزات. يعرف هذا المقطع التدوينات المقاربة 
الأساسيّة, ويقدّم أيضًا بعض التجاوزات الشائعة. 


التدوين المقارب والدوال» وأزمنة النفيذ 
سنستخخدم التدوين المقارب أساسًا لوصف أزمنة تنفيذ الخوارزميات: مثلما فعلنا عندما ذكرنا أن زمن تنفيذ 
الفرز بالإدراج في أسوأ الحالات هو (9):2: وذلك على الرغم من أن التدوين المقارب يُطبق في الواقع على 
الدوال. تذكر أننا وصّفنا زمن تنفيذ الفرز بالإدراج في أسوأ الحالات بالصيغة ع + 7 + 72م حيث » و ل 
و » ثوابت. فإذا كتبنا زمن تنفيذ الفرز بالإدراج بالصيغة (9)7:2: نكون قد أغفلنا بعض تفاصيل هذه الدالة. 
ولما كان التدوين المقارب يُطبّق على الدوال؛ فإن ما كتبناه على أنه (12:)© هو الدالة ع + يرط + 02:هء التي 
تصادف أنما توصّف زمن تنفيذ الفرز بالإدراج في أسوأ الحالات. 

في هذا الكتاب. ستكون الدوال التي سنطبّق عليها التدوين المقارب في غالب الأحيان توصيفات لأزمنة 
تنفيذ خوارزميات. إلا أن التدوين المقارب يمكن أن ينطبق على دوال توضّف جوانب أخرى من الخوارزميات 
(مثلاً. حجم الذاكرة الذي تشغله)؛ أو حتى على دوال لا علاقة لا البئة بالخوارزميات. 

وحتى عندما نستخخدم التدوين المقارب لتطبيقه على زمن تنفيذ خوارزمية ماء نمتاج إلى فهمأكي زمن تنفيقر 
نَعْني. ففي بعض الأحيان» تحتم بزمن التنفيذ في أسوأ الحالات» إلا أننا كثيرا ما نرغب في توصيف زمن 
مهما كان الدخحل. وبعبارة أخرى, كثيزا ما نرغب في إعطاء تصريح يشمل المدخلات كلهاء وليس مدخلات 
أسوأ الحالات فحسب. وسنطّلع على تدوينات مقاربة مناسبة لتوصيف أزمنة التنفيذ مهما كان الدخخل. 











تدوين-© 


وجدنا في الفصل الثاني أن زمن تنفيذ الفرز بالإدراج في أسوأ الحالات هو (2)© - ()7. سنعرّف مفهوم 
هذا التدوين لدالة معطاة (5)و: ونرمز له ب ((9)7)©» بأنه مجموعة الدوال: 


قط تأعناد 310 لهة يع رن كأمهاكممء عاتاتومم )دكت عمعطا : () ر) - ((9)2)©. 


'. زمه < «للهء6 نموي > (6/ > (6ون > 0 


تنتمي دالة ()م إلى المجموعة ((:9)9)7 إذا كان هناك ثابتان .ع و يع بحيث يمكن "حشر لعناءة«لهدة" 
هذه الدالة بين (2)و© و (2)ويع؛ عندما تكون « كبيرة كفاية. ولما كانت ((9)7)© مجموعة» كان 


' النقطتان ":" تُرأان في تدوين المجموعات "حيث". 
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الفصل 3 / موُ الدوال 


يامكاننا أن نكتب "((9)601 © (60" لنبين أن (071/ هي عنصر من ((9)903. ولكننا بدلاً من ذلك 
نكتب عادة "((9)905 > (:60” للتعبير عن المفهوم نفسه. قد يبدو هذا التجاوز باستخدام المساواة عوضًا 
عن إشارة الانتماء في البداية مشوشًا بعض الشيء؛ ولكتنا سنرى بعد قليل في هذا المقطع أن له فوائده. 

يعطي الشكل 13 (أ) تثيلاً مبسطا للدوال (60/ و (0)وء حيث ((901 - (00/. تقع 
قيمة ()/ فوق (8)وك وأسفل (8)وي. أيّا كانت قيمة :: الواقعة إلى يمين 70. وبعبارة أخرىء أَيا 
كانت 0< 8: فإن الدالة (7)/ تساوي (9)3 ضمن مُعامل ثابت. ونقول إن الدالة ()و هي حلم 
تحكم بالمقاربة اسمن ادلي نرالمةمامسسدرعه للدالة (00]. 

يتطلب تعريف ((1) و9 أن يكرن كل عنصر ((0و) 6‏ (:)] موجبا بالمقاربة برلامءةام سرعم 
لمم رمب أي أن تكون الدالة (71)] موجبة عندما تصبح « كبيرة كفاية. (الدالة الموجبة تماما 
بالمقارية #الكمم زالمعااماواسرروه حي دالة موجبة تمامًا لكل قيم 2 الكبيرة كفاية.) بالنتيجة» يجب أن 
تكون الدالة (1)و نفسها موجبة بالمقاربة؛ وإلآّ فإن مجموعة ءِ انفترض أن كل 
وتبقى هذه الفرضيّة محققة أيضًا في بقية التدوينات 






الدوال المستخدمة في تدوين-© هي موجبة بالمقارية. 
اللقاربة التي سنتعرّفها في هذا الفصل. 








(مايوء ا 
ا «(مار 
١و‏ 
لدت 
7 
/ 
00 58 6 8 71 
«ماية - زمر " 0ن (ماماه د زمر " 
0 5 ١ت‏ 





الشكل 1.3 أمشلة بيانية للندوينات ©؛ و 0: و 0. إن قيمة م: المبينة في كل جزء من الشكل هي أصغر قيمة 
ممكنة؛ ومكن أن تحل محلها أية قيمة أكبر منها. (أ) يَحدَ تدوين-© دالة ما ضمن معاملين ثابتيز 
(6)93 > (8)/ إذا ؤحدت ثوابت موجبة و8 و ,6ه واي بحيث؛ عندما تقع 8 عند 00 وإلى عي 
()/ دائمًا بين ()وه و (0)ويع أو تساويهما. (ب) يعطي تدوين-0 حدًا أعلى لدالة ما ضمن معامل ثابت. 
ونكتب ((0)900 > (08/ إذا جد ثابتان موجبان مه و ع بحيث؛ عندما تقع :< عند 20 وإلى بمينهاء تقع قيمة 








()/ دائمًا على (901© أو تمته. (ت) يعطي تدوين-© حدًا أدق لدالة ما ضمن معامل ثابت. ونكتب 
((2)9)2 - (0/ إذا وُحد ثابتان موجبان م« و ع بحيث؛ عندما تقع « عند م وإلى عينهاء تقع قيمة (7)/ 
دائمًا على (29)2 أو فوقه. 
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قدّمنا في الفصل الثاني تفسيرا تقربيًا لمفهوم تدوين-9 يتمل ف التخلّص من الحدود الأدن مرتبة وفي 
تجاهل المعامل المرافق للحد الأعلى مرتبة. دعنا نبرّر بإيجاز هذا الحدس باستخدام التعريف الصوري لنبيّن أن 
(9)32 - 3 -22. وللقيام بذلك؛ يجب أن نحدّد الثوابت الموحبة ,ع و يت و 30 بحيث يكون 


1 
تن ك32- 2 دقان 


ا كانت 710 < :2. وبالتقسيم على 7:2 تحصل على 

0 
2 
يمكن تحقيق المتراجحة اليمنى أيّا كانت 1 < 7 باختيار 1/2 < يع. وبالمثل يمكن تحقيق المتراجحة اليسرى أي 
كانت 7 < * باختيار 1/14 > ,ع. وهكذاء وباختيار 1/14 > .© و 1/2 > ين و7 - 0 يمكن أن 


و كشددكن 


نتحقق من أنّ (2:)© > :3 - 212. طبعًا يوحد خيارات أخرى لقيم الثوابت؛ ولكن ما يهم هنا هو وحود 
قيم ممكنة. لاحظ أن هذه الثوابت تعلق بالدالة «3- 252؛ وأية دالة أخرى من (2)© تتطلب عادة 

بوسعنا أيضًا استخدام التعريف الصوري للتحقق من أن  ©)32(‏ 6:3. افترض» بمدف الوصول إلى 
تناقض؛ أنه يوجد يع و 70 بحيث يكون 202رء > 613 أَيّا كانت 70 < 7. ولكن بالتقسيم على 2 نحصل 
على 2/6ء > : والذي لا يمكن أن يتحقق عندما تكون « كبيرة كفاية» وذلك لأن دع ثابت. 

إذن يمكن بالحدس تجحاهل الحدود الأدقى مرتبةٌ في دالة موجبة بالمقاربة عند تحديد حدود محكمة بالمقاربة» 
لأنما تكون غير ذات معنى في حالة قيم كبيرة ل 2. إن جزءًا صغيرًا من الحد الأعلى مرتبةٌ كاف ليفوق هذه 
الحدود الأدنى مرتبة. وهكذاء يسمح إعطاء قيمة ل يع أصغر قليلاً من معامل الحد الأعلى مرتبة» وإعطاء قيمة 
ل ي» أكبر قليلاً من هذا المعامل» بتحقيق المتراجحات في تعريف التدوين-9. ومكن تجاهل معامل الحد 
الأعلى مرتبة أيضّاء لأنه يغير فقط قيم و و يع بعامل ثابت مساوٍ لهذا المعامل. 

كمثال على ذلكء لنأخذ أية دالة تربيعيّة ع + :رط + 2ه > (8)/ء حيث © و 8 وع ثوابت 
و 0 < ». إن إهمال الحدود الأدى مرتبة وتجاهل الثابت يعطينا (72)© > ()/. حتى نتوصل للنتيجة نفسها 
بطريقة صوريّة؛ نأخذ 4/ه - ين و 78/4 - ية» و (ه/اءال,ه/اذا) ده :2 - مه. عكن للقارئ 
أن يتحقق من أنّ بدي >ء + برط + تبه > 2« > 0 أيّا كانت 0< 5. وعموبًا في حالة أي 
كثير حدود “#ره م2 - («)ص حيث نه ثوابت او 0 < يهء يكون لدينا (954 > (:0م (انظر 
المسألة (1-3)). 
ولما كان أي ثابت هو كثير حدود من الدرجة 0» فيمكن أن تعبّر عن أَيّةَ دالة ثابتة بأنما (9) © 
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الفصل 3/ كْْالدوال 


أو (6)1. إن التدوين الثاني هو تجاوز بسيطهء إذ لا يظهر فيه بوضوح المتحول الذي يسعى إلى اللاتحاية.* 
سنستخدم الندوين (9)1 مراا لنعني به إما تايا أو دالة ثبتة بالنسبةلمتحول مام 





تدوين-0 
إن التدوين-9 يَحَدَ دالةُ ما بالمقاربة من الأعلى ومن الأسفل. عندما يكون لدينا حد أعلى بالمقاربة 
فسدهط «عمم: عنامام««روه فقط: فإننا نستخدم التدوين-0. فإذا كانت (2)و دالةٌ معطاة» فإننا نعني 
بالا ((0) )0 [ولي تلفظ :6ه و6ة امهنا”: أو أحيانًا “06 ونه اه" فقط] بجموعة الدوال 
مقطا عند وان فصة ع كامماكمم #اتاتومم كلت عمعطا : () /) > ((0)و)0 
-(0: 2 «الهء5© (مي > 60/ > 0 
نستخدم تدوين-0 لنعطي حدًا أعلى لدالة ما مضروبًا بثابت؛ يديّن الشكل 1.3(ب) الحدس الذي يرتكر 
عليه تدوين-0: لكل قيم :: عند 0 وإلى يمينهاء تكون قيمة الدالة (:7)/ مساوية ل (9)7© أو أقل منها. 
نكتب ((0)90 > ()/ لنشير إلى أن الدالة (7)/ هي عنصر من المجموعة ((:0)9)7. لاحظ أن 
((9601 - (0)/ يقنضي أن ((0)9)3 - (0)/: لأن تدوير 
نظرية المجموعات؛ يمكننا كتابة ((0)9)5 > ((9)9)7. إذن؛ إن برهاتنا بأن أية دالة تربيعية © + #ط + 72م 
حيث 0 < ه: هي (9)52: يرن أيضًا أن أية دالة تربيعية تنتمي إلى (0)2. وقد يكون مفاجنًا أكثر أن أية 
دالة عطية 2+8م عندما 4<0. تتمي إلى (0)82: وهذا ما يمكن التحقق منه بسهولة بأخذ 


-©6 أقوى من تدوين-0. وباستخدام لغة 





إفل جه دع ر (ه/ذ- )مهد دود 
قد يمد بعض القراء الذين 
ندوين- 0 في الأدبيات أحيائًا لوصف حدود محكمة بالمقاربة؛ وهذا ما عرّقناه باستخدام تدوين-©9. إلا أن 


ضوا لتدوين-0 من قبل غرابةٌ في أن نكتب مثلاً (0)712 > 2 يُستخدّم 





عندما نكتب في هذا الكتاب ((0)903 > (0)/ فإننا ندّعي فقط أن هناك مضاعمًا ثابًا ل (:)3 هو حد 
أعلى بالمقاربة ل (1)/,: دون أي ادعاءات عن مدى إحكام هذا الحدّ الأعلى. إن التمييز بين الحدود العليا 
باللقاربة والحدود امحكمة بالمقاربة أصبح الآن متعارثًا في أدبيات الخوارزميات. 

يمكنا في كثير من الأحيان: باستخدام تدوين- 0: وصف زمن تنفيذ إجرائية ما بتفحص البنية العامة 
للخوارزمية فقط. فعلى سبيل المثال: تعطي بنية الحلقتين المتداخلتين في خوارزمية الفرز بالإدراج - التي تعرّضنا 
لا في الفصل الثاني - مباشرة حدًا أعلى لزمن التنفيذ في أسوأ الحالات هو (00:2: فكلفة كل تكرار للحلقة 









< المشكلة الحقيقية هي أن الندوين للعتاد للدوال لا يبر بين الدوال والقيم؛ ففي حساب-ذ كناانهاه»-.3) تكون 
موسطات الدالة محدّدة بوضوح: إذ يمكن كتابة الدالة 2< بالصيقة 30.72 أو حتى بالصيغة 37.72. إلآ أن اعتماد 
طريقة تدوين أكثر دقة سيعقّد المعالجة الحبرية: ولذلك فقد اخترنا أن نسمح بهذا التجاوز. 
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الداخلية محدود من الأعلى ب (001 (أي ثابت)» وأعلى قيمة لكل من الدليلين ؛ و نر هي : على الأكثره 
وق الحلقة الداخلية مرّة واحدة على الأكثر لكل 82 زوجًا من قيم ؛ و . 

لم كان تدوين- 0 يصف حدًا أعلى؛ فعندما نستخدمه لإعطاء حدٌّ لزمن تنفيذ خحوارزمية ما في أسوأً 
الحالات» فسنحصل على حد لزمن تنفيذ الخوارزمية على أي مُدخحل. وهكذاء فإن الحدّ (0012 لزمن تنفيذ 
الفرز بالإدراج في أسوأ الحالات ينطبق أيضًا على زمن تنفيذ هذه الخوارزمية على أي مُدتل. أما فيما يخص 
الحدّ (2) لزمن تنفيذ الفرز بالإدراج في أسوأ الحالات» فإن ذلك لا يقتضي أن هناك حدًا (2) © على 
زمن تنفيذ الفرز بالإدراج في أسوأ الحالات على أي مُدْحل. فعلى سبيل المثال؛ رأينا في الفصل الثاني» أنه 
عندما يكون المُدحل مفرورًا سلقّاء فإن الفرز بالإدراج يقد ف زمن ()©. 

رياضياء يتل قولنا إن زمن تنفيذ الفرز بالإدراج هو (052 تحاوراء وذلك لأن زمن التنفيذ الفعلي عندما 
محدّدة يتغيّر بتغيّر المُدُعل ذي الحجم 2. ولكن ما نعنيه عندما نقول "زمن التنفيذ هو (0)22 هو أن 
هناك دالة (2)/ تَحقّق أنما (0022 بحيث أنه أيّا كانت قيمة 02 وأا كان المُدْخل ذو الحجم :: الذي نختاره؛ 
فإن زمن التنفيذ لهذا المدحل محدودٌ من الأعلى بقيمة (7)/. وهذا ما يكافئ قولنا إن زمن التنفيذ في أسوأ 
الحالات هو (0)2. 
تدوين -2© 
يقدّم تدوين-2) حدًا أدنى بالمقاربة دون «««ما ©/ماو«ردم» ماما مثلما يقدّم تدوين-0 حدًا أعلى 
بالمقاربة. فإذا كانت (2)ى دالةٌ معطاة» فإننا نعني بالعبارة (()9) © [والتي تلفظ 6ه و ,0 مععه-هزم" 
"د أو أحيانًا "6ه وه وعم" فقط] مجموعة الدوال 

أقطا تأعنى 710 لسة ء كتسماقممء عاثاتهمم اكت عمعطا : (0) /) > ((2)901 
(0: < «للهءم (6/ > (موه د 6 

يبيّن الشكل 1.3(ت) الحدس الذي يرتكز عليه تدوين-2: لكل قيم ‏ عند 70 وإلى يمينهاء تكون قيمة الدالة 
(:7)/ مساوية ل (:8)7© أو أعلى منها. 

اعتمادًا على تعاريف التدوينات المقاربة التي رأيناها حتى الآن» من السهل أن نبرهن المبرهنة المامة التالية 
(انظر التمرين 5-1.3). 
مبرهنة 1.3 
أيّا كانت الدالتان (0)/ و ()وء يكون لدينا ((9)00 > ()/ إذا وفقط إذاكانت ((0)90 - (0)/ 
و ((6م)ه د جمر. . 
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الفصل 3 / مو الدوال 


كمثال على تطبيق هذه لمرهنة» برهاتنا بأن (052)© ع + #(ط + 2ه أيّا كانت الثوابت 
و وى حيث 4<0 الذي نسسسج منه مباشرة أن (902 - ع + برط + تنجه 
و (02 -ء + مز + 2ه. عمياء بدلاً من استخدام المبرهنة 1.3 للحصول على حديّن أعلى وأدق من 
حدود محكمة بالمقاربة - كما فعلنا في هذا المثال - فإننا نستخدمها عادةٌ للبرهان على حدود محكمة بالمقاربة 
بدا من حدود عليا ودنيا بالمقاربة. 

عندما نقول إن زمن تنفيد أية خوارزمية (دون تحديد إضاقي) هو ((2)907: فإننا نعني أنه مهما كان 
ا لدخل انحدد ذو ا حجم + الذي نختاره لكل قيم 0# فإن زمن التنفيذ على هذا المدخل عندما تكون < كبيرة 
كفاية؛ هو على الأقل مضاعف ثابت من (7)و. وهذا يكافئ قولنا إننا نعطي حدًا أدى لزمن تنفيذ حوارزمية 
في أحسن الحالات. فمثلء زمن تنفيذ الفرز بالإدراج في أحسن الحالات هو (2)02: وهذا يقتضي أن زمن 
تنفيذ الفرز بالإدراج هو (9)5. 

إذنه ينتمي زمن تنفيذ الفرز بالإدراج إلى (2)1 و (0)52: إذ إنه يقع في أي مكان بين دالة خخطية ما 
ل ودالة تربيعية ل . إضافة إلى ذلك؛ فإن هذه الحدود تكون محكمة بالمقاربة قدر الإمكان: فمثلاً زمن 
تنفيذ الفرز بالإدراج ليس (052)©: لأنه يوحد مُدْحَل ينقد الفرز بالإدراج عليه في زمن (:7)© (مثال ذلك؛ إذا 
كان المدخل مفرورا سلمًا). ومع ذلك» فهذا لا يناقض قولنا إن زمن تنفيذ الفرز بالإدراج في أسوأ الحالات هو 
(0)32: وذلك لأنه يوحد مُدحل يجعل الخوارزمية تستغرق زمنًا (2)7:2. 





التدوين المقارب في المعادلات والمتراجحات 
رأبنا سابثًا كيف يمكن استخدام التدوين المقارب دال الصيغ الرياضية. مثلاً: عندما قدّمنا للتدوين- 0 
"(002 -8". وقد نكتب أيضًا (8)© + 282 -1 + 3 + 22. ولكن كيف نفسر مثل هذه 





الصيغ! 
عندما يكون الندوين المقارب وحيدًا (أي إنه لا يمثل جزءًا من صيغة أكبر منه) على الطرف الأيمن 
للمعادلة (أو للمتراجحة): كما في (0)52 > «: فقد عرّفنا سابمًا إشارة المساواة على أنما تعني الانتماء إلى 
المجموعات: (0)52 6 «. ومع ذلك؛ إذا ظهر التدوين المقارب في صيغة ماء فإننا نفسره عموماء, 
على أنه يحل محل دلة غير مسماة لا يهمنا كثرا أن نعطيها اسمّا؛ فمثلأء تعنيى الصيغة 
(600 + 22 > 1 + »3 + 252 أن (0)/ + 202 - 1 + »3 + 22: حيث (1)/ دالة ما من المجموعة 
()9. ون هذه الحالة بججعل 1 + :3 > ()0 وهي فعلاً من (9)50. 
يمكن أن يساعد استخدام التدوين المقارب بحذه الطريقة على حذف التفاصيل غير الضرورية في معادلة 
ما. مثلء عبرا في الفصل الثاني عن زمن تنفيذ الفرز بالدمج في أسوأ الحالات باستخخدام العلاقة العودية 
909 + (2700/2 > 107 
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فإذا كنا معنيّين فقط بالسلوك المقارب ل ()7: فلا داعي لتحديد كل الحدود من الدرجة الأصغر بدقة؛ ومن 
المفهوم أتما تدخل كلها في الدالة غير المسمّاة التي يشار إليها بالحدّ (8)©. 
نشير أيضًا إلى أننا نفهم أن عدد الدوال غير المسماة ني عبارة ما يكون مساويًا لعدد المرات التي يظهر 
فيها التدوين المقارب. فمثل» في العبارة 
0 


200 


2 
يوحد فقط دالة غير معروفة وحيدة (هي دالة في :). وهكذاء فإن هذه العبارة تختلف عن العبارة: 
..١ + 0)(‏ + (0)2 + (01 التي لا يمكن في الواقع تفسيرها تفسيرا محددًا. 
يظهر التدوين المقارب في بعض الأحيان في الطرف الأيسر من معادلة كما في 
٠‏ 2م د (ممو+ 22 
نفسر مثل هذه المعادلات باستخدام القاعدة التالية: مهما كانت طريقة اختيار الدوال غير ا مستماة إى يسار 
إشارة مساواةء هناك طريقة لاختيار الدوال غير اللستماة إى مين إشارة للساواة بحيث تمكون المعادلة حققة. 
إذن» يكون معنى المعادلة في مثالنا السابق هو أنه في حالة /ية دالة (2)© © (2)م؛ توجد دالة ما 
(9022 © (0)و بحيث يكون (001 > (0)/ + 272 لكل قبم 2. وبعبارة أخرى؛ يقدّم الطرف الأيمن 
للمعادلة مستؤى أقل تفصيلاً من الطرف الأيسر. 
ومكن سَلْسلَة عدّة علاقات من هذا النوع ممًاكما في 
(90 + 202 12 +م3 + م2 
مواد 

ومكن تفسير كل معادلة على حدة باستخدام القاعدة السابقة,. فالمعادلة الأولى تعني أنه توجد دالة 
(0© © (0)م بحيث يكون (0)م + 22 - 1 + 3 + 222 لكل قيم «. وتعني المعادلة الثانية أنه في 
حالة أية دالة (:9)7 © (:0)و (كالدالة (:7)م التي ورد ذكرها الآن) توجد دالة (9)2 © (8)2 بحيث يكون 
()4 > (2)و + 222 لكل قيم . لاحظ أن هذا التفسير يؤدي إلى (2)© > 1 + :3 + 27:2: وهذا ما 
تبينه لنا ببساطة سلْسَلّة المعادلات. 
تدوين-0 
إن الحد الأعلى المقارب الذي يقدمه تدوين- 0 قد يكون حُْكمًا بالمقاربة» وقد لا يكون كذلك. فمثلاً 
الحد (0)52 ح 22 مُحْكمٌ بالمقاربة» غير أن الحد (0)22 - 28 ليس كذلك. نستخدم تدوين-0 لنعيّر 
عن حد أعلى غير محكم بالمقاربة. نعرّف ((0)9)02 صوربًا [وتلفظ "5 ءه و مه طمهلنازا”] على أنما 
المجموعة: 
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الفصل 3 / تو الدوالٌ 


أمشاكدم 2 كاكنت عتعطا ,0 < ع التقاكممه عاتاتومم تمه 55 : () [) - ((:)0)9 
(0 < «للهء5ه زم)و > (6/ > 0 
مثلاً (2م)ه > 20 فيما (2)و غ 22. 
إن تعربقي تدوين-0 وتدوين-0 متشابمان؛ والفرق الأساسي بينهما هو أنه عندما ((0)901 > (0/01 
فإن المتراجحة (9)03© > (2)/ >0 تكون محققة في حاللة ثابت ما 0<ع. أما في حالة 
(()9)ه - (0)ر؛ فإن لمتراجحة (69)0 > (3)/ > 0 تكون محققة أيّا كان الثابت 0 < ع. يمكتنا 
بيساطة أن نقول إنه في التدوين-0 تصبح الدالة (7)/ مهملة بالنسبة إلى (9)2 عندما تسعى « إلى 





اللانحاية؛ أي: 
10 
(1.3 جح سال 
(03) وي 
ويستخحدم بعض المؤلفين هذه النهاية كتعريف للتدوين-0؛ وتحن في هذا الكتاب نشترط أن تكون الدوال غير 
المسمّاة موجبة بالمقاربة. 
تدوين م 


بالثل» مُائْل علاقة تدوين-ده بندوين-2 علاقة تدوين-0 بتدوين-0. نستخدم تدوين-يه لنشير إلى حدٌ 
أدن غير محكم بالمقاربة. وإحدى طرائق تعريف ذلك هي: 
((0)و)هء (مم إذا وفقط إذا (()/)ه © (0 و 
ومع ذلك فإننا نعرف ((3) و)ن صوريًا [وتلفظ "مم؟ه عه معهدهه-»111:1"] على أنما المجموعة: 
القاكممء 3 كاكنت عمعطا ,0 < ع تمهاكوم ءاثلأومم لإمه :10 : (2) [) - ((1) و)سه 
(و < « اله (0)/ > 60و > 0 نمطا طعبد 0 < واد 
فمثلاً («)ه - 82/2 فيما (0)12 + 22/2 وتقنضي العلاقة ((71)و)ده - (8)/ أن يكون 


(0) و مر 





إذا كانت هذه النهاية موجودة فعلاً. أي إن قيم (7)/ تصبح كبيرة بلا حدود مقارنة ب (9)71 عندما تسعى 74 
إلى اللاحلية. 

مقارنة الدوال 

تنطبق العديد من الخصائص العلاقاتية للأعداد الحقيقيّة على المقارنات بالمقاربة. نفترض فيما يلي أن (02/ 
و (3)0 موجبان بالمقاربة. 
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التعدي: 
((990 > ()/ و ((9800 - (6)و اي ((9000 - رمن 
(0900 > (60] و ((000 - (م)و يتتضيان (())0 - رمال 
((2)901 > (0)مر و ((2)000 > زم)و يتتضيان ((2)000 > رم 
(()0)ه > 60م و ((000)ه - (م)و يقتضيان ((0)0)ه - رمال 
(()و)س - ()/ و ((0)م)س - (م)و يقتضيان (())س - (6)]. 

الانعكاسية: 

((6 9 - رول 
((00 - ول 
((6 20 - (جمل. 

التناظرية: 
(9)9062 > )مر إذا ونقط إذا (()/)© > (901. 

التناظرية المنقولة: 
((0)901 - (م)مر إذا ونقط إذا (()/)2 > (0)او 
(()و)ه > (0)مر إذا ونقط إذا ((2)ر)ن > (01)و. 








ولمَا كانت هذه الخصائص محققة في التدوينات المقاربة» فيمكننا أن نبي مقابلةٌ بين المقارئة بالمقاربة بين 
دالتين / و و والمقارنة بين عددين حقيقيّين © و ط: 
60-060 شل ضعم 
200 - جم شل قدم 
(90060 - 60م عل قمعم 
(60وه > نمم عل ط>كيى 
(69و)ه > 60م مثل 6<». 
نقول إن الدالة () م أصغر بالمقاربة «ءالهمبد برالمءة#مامنس«رعه من (2)و إذا كان (2)و)ه - (م)ر» 
وأن ()] هي أكبر بالمقاربة جعجرجما العم /مسبوعه من (:))و إذا كان ((0) هاه - 60 
إلا أن هناك خاصيّة من خواص الأعداد الحقيقية لا تنطبق على التدوين المقارب وهي: 
الفصل الثلاثي: ف حالة أي عددين حقيقيين » و 25 يجب أن تتحقق حكمًا إحدى الحالات الثلاث 


التالية: م > » أو م > » أو 6< ». 


الفضل 3 / مو الدوال 


ومع أنه يمكن إجراء مقارنة بين أيّ عددين حقيقبين؛ فلا يمكن إجراء مقارنة بالمقاربة بين أي دالتين. أي إنه 
إذا كانت لدينا دلتان ()/ و (6وء فيمكن ألا يتحقق (0)901 - (00/ ولا يتحقق 
((9)90 - (700/. فمثلاً لا يمكن مقارنة الدالتين « و 1+508: باستخدام التدوين المقارب» لأن قيمة 
الأس في "1+8 تتذبذب بين 0 و 22 وتأخذ كل القيم فيما بينهما. 


تمارين 
1-3 

لتكن (05/ و (0)1 دالتين موجبتين بالمقاربة. استخدم التعريف الأساسي لتدوين-© كي تبرهن على أن 
((0)و + ()9)0 - ((6و,() تقس 

2-3 

بيّن أنه في حالة أي ثابتين حقيقييّن © و 8 حيث 0 < ط؛ يكون 

)23( . (0م9 د م + 
3-3 

اشرح سبب كون العبارة "زمن تنفيذ الخوارزبية 4 هو على الأقل (002" لا معنى لها. 

4-3 

هل ("0)2 -1+"2؟ يهل ("0)2 - 228؟ 

5-3 

ألبت صحة للبرفنة 13. 

6-3 

برهن أن زمن تنفيذ خوارزبية ما هو ((9)90 إذا وفقط إذا كان زمن تنفيذها في أسوأ الحالات هو 
((0)9)7: وزمن تنفيذها في أحسن الحالات هو ((2)907. 

7-3 

برهن أن ((901)س 6 ((0)9)2 هو المجموعة الخالية. 
8-3 
يمكن أن نعمّم الندوين الذي نعتمده ليشمل حالة موسطين ‏ و 74 يمكن أن يسعيا إلى اللانغاية على نحو 
مستقل بمعدلين مختلفين. في حالة دالة معطاة (7,)و: نعني بالتدوين ((0)9):3,73 مجموعة الدوال 

1 فشة روات كأمقاكدم عاتالدمم أكلت عبعطا : (0,770) [] > ((71:77 009 
:2901 ك (1تب)م/ > 0 أهطا طعيد 
(10 2 عه 10 2 2 لله :15 

أعطٍ التعاريف المقابلة ل ((92)8)5,77 و ((9)907,78. 


2.3 
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تدوينات قياسية ودوال شائعة 


يراجع هذا المقطع بعض الدوال الرياضية والتدوينات القياسية» ويدرس العلاقات فيما بينها. ويوضّح أيضًا 


استخخدامات التدوينات المقاربة. 


الاطراد 

نقول عن دالة (0)] إغا متزايدة باطراد #«ذومء7«! «رالهء|«مإامههم إذا كان + > +7 يقتضي أن يكون 
()/ > (6)م. وبلمثل» تكرن الدالة مساقصة باطراد ع«نكمء عل «رالمءز«م/مسمدم إذا كان :ك :م 
يقتضي (001/ < ()/. وتكون الدالة (::)] متزايدة تمائما جود«زعم برذ لاعف إذا كان :: > +7 يقتضي 
أن يكون (7)] > (:)/. ومساقصة تماما #«زعمءجءك 71د إذا كان 7>+7 يقتضي 
(] < وم رل. 

الأرضيات والسقوف 

إذا كان :د عددًا حقيقيّاء فإننا نرمز إلى أكبر عدد صحيح أصغر أو يساوي © بالرمز [*د| (بقرأ "أرضية »«')» 
وإلى أصغر عدد صحيح أكبر أو يساوي + بالرمز [] (يُقرأ "سقف +«'). ويكون: 











(33) . 1+ >|ع] > + > عا > 1-ع. 
أي كان العدد الحقيقي. 
ويكون: 

لت/سا+ [2/م] 
أي كان العدد الصحيح 71 
ويكون: 
هم - اك 
- م ا 7 557 
)63 الكل 2 1 

[1- م 

)273( 8 1 الححة هك - يا 


أيّا كان العدد الحقيقي 0 < + والعددان الصحيحان 0 < طيه. 
إن دالة الأرضيّة [] - (*)م متزايدة باطّراد. كما هو الحال في دالة السقف [*] - 60 /. 
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الفصل 3/ ل لوال 


الحساب بالمقاس 

إذا كان » عددًا صحيحًا و « عددًا صحيحا موجبّا فإن 04ح هي باقي قسمة (ء0«فهءمم, أو 
#ساكعم) زف أي 

6 . ل«/عاسحه د سلمسه 
وينتج عن ذلك: 

63 .2 > امس ع > 0 


من المناسب بعد إعطاء تعريف جيّد لمفهوم باقي قسمة عدد صحيح على آخرء أن يكون هناك تدويئًا 
خاضًا لبيان تساوي بواقي القسمة. فإذا كان (:047 6) > (2 4م ع)؛ فإننا نكتب (097) ١‏ 2 م 
ونقول إن » يكافئ (6/ /#عاه«زبرو) ط بالمقاس «. وبعبارة أخرى: إن (:047) 8 > » إذا تساوى باقيا 
قسمة كل من © و 8 على . وهذا يكافئ قولنا إن (047) 5 > » إذا وفقط إذا كان « يقسم ه- ل. 
ونكتب (2047) 6 2 4 إذا كانت » لا تكافئ 8 بالمقاس 2. 


كثيرات الحدود 
ليكن 4 عددًا طبيمّ. إنكثير حدود في :< من اللدرجة 4 هو دالة (7)م صيغتها: 

4 

2 - 00نم 

2 
حيث قثل الثوابت ي».... ,ره ,وت معاملات 5ا:«6اءة//ومء كثير الحدود. و 0 يك. يكون كثير حدود 
موجبًا بالمقاربة إذا وفقط إذا كان 0 < ي». وإذا كان (2)م كثيرٌ حدود موجبًا بالمقاربة من الدرجة 4» فإن 
(9)34 > (5)م. وإذاكان الثابت الحقيقي 0 < ع, فإن الدالة 8 تكون متزايدة باطراد» وإذا كان الثابت 
الحقيقي 0 > ع, فإن الدالة :7 تكون متناقصة باطراد. ونقول عن دالة ما (71)] إنها محدودة بكثير حدود 
فعف هط «رالمزمم هرادم إذاكان (*ه)0 > (0)م/ حيث + ثابت ما. 


الأسيّات 





إذاكانت 0 < © و 72 و « أعددًا حقيقية. 
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وأيّا كان « و 1 < 4» فإن الدالة "ته متزايدة باطراد في . وحيث يكون ذلك مناسبًاء ستفترض أن 
01 
يمكن الربط بين معدلات نمو كثيرات الحدود والدوال الأسيّة بالحقيقة التالية: أَيّا كان الثابتان الحقيقيان © 


ولط حيث 1 < 4 فإن: 


010.3 





وهذا ما يسمح لنا باستنتاج أن 
. (7م)مد فم 
وهكذاء فإن أية دالة أسيّة ذات أساس أكبر تمامًا من 1 تتزايد بسرعة أكبر من أي كثير حدود. 
باستخخدام الرمز © للإشارة إلى العدد ...2.71828: الذي هو أساس دالة اللغاريتم الطبيعي؛ وأا كان 
العدد الحقيقي ء يكون لدينا 


قن 
(11.3) 2... + - + - +بير+1- :م 
2 !3 ! 


حيث ترمز ”!" إلى دالة العاملي التي سنعرّفها لاحمًا في هذا المقطع. وأيّا كان العدد الحقيقي ؛ تكون لدينا 
المتراجحة 
(12.3) , *«+1<>م 
وتتحقق المساواة فقط عندما 0 > د. أما إذاكان 1 > |«|ء فلدينا التقريب 
٠. )13.3(‏ +ع +1 > 62 1+5 
وعندما 0 + بء فإن تقريب *م ب + 1 جيد كفاية: 

. (0)22 +ع +1 - خم 


(استخحدمنا التدوين المقارب في هذه المعادلة لوصف السلوك الحدّي عندما 0 ه +« بدلاً من » ه .) ويكون 





الدينا: 

(14.3) سر 
الجميع قيم دي 

اللغاريتمات 


سنستخدم التدوينات التالية: 


(لغاريتم اثنااي) #يهما د ها 
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الفصل 3 / مو الدولل 


(لغاريتم طبيعي) , تمهمط ك يدها 
(رفع إلى أس) , “و0 حم “ها 
كيب) ‏ .(«ه)ها > «هاها 
سنعتمد فيما بعد اصطلاحا تدوينيًا هاما وهو أن الدوال اللغاريدمية نطق فقط على ا حدّ التالي حا مباشرة في 
أية صيغة: أي إن ع/ + :ىا تعني ‏ + (ئ1) وليس (/ + )ه1. إذا كان 1 < ن ثابتاء فإن الدالة :رهط 
1 


إذاكانت 0< غ» و 0 < ( و 0 <ء وخ أعدائًا 








بعههام د مه 





, طيهما +هءهما > (طه)عهها 
تع وومله 2 "ها رهما 


(153) ددم د ورهها 
هع وهما- > (1/4) نهها 
يكل - قوهها 
0 
(063) هماع د قلق 


وذلك عندما يكون أساس اللغاريتم في أي من المعادلات السابقة لا يساوي 1. 

اعتمادًا على المعادلة (15.3): بحد أن تغيير أساس اللغاريتم من ثابت إلى آخخر يغيّر قيمة اللغاريتم بعامل 
ثابت فقطء وهذا فإننا ستستخدم غالبًا الرمز "يإ" عندما لا تمتم بالعوامل الثابتة: كما هي الحال في 
التدوين-0. وبرى المعلوماتيّن أن 2 هو الأساس الطبيعي الأنسب للغاريتمات: لأن العديد من الخوارزميات 
وبنى المعطيات تتضمن تفريق المسائل إلى جزأين. 

هناك نشر بسيط للسلسلة ( + 10)1 عندما 1 > |:| هو: 








0 ا 
ا ا ل وريه 230 
خب ا ويد 00 
وإذاكانت 1- < ند فلدينا أيضًا المتراجحتان الناا 
* 
(173) بعك (+1)ما ع سد 


+1 
وهذه المساواة تتحقق إذا كانت 0 - + فقط. 

نقول عن دالة (01] إنها عدردة بكثير لفاريتمي 4عسممة «رالمعةمطلة,مهماررادط إذا كان 
( 00186 - (:)/ حيث ل ثابت ما. يمكن الربط بين نمو كثيرات الحدود وكثيرات اللغاريتمات يوضع 157 
بدلاً من + و ©2 بدلاً من ع في المعادلة (10.3) فتجد: 


الباب 1 / أساسيات 59 


8 





ا مر 

- 6 ل - روج كار 
ومكن أن نستنتج من هذه النهاية أن: 

(0مه د رفوا 


أيّا كان الثابت 0 < 4؛ أي إن أية دالة كثير حدود موجبة تنمو أسرع من أية دالة كثير لغاريتمي. 
العامليات 


يُعرّف الرمز !2 [ويُقرأ " عاملي"] للأعداد الطبيعية 0 < ::كالتالي؛ 


, دكا 1 
0 < معز الحم عام 





هناك حدّ أعلى ضعيف لدالّة العاملي هو: ”2 > !م إذ إن كل حدّ في جداء العاملي هو على الأكثر *. 
وبعطى تقريب سترلشغ ««10/ه««تدم:دردره و'ج:17:/1ى بالصيغة الآنية: 





(18.3) 3 ()ه+ 0 7د 


حيث © هي أساس اللغاريتم الطبيعي. وهذا التقريب يعطينا حدًا أعلى أكثر التصائًا بالعاملي؛ إضافة إلى حدٌ 
أدن. ويمكننا برهان ما يلي: (انظر التمرين 3-2.3) 


, (م)م ع إن 
("2)ن ع ام 
(193) («ولع)ه - (نهها 


حيث يسمح تقريب سترلنغ برهان العلاقة (19.3). هذا وتتحقق المعادلة التالية أيضًا أي كانت 1 < «: 


5 

(20.3) 8 (2)2/ داه 
احيث 

213 5-4 
6 121 
التكرار الدالي 


نستخدم التدوين (00)م للتعبير عن تطبيق الدالة (0/ تكراربًا ؛ مرة على قيمة بدئيّة ل «. فإذا كانت 
(2)/ دالة معرّفة على الأعداد الحقيقيّة: وكان ‏ عددًا طبيعيّاء فإننا نعرّف هذا التدوين عَوْديا على النحو الآتي: 


الفصل 3 / موُ الدوال 


7 
0<غنة روم سمىما -7000 





فاك إذاكان «2 - (م)ير فإن «أ2 - () 0م 


دالة اللغاريتم المكرّر 
نستخدم التدوين *16 [ويقراأ "لوغ بحمة ل *"] لنشير إلى دالة اللغاريتم المكرّر المعرفة كالتالي: لتكن 18497 
معرّفةٌ وفق التعريف السابق» مع الدالة 8# > (3)/. ولمًا كان لغاريتم الأعداد السالبة غير معرّفٍء فإن 








الدالة تكون معرفةٌ إذاكان 0 < «!(1-)ج1 فقط. تأكُدْ أنك تير بين «0)ع| (وهي دالة اللغاريتم مطبقة 4 مرة 
على التوالي» بدا من المْحدّد «)» وبين أج1 (وهو لغاريتم : مرفوعًا إلى القوة :). وبذلك نعرّف دالة اللغاريتم 
المكرّر كالتالي: 

(1 > «©وا : 0 < )مل ح م أها 
إن اللغاريتم المكرّر دالة تتزايد ييطء شديد: 
د 2ه 
د 4ثنها 
16*ها 
6 ا 
د (كةتككج)*وز 
ولمًا كان عدد الذرات في العالم الممكن ملاحظته يُقدّر بنحو 100: وهو أقل بكثير من 265536 فمن 
النادر أن نقع على مدل حجمه « بحيث يكون 5 < #*ها. 


1 
3 
3 
4 
5 


أعداد فيبوناتشي 
تعرف أعداد فيبوناتشي «د0همم+ نععمد«وطل بالعلاقة العٌؤدية التالية: 


00 
)023 1م 


امم مظنا عق 





فإن أي عدد من أعداد فيبوناتشي هو مجموع العددين اللذين يسبقانه» وهذا ما يعطي المتتالية 

. ... ,55 ب0,1:1,2,3,5,8,13,21,34 
إن أعداد فيبوناتشي مرتبطة بالكسر الذهبتي «ذ,هم «عهامع ه؛ وعرافقه في وهما جذرا المعادلة 
(23.3) 1 +ع د 2ع 


وهما معرّفان بالصيغيتين التاليتين (انظر التمرين 6-2.3): 


الباب 1 / أساسيات 6 


1+5 
تي 


- 1,61803 ... , 





وتحديدًا لدينا 





وهذا ما يمكن برهانه بالاستقراء (التمرين 7-2.3). وماكان 1 > |فو|؛ قلدينا 


وهذا يقنضئ أن 


4-1 
(253) ! كت 


5 


75 


أي إن عدد فيبوناتشي :8 ذي الرقم :» يساوي 5//أفي مدؤرا إلى أقرب عدد طبيعي. إذن» فإن أعداد 
فيبوناتشي تتزايد أسيًا. 





تمارين 

1-3 

برهن أنه إذا كانت ()/ و (90 دالتين متزايدتين باطراد فإن (00 + ()/ و (()9)/: متزايدثان 
باطراد. وإذا كانت (7)/ و ()0 دالتين متزايدتين باطراد وموجبتين» فإن (9)5 ٠‏ (:0)/ متزايدة باطراد أيضًا. 
2-3 

برهن المعادلة (16.3). 

3-3 

برهن المعادلة (19.3). وبرهن أيضًا أن (”2) ه ع لإ وأن (0)0 > لم. 

+ 4-3 

هل الدالة ![:187] محدودة بكثير حدود؟ وهل الدالة ![181871] محدودة بكثير حدود؟ 

+ 5-3 

أي دالة أكير بالمقاربة: ( *8)018! أم (18*087؟ 
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الفصل 3 / م الدوأل 


6 
بين أن الكسر الذهبي ف ومرافقه في يحققان معًا المعادلة 1 + جرت 2بر. 

قم 
برهن بالاستقراء أن عدد فيبونات 








ذا الرقم ] يحقق المساواة: 





حيث في هو الكسر الذهبي و ب مرافقه. 
8-3 
بين أن (900 - عاهاعا يقتضي (0:ما/9)0 - غ/. 





مسائل 


1-3 السلوك المقارب لكثيرات الحدود 
ليكن 


4 


نويه 2 0600م 


52 
حيث 0 < وه كثير حدود في # من الدرجة 4: وليكن م ثابثًا ما. استخدم تعاريف التدوينات المقاربة 
للبرهان على الخصائص التالية: 

أ. إذاكان 4 < عل فإن (/0)0 > (6م. 


ب. إذاكان 4 > يلك فإن )2 - (م)م. 


ت. إذاكان 4 دي نإن م9 - (مم. 

ث. إذاكان 4< فإن (*م)ه - (0)م. 

ج. إذاكان 4 > عل فإن (م)ن > (م. 

2-3 النمو المقارب النسبي 

في الجدول لآق لدينا أزواج العبارات (4,8): بين هل 4 هو 0 أو © أو © أو به أو © ل 8؟ افترض أن 
1< 6<0و 1< تراب 


الجدول. 


يجب أن يكون جوابك بصيغة "نعم" أو "لا" في كل خحانة من نحانات 




















4 8 0 .0 9 .6 9 
أ سخا اك 
ب 0 ف 
2 ا 
الثيد 2 21/2 
عقارر ا #قام 
مها ("مها 





3-3 الترتيب وفق معدلات السمو المقاربة 

أ. رتب الدوال التالية وفق ترتيب تمها؛ أي أوجد الترتيب ووو,...,دو,رى الذي يحقق: 
(2)950 > ووو,... ,(و2)9 > دو ,(:2)9 > رو. قسّم قائمتك إلى صفوف تكافو بحيث تكون 
الدالتان (0)يم و (0)ى في الصف نفسه إذا وفقط إذاكان ((0و)© - (60/. 


7 “2 «ماع ‏ رم “اها 


اه 0« 
ليختو 0 زجي «تيز « 3 
1 «مر ١‏ #مامج ‏ #ماسر ‏ سخه ‏ #«صلصا 
التجس جلك 75 «ماوميم ‏ #ماج 

2 عا 2 2 2/216 ع0 "ها 


ب. أعطٍ مثالا لدالة موجبة واحدة (5)/ بحيث لا تحقق ((0)8:0:2 ولا ((:2)8:)7: مع أي من الدوال 
(),ى الواردة في الجزء السابق (أ). 


4-3 خواص التدوين المقارب 
لتكن (2)/ و (:9)5 دالتين موجبيتن بالمقاربة. برهن صحة أو عدم صحة كل من المخحمّنات التالية: 


أ. ((0)90 - ()] يقتضي ((0)02 > ()و. 
ب. (((01و,() )ستس)ة - (مو + وول 























الفصل 3 / مو الدوال 
ت. ((و)0 - ()م يقتضي (((:008)90 > ((0)تهاء حيث 1 < ((16)900 و 1 < (60/ لكل 
قيم ‏ الكبيرة كفاية. 
ث. ((0)06 - ()] يقنضي (0)2900 - 2/09, 
ج. «((0)6 - ومل. 
ح. ((0)0 - (0)/ بقنضي ((9)/)0 - ()و. 
خ. ((0/2)ة - مل 
ذ. ((6)/0 - (() له + (]. 


5-3 أشكال معدّلة من 0 و 9 

يُعرْف بعض الوؤلّفين © بطريقة مختلفة قليلاً عن الطريقة التي عرّقناها يما هنا. نستخدم لهذا التعريف البديل 
الريز © (ويقرأ "أوميغا لانماية')» ونقول إن (900) 5 > (0)م إذا ؤحد ثابت موحب ع بحيث يكون 
0 < ()و < ()/ لعددٍ لانمائئ من القيم الصحيحة . 





أ. بيّن أنه أي كانت الدالتان (2)/ و (2)و الموجبتان بالمقاربة فإما أن يكون ((0))9)2 > (7)/: وإما 
أن يكون ((903) 3 > ()م: وإما يكونا معاء على حين أن هذا لا يكون صحيحًا إذا وضعنا 22 
مكان 8 

ب. اشر المحاسن والمساوئ الكامنة في استخدام 3 مكان 2 في توصيف أزمنة تنفيذ البرامج. 
يعرف بعض الؤلفين 0 أيضًا بطريقة مخلفة قليلاً. نستخدم لهذا التعريف البديل الرمرٌ “'0: ونقول إن 
(0'))900 > (م)م إذا وفقط إذا ((5)و)0 > |()م/ا 
ات. ما الذي يطرأ على اتجاقي الاقتضاء "إذا وفقط إذا" في المبرهنة 1.3 إذا وضعنا /0 مكان 0؛ وحافظنا 
على ©؟ 

يستعمل بعض المؤلّفين الرمز 6 (وئقرأ "8ه-508"), للدلالة على 0 مع إهمال العوامل اللغاريتميّة؛ ويعرّفونه 
كما يلي: 

أقطا معد وا: مه بعلب كلهقاكمم #لخاتودم كنت عمعطا : () /) > ((6)9)72 

(0: < :لله عد زم “ها زعو > (0م ك 0 


اث. عرف بأسلوب مماثل كلاً من: 53 و 66 ثم برهن المبرهنة 1.3 باستخدام هذه التدوينات المعدّلة. 


06-3 الدوال المكررة 
يمكن تطبيق عملية التكرار * المستخدمة في دالة "م1 على أية دالة متزايدة بانتظام (:7)/ معرّفة على الأعداد 
الحقيقية. فإذا كان الثابت # © ع: فإننا نعرّف الدالة المكرّرة عير على أنما 
[ > (6قر :ه - نإمنم د وميم 
والتي ليس من الضروري أن تكون معرّفة في كل الحالات. وبعبارة أخرى: إن قيمة (0'/ هي عدد مرات 
التطبيق المتتالي للدالة ير اللازم لتتناقص قيمتها حتى © أو أقل. 
أعطٍ لكل من الدوال ()م التالية والثوابت ع حدًا محكمًا قدر الإمكان على (2')0/. 








60 3 060 

ا 0 

ب. ‏ «ها 1 
ت. ‏ 2/» 1 
ث. ‏ 2م 2 
جع الو 2 
0 سين 1 
اخ 1 2 
د #«ها/م 20 

ملاحظات الفصل 


يعيد «انامء! [209] أصل تدوين-0 إلى نصصٌ في نظرية الأعداد بقلم «مهتساءة8.8 يعود إلى العام 1892. 
وقد ابتدع اهوههآ. تدوين-0 في عام 1909 ليستخدمه في مناقشته توزيع الأعداد الأوليّة. وقد ابتدع 
الاناك [213] تدويتي © و © ليصحّح الاستخدام الشائع في الأدبيات» رغم أنه غير دقيق تق لندوين-0 
لحدودٍ عليا ودنيا على السواء. وما زال الكثير يستخدمون تدوين-0 حيث إن تدوين-© هو أكثر دثّة تقيًا. 
المزيد من المناقشة حول تاريخ وتطوّر التدوينات المقاربة موجود في طاناس1 [213 ,209] وَفٍ لتهووهمه 
و ترعاتمظ [دك]. 














الفصل 3 / تو الدوالٌ 


لا يمع المؤلفون على تعريف التدوينات المقاربة بالطريقة نفسهاء إلا أن التعاريف المختلفة تتفق في معظم 
الحالات الشائعة. تشمل بعض التعاريف دوال غير موجبة بالمقاربة» مادامت قيمها المطلقة محدودة كما ينبغي. 
تنسب اللمعادلة (20.3) إلى 8000155 [297]. ويمكن العثور على خحواص أخرى للدوال الرياضيّة الأساسيّة 
في أي مرجع جيّد في الرياضيات؛ مثل عاة«0مهط4 و هداوءا5 [1] أو بعومنلاذ»7 [362]؛ أو في كتاب 
في حساب النفاضل والتكامل مثل اواددمة [18] أو 7500035 وآخرون [334]. ويضمٌ كل من اناك 
[209] و سقطعم0 و طاسهكز و عانمطعمئدم [152] مادةٌ غنيةٌ في الرياضيات المتقطعة المستخدمة ف علوم 





الحاسوب. 





فرّق-تسد 


رأينا في المقطع 1.3.2 أن الفرز بالدمج يقدم مثالاً عن نموذج خوارزميات فرق-تسد. تذكر أثنا في سياق فرّق- 
تسدء نحل مسألة ما عَؤْديّاء بتطبيق ثلاث خطوات في كل مستؤى من العؤدية: 
فرّق المسألة إلى عدد من المسائل الحزئية التي هي منتسخخات أصغر من المسألة نفسها. 
سُدْ أي سيطر على المسائل الحزئية بحلّها عَوْديا. في حال كانت حجوم المسائل الحزئية صغيرة كفاية» يكفيك أن 
تحلّها بطريقة مباشرة. 
جمّعْ حلول المسائل الحزئية في حل للمسألة الأصلية. 
عندما تكون حجوم المسائل الحزئية كبيرة كفاية لحلها عَؤْديّك فإننا ندعو ذلك بالحالة اللئودية علزوم/»م7 
مكهه. ما إن تصبح المسائل الحزئية صغيرة كفاية بحيث نتوقف عن تقسيمها عَوْدِي نقول إن العؤدية قد 
وصلت إلى "لقاع" وإننا قد نزلنا إلى الحالة الأساسية مومء موهة. قد نضطر, في بعض الأحيان - 
إلى حل المسائل الحزئية التي هي منتسخحات أصغر من المسألة نفسها - إلى حل مسائل جزئية لا تشبه تمامًا 
المسألة الأصلية. نعُدٌ حل مثل هذه المسائل الحزئية جزءًا من خخطوة التتجميع. 
سنطّلع في هذا الفصل على المزيد من الخوارزميات المعتمدة على طريقة فرزق-تسد. الخوارزمية الأول تح 
مسألة الصفيفة الحزئية العظمى: وفيها يكون دخ الخوارزمية صفيفةٌ من الأعداد, وتحدّد الصفيفة الحزئية 
المتتالية ذات المجموع الأكبر. ثم نطّلع على خوارزميتي فرق-تسد لحساب جداء مصفوفات «*8. تقذ 
الأولى في زمن (2)©» أي إنما لا تنفوق على الطريقة المباشرة في جداء المصفوفات المربعة» فيما َُدْ الثانية» 
خحوارزمية شتراسن «#ووهم!5: في زمن (9121» وهذا الزمن يتفوق على زمن الطريقة المباشرة بالمقاربة. 


إضافة 











العلاقات العؤدية 

تقترن العلاقات العؤدية بطريقة فرّق-تسد لأنها تعطينا طريقة طبيعيّة لتوصيف أزمنة تنفيذ الخوارزميات التي تتبع 
هذه الطربقة. العلاقة التغؤدية مع«ءمم««عءم هي معادلة أو متراجحة توصّف دالةٌ بدلالة قيمها نفسها 
لمدعلات أصغر منها. رأينا مثلا» في المقطع 2.3.2: أنه يمكن توصيف (700 زمن تنفيذ إجرائية 
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الفصل 4 / فرْق-تسد 


21808-5087 في أسوأ الحالات باستخدام العلاقة العؤدية 


1 مز (6)1 
014 , 1< 16 (90 + 270/2 


وذكرنا أن حلّها هر (ها 90 > ()7. 
يمكن أن تأخخذ العلاقات العؤدية صيعًا عديدة. فعلى سبيل المثال قد تقسّم وارزميةٌ عَؤْدِيةٌ المسألة إلى 
مسائل جزئية من أحجام غير متساوية» كأن نفرقها مثلاً 2/3 إلى 1/3. إذا كانت خحطوتا التقسيم والتجميع 


01005 / 









ذات أجزاء ثابتة من حجم المسألة الأصلية. فمثلاٌء قد تقوم 
نسخة عَوْديّة من البحث الخطي (انظر التمرين 3-1.2) بتوليد مسألة جزئية تحتوي على عدد من العناصر يقل 
عن المسألة الأصلية بواحد فقط. وسيستغرق كل استدعاء عَوْدي زمنًا ثابثًا إضافة إلى زمن الاستدعاءات 





التؤدية التي يقوم بماء وهذا يعطي العلاقة المؤدية (1)© + (1 - )7 > (700. 
يقدّم هذا الفصل ثلاث طرق لحل العلاقات العؤدية- أي للحصول على حدودٍ مقاربة للها معي 

عنها ب "0" أو "9": 

٠‏ ف طريقة التعويض 601:04 «1/80//و/لى تمن حدًا ونستخدم الاستقراء الرياضي لنبرهن على صحّة 

٠‏ غَؤْل طربقة شجرة القودية مءم-م«مزومرععم العلاقة العؤدية إلى شجرة, تمثل عقدها التكاليف الواجبة 
في مختلف مستويات العؤدية؛ ثم نستخدم تقنيات لحدٌ سلاسل الجمع في حل العلاقة القؤدية. 

٠‏ تقدم الطريقة الرئيسة 04(« «6/مد” حدودًا للعلاقات العَؤْدية من الصيغة 

2 ()] + (طل)'ته - ()1 
حيث 1 < 4؛ و1 < 5؛ و (5)م دالة معطاة. تصادفنا مثل هذه العلاقات | 






ة مرارا. فعلاقة عَؤْدية 
مثل تلك في المعادلة (2.4) توصّف عحوارزمية فرّق-تسد التي تنشئ © مسألة جزئية» حجم كل منها 1/0 
من حجم المسألة الأصلية؛ وتستغرق فيها خطوتا التقسيم والتجميع معًا زضًا (5)/. 

ويتطلب استخدام الطريقة الرئيسة أن تحفظ ثلاث حالات في ذاكرتك؛: ولكن ما إن تتمكن من حفظهاء 
حتى يصبح تحديد حدود مقاربة العديد من العلاقات الَؤدية البسيطة سهلاً عليك. سنستخخدم الطريقة 


الرئيسة في تحديد أزمنة تنفيذ خوارزميات فرّق-تسد لمسألة الصفيفة الحزئية العظمى ولحداء المصفوفات» 








ولخوارزميات أخرى موجودة في هذا الكتاب تعتمد على مبدأً فرّق-تسد. 
ستصادفنا أحيانًا علاقات عَوْدِيةَ بصيغة متراجحات لا بصيغة علاقات مساواةق.ء مثل 


(60+ (270:/2 > (701. وما كانت مثل هذه العلاقات تعطي حدًا أعلى ل (7)08 فقطء فإننا 


1.4 
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سنصوغ حلها باستخدام تدوين-0 بدلاً من تدوين-©. وبالمثلء إذا عُكست المتراجحة لتصبح 
(9 + (2701/2 < (700) فنستخدم تدوين-2 في حلّها لأنما أصلاً تعطي حدًا أدى ل (7)0 فقط. 
تفاصيل تقنيّة في العلاقات العؤدية 

عملي عندما نستعرض علاقات عَْديّة ونحلّهاء فإننا تحمل بعض التفاصيل التقنية. على سبيل المثالء إذا 
استدعينا 818808-5087 لفرز < عنصراء عندما يكون : فرديّاء فإننا نحصل على مسألتين حجمهما [3/2] 
و [5/2]. وأعيّ من هاتين القيمتين لا تساوي فعلاً 02/2 لأن 7/2 ليس عددًا طبيعيًا عندما يكون : فرديًا. 
إن العلاقة التي تصف رياضيًا زمن تنفيذ إجرائية 8105-5087 في أسوأ الحالات هو فعليًا: 














124 (6)1 
03.4 ا ا ان 
وتمثل الشروط الحديّة نمطا آخر من التفاصيل التي نتجاهلها عادة. وما كان زمنُ تنفيذٍ حوارزمية ما 


- دعل ذي حجم ثابتٍ - ثابنًا أيضاء فإن صيغة العلاقات العَؤدية الناتجة عن أزمنة تنفيذ الخوارزميات هي 
(1)© > (7)2 عموماء حيث : صغيرة كفاية. ولهذاء ولغرض التبسيط؛ سنهمل عمومًا عبارات الشروط 
الحديّة للعلاقات العَؤدية» وسنفترض أن (7)2 ثابتة عندما تكون 7 صغيرة. فعلى سبيل المثال نكتب عادة 
العلاقة العٌؤدية في (1.4) بالصيغة 





4.4) , 60 + (270:/2 - ()7 
دون أن نوضّح صراحة القيم عندما تكون :: صغيرة. والسبب هو أنه على الرغم من تغيّر حل العلاقة العَؤْديّة 
بتغيّر قيمة (27)1 فإن الحل لا يتغيّر عادة إلآ بعامل ثابت؛ وهكذا تبقى مرتبة النمو نفسها دون تغيير. 
عندما نعطي العلاقات العَؤديّة وتملّهاء فغالبًا ما تحذف الأرضيات والأسقف والشروط الحديّة. إننا تتابع 
كُدُمَا دون هذه التفاصيلء ثم نقرّر لاحمًا: هل هي مهمة أم لا؟ ومع أنما غالبا ما تكون غير مهمة؛ فينبخي 
معرفة متى تكون مهمة فعلاً. وتساعد على ذلك الخبرة» إضافةٌ إلى بعض المرهنات التي تشير إلى أن هذه 
التفاصيل لا تؤثر في الحدود المقاربة لكثيرٍ من العلاقات العَؤْديّة التي تصادفنا عند تحليل خوارزميات فرّق-تسد 
(انظر المبرهنة 1.4). على أية حال» سنعالج في هذا الفصل بعض هذه التفاصيل ونبيّن النقاط الدقيقة المتعلقة 
بطرق حل العلاقات || 





مسألة الصفيفة الجزئية العظمى 

افترض أنه أتيحت لك الفرصة أن تستثمر في شركة «وتئهءدم00 لمعنسمعط0 ع1نئهاه/1. وكما هي حال 
المواد الكيمياوية الطيّارة التي تنتجها الشركة» فإن سعر سهم الشركة طيّار أيضًا ومتذيذب. يُسمّح لك أن 
تشتري وحدة من الأسهم مرّة واحدة فقط لتبيعها في موعد لاحق» على أن يتم البيع والشراء بعد إغلاق 





170 


الفصل 4 / فرْق-تسد 








مسب ب بس سس سج جح سب ب جب ب جب ب بجأ 
1 111409 8398 50 7 956 4 5 2 3 06 


ابس |[ه ١‏ 2 ةذ ه 5 6 7 5 9 60 1( 12 13 4ا 15 16 

السعر [100 113 110 85 105 102 86 63 |8 101 94 106 101 79 94 90 97 

التغير 13 3- 25- 20 3- 6- 23- 18 20 7- 12 5ك- 22- 5( 4ه 7 

الشكل 1.4 معلومات عن سعر سهم شركة «وائه,دمه© ادعنمءط عازنها0/ بعد إغلاق المبادلات خلال مدة 
17 بومًا. بين انحور الأفقي للمخطط البياني اليوم؛ ويبيّن انحور العمودي السعر. ويبين السطر الأسفل في المدول 
تحت المخطط تغير السعر مقارنة باليوم السابق. 


المداولات في نماية اليوم. للتعويض عن هذا القيد؛ يُسمَحُ لك أن تعرف سعر السهم في المستقبل. هدفك هو 
الحصول على الربح الأعظم. بين الشكل 1.4 سعر السهم خلال مدة طوها 17 يومما. يمكنك الشراء؛ في أي 
وقت تربده ور واحدة» بعد اليوم 0 الذي يكون فيه سعر السهم 5100. سترغب طبعًا في أ 





تشاري بسعر 
مدخعفض: وتبيع بسعر مرة تبيع بعد ذلك بأعلى سعر 
بمكن - وذلك لنعظم رحك. ولكن لسوء الحظ قد لا يكون بإمكانك فعلاً الشراء بأدى سعر ممكن ثم البيع 
بأعلى سعر بمكن خلال مدّة معطاة. ففي الشكل 1.4 ثرى أن أدق سعر يتحقق بعد اليوم السابع؛ وهو يلي 
البوم الأول الذي يصل فيه السعر إلى أعلى قيمة. 

قد تفكر في أنه بإمكانك أن تعظّم الربح سواء بالشراء دائمًا بأخحفض سعر أو بالبيع دائمًا بأعلى سعر. 
على سبيل المثال» قد نعظم الربح بالشراء بالسعر الأدق؛ بعد اليوم 7. لو نححت هذه الاستراتيجية دائمّاء 
لكان من السهل تحديد طريقة لتعظيم الربح: أوجد أعلى سعر وأدى سعرء ثم عُدْ نحو اليسار بدا من أعلى 
سعر لتحدّد أدن سعر سابق له: أو ابدأ من أدن سعر وتقدمٌ يمينا لتجد أعلى سعر لاحق له ثمّ اختر زوج 
الأسعار الذي يحقق أكبر فارق. ين الشكل 2.4 مثالاً معاكسًا بسيطًا يبيّن أن الربح الأعظم أحيانًا لا يأني 
بالشراء عند أدى سعر ولا بالبيع عند أعلى سعر. 


حل فج 
يمكننا بسهولة إعطاء حل فج لهذه المسألة: يكفي أن برب كل زوجين من أيام شراء ومبيع يكون فيه يوم 
الشراء سابنًا ليوم البيع. يمكن في مدّة من * يومًا إيجاد (ي) زوجًا من هذه الأيام. ولما كان (2) من رتبة 





- بالأحرى أن تشتري بأخفض سعر ممكن: 
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4 3 2 1 0 
الشكل 2.4 مثال يبيّن أن الربح الأعظم لا يتحقق دائمًا بالبدء بالسعر الأدى أو بالانتهاء بالسعر الأعلى. مره 
ثانية» يشير انحور الأفقي إلى اليوم؛ وييين انحور العمودي السعر. الربح الأعظم هو 53 للسهم الواحد؛ ومكن تحقيقه 
بالشراء بعد اليوم 2 وبالبيع بعد اليوم 3. ليس السعر 57 بعد اليوم 2 هو السعر الأدق عمومًا » ولا السعر 510 بعد 
اليوم 3 هو السعر الأعلى عمومًا. 


(9)22: وكان أفضل ما يمكن أن نأمله هو أن يستغرق حساب كلٌ زوج من الأيام زمنًا ثابتّاء فإن مثل هذه 
العلريقة ستستغرق زمنًا (2)712©. هل بإمكاننا تحسين ذلك؟ 


تحويل 





بحدف تصميم خوارزمية بزمن تنفيذ (0)2: سننظر إلى الدحل بطريقة مختلفة قليلاً. نريد أن بحد متنالية من 
الأيام يكون الفارق الصاني من أول يوم وحتى آخر يوم أعظميًا. فبدلاً من النظر إلى السعر اليومي لتنظر إلى 
التغيّر اليومي في السعرء حيث يكون التغيّر في اليوم : هو الفارق بين سعر تماية اليوم 4-1 وسعر نحاية 
اليوم ؛. يبيّن الحدول في الشكل 1.4 هذه التغيّرات في السطر الأسفل. إذا كنا نتعامل مع هذا السطر على 
أنه صفيفة 4 كتلك البينة في الشكل 3.4) فإن هدفنا الآن هو إيجاد صفيفة جزئية متتالية وغير خخالية 
من 4 يكون بجموع عناصرها هو الأكبر. نسمّى هذه الصفيفة الحزئية امتالية الصفيفة الجزئية العظمى 
«ره مهفي ««س«تحدم. على سبيل المثال: في الصفيفة المبينة في الشكل 3.4: الصفيفة الحزئية العظمى 
من [16.. 4]1 هي [11.. 4]8 مع المجموع 43. إذنء سترغب في الشراء مباشرة قبل اليوم 8 (أي في نماية 
اليوم 7) وأن نبيع بعد ثماية اليوم 11؛ لنحقق بذلك ربخا يصل إلى 543 للسهم الواحد. 











ف فض ور فين ور وغ داهو : و 5 121 
7 | 4[ 15 ]22-]| 5-] 12 | 7-| 20[ 18 [16[23-] 3-[ 20 كه[ 3-] 13] 2 
جب 
صفيفة جزئية عظمى 





























الشكل 3.4 التغيّر في أسعار الأسهم باعتباره مسألة صفيفة جزئية عظمى. في هذا المثالء تحنّق الصفيفة الحزئية 
[4]8..11 ذات المجموع 43 المجموع الأعلى من بين أية صفيفة جزئية ملامسة للصفيفة 4. 
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لا يساعدنا هذا التحويل كثيراء أول وهلة. فما زلنا بحخاجة إلى التحقق من (9)2 > (22") 
جزئية ل :< يومًا. يطلب التمرين 2-1.4 إليك أن تبيّنَ أنه؛ على الرغم من أن حساب كلفة صفيفة جزئية قد 
يستغرق زمنًا متناسبًا مع طول هذه الصفيفة الحزئية عند حساب كل المجاميع الحزئية وعددها (72)©: فإن 
بإمكاننا تنظيم الحسابات يحيث يستغرق حساب كل مجموع صفيفة جزئية زمًا (0)1» بمعرفة بجاميع 
الصفيفات الحزئية السابقة. وعليه فإن حل الطريقة الفحّة يستغرق زمنًا (7:2)©. 

فلتبحث إذن عن حل أكثر فعالية لمسألة الصفيفة الحزئية العظمى. وعندما نقوم بذلك؛ فإننا نتحدث 
عادة عن "صفيفةٍ جزثية عظمى" وليس عن "الصفيفة الحزئية العظمى" إذ قد يكون هناك أكثر من صفيفة 
جزئية تحفق المجموع الأعظم. 
إن مسألة الصفيفة الحزئية العظمى تكون مثيرة للاهتمام فقط عندما تحتوي الصفيفة بعض الأعداد السالية. 
فعندما تكون كل مركبات الصفيفة موجبةٌ» فإن حل المسألة لن يكون فيه أي تحدٌ إذ إن كامل الصفيفة يحقق 
اجموع الأعلى. 
حل باستخدام فرّق-تسد 
دنا تذكركين يمكن أذ ل سألة الصف لزي العظمى باستدام 
جزئية عظمى من الصفيفة ابزئية [او!.. 4]101. تقترح طريقة 

فيفتين جزئيتين بطول متساوٍ إذا كان ذلك ممكنًا. أي أن بحد نقطة المنتتصف في 
الصفيفة الحزئية؛ ولنسمّها 72]4: وأن ندرس الصفيفتع: 


















ت [4ند:.. سدها]م و [طونط.. 1 + متس]ل 
يي الشكل 4.4(أ) أن أية صفيفة جزئية مصالية [[..4]1 من [:849.. 4]1010 يجب أن تقع تمامًا في أحد 
المواقع التالية: 

٠‏ عتواة بكاملها في فصفينة الحزئية [74.. بلاما]لل بحيث يكون 4< > [ > ] > «دها. 

٠‏ عتواة بكاملها في الصفيفة الحزثية [(وفط..1 + 7:44]. ييث يكون 1وذا! > ز > 1 > 7014 أو 

٠‏ تحتوي نقطة الممتصف. بحيث يكون: «اوفط > [ > 14« > ] > ب«وا. 

إذن» لا يمكن لصفيفة جزئية عظمى أن تقع إلا في أحد هذه المواقع. وق الواقع» يجب أن يكون بجموع 
صفيفة جزئية عظمى من [888.. ”4]101 هو الأكبر بين مجاميع كل الصفيفات الحزئية الحتواة كلا في 
[14:.. «اما]ف ولغتواة كليًا في [ون1..8 + 4م]ل» أو التي تحتوي نقطة المتتصف. بإمكاننا أن بحد 








لمزئيتين العظميّين ل [04:.. #اما]4 و [«ونط..1 + 4]«:4 عَوْديا لأن هاتين المسألتين 
الحزئيتين هما منتسخان أصغر حجمًا من مسألة إيجاد الصفيفة الحزئية العظمى. ويحذاء يكون كل ما يتبقى علينا 
فعله هو إيجاد الصفيفة الحزئية ذات المجموع الأكبر من بين الصفيفات الثلاث التي تحتوي نقطة المتتصف. 





تحتوي نقطة للتتصف 












































ل الحمددم [ز.٠‏ 1ج ماسلا 
اع قن 0-4 5 0110 3 
717 سمه 
بل إوسه عله ووب عسوت 
محتواة بأكملها في محتواة بأكملها في انس . نإل 
لوا . لج ساف [لنس ‏ عدما]ا 
0 2 


الشكل 4.4 (أ) المواقع الممكنة للصفيفات الحزثية من [:(و8.. 00ا]4: محتواة بأكملها في [4]«<.. «دما]ف 
محتواة بأكملها في [8و1..81 +4]14: أو تحنوي نقطة المنتصف 7014. (ب) أية صفيفة جزئية من 
[:/وا.. 4]100 تحتوي نقطة المتتصف تكون مكونة من صفيفيتين جزئيتين [4]4..04 و [1..1 + 4]7114 حيث 
4نم > ١‏ > مما و تاواط > ز > فل 


يمكننا بسهولة إيجاد صفيفة جزئية عظمى تحتوي نقطة المنتصف في زمنٍ خخطي متناسب مع حجم 
الصفيفة [:/849.. 4]101.. إن هذه المسألة ليست منتسكًا أصغر من مسألتنا الأصلية؛ لأن فيها قيدًا إضائيًا 
يتمثل في ضرورة أن تضم الصفيفة الجزئية المختارة نقطة المنتصف. وكما بيين الشكل 4.4(ب) فإن أية صفيفة 
جزئية تحتوي نقطة المنتتصف هي في الحقيقة مركبة من صفيفتين جزئيتين [72/4.. 4]4 و [ز.. 1 + 114] ل 
حيث 4< > : > ماما و وف! > ز > 04. لذاء فما علينا سوى إيجاد صفيفتين جزئيتين من الشكل 
[4:.. ]4 و [ز.. 1 + 4]14 ثم ضمّهما معًا. إن دخل الإجراء /0843041ا1055106-5©-80 1000-11 
هو الصفيفة 4 والمؤشرات 100 و 7144 و 49 ويعيد ثلاثيةٌ تحوي المؤشرين اللذين يحدّان صفيفة جزئية 
عظمى تضم نقطة المتتصف؛ إضافة إلى بجموع القيم في صفيفة جزئية عظمى. 





(أوء! ,744 ,نلاها ,)ماله ظانا70551016-5©-6نى ]ا -0نج1 
( 






2 
«اها مأسرول فت ع ) مو 3 
[]ل + مد د رمد 4 
زعا < برد كذ 5 
ااملاى ح 71تلاك- [عا 6 
اح عإعاجمام 7 
م- د بسعغناوا 8 
0>- يمد 9 
طول 116 + غنم ع زءظ1 10 
[/]/ + ايد د رد 11 
«سعغزوا < تود كذ 12 
لاك ح 11تلاك- أو 13 
[ - غاوا مجعم 14 
(«سعغازواء + سك ]عا ,عزو تحمدر ع إعاسحهم) مسععد 15 
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يعمل هذا الإجراء كما يلي. تحد السطور 7-1 صفيفة جزئية عظمى في النصف الأيسر» 
[7114.. «4]101. وا كان واجبًا أن تضم هذه الصفيفة [4]4؛ فإن حلقة +40 ف السطور 7-3 يبدأ 
المؤشر : عند 77:14: ويتناقص حتى القيمة 100#: وبكذا تكون كل الصفيفات التي يدرسها هي من الشكل 
[4ة.. :]4. يعطي السطران 2-1 القيم البدائية للمتحولين: ##مدر-غ]/ء! الذي يحوي أكبر مجموع تحقق حى 


الآنء و د الذي يحوي العناصر في [7114.. 4]4. وكلما وجدناء في السطر 5» صفيفة جزئية [7104.. 


4 


بجموعها أكبر من :2/7#و-6]6! » نعدّل 7#لاى-/»! إلى بجموع هذه الصفيفة الحزئية ني السطر 6: ونعدّل في 
السطر 7 المتحوّل غ/16-بدهه: ليسجّل قيمة المؤشر 4. تعمل السطور 14-8 بطريقة مماثلة على النصف الأيحن 
[اون1..8 + 14:]ق. وهناء بيدأ المؤشر آر في حلقة 406 في السطور 14-10 من القيمة 1 + 744 
وبتزايد حتى وا بحيث تكون كل صفيفة يدرسها من الشكل [زر..1 + 4]724. وأخيرا يعيد 
السطر 15 المؤشرين غ/عا-«مه: و +#ون»-مهم اللذين يحددان الصفيفة الحزئية التي تحتوي نقطة 
المتتصف» إضافة إلى المجموع «اداد-6 وف + #/باو-م/6] وهو مجموع القيم في الصفيفة الحزئية 


[غنلوا"جمد.. ع [عاسجمس]ة. 
إذا كاتت الصفيفة الحزئية [1(وف!.. «4]101 تحوي +« عنصرًا (بحيث 1 + يدها - «اوفط 





)0 فإننا 


ندّعي أن الاستدعاء (:وفا! ,74 ,دما رف/) لالم ههدهنا551:6-5م2©-يدم]ح-صيج" يستغرق زمنًا ()©. 


ولا كان كل تكرار لكل من حلقتي 806 يستغرق زمثًا (0)1: فيكفي أن نَعُدَ عدد التكرارات الكلي. تقوم 


حلقة ,وك ني السطور 7-3 يإجراء 1 + ب«دو| - 77:14 


تكا؛ وهذا يكرن عدد التكارات الكلي هو 





ء وحلقة موك في السطور 14-10 ب 2/4 - 19/1 


1+ سما-زونط > (فنم- واونط) + (1 + سما -4اه) 


2 


الآن» وقد حصلنا على الإجراء ذي الزمن الخطي '20551000-50084743©-051010-0180 يمكننا أن 


نكتب شبه الرماز لخوارزميّة فرق-تسد تل مسألة الصفيفة المزئية 





لعظمى: 


((ونط ,سما ,رق ) لامعجح هناك - جنا اج اءنمل!-مجرط 


مما -د اونة كذ 
امعسيعاء عمه تزلمه تعكى عكمط // ([سدما] م بزونط رنننها) متساعم 
[2/(اونط + سما)] > فتدد عوك 
- («سكم ]عا ,اوت ]عا ,سما /ه1) 
(0,ننا0] راقر) لاخطهه 131-58 < ته ]/!- 1010 
- («سعغاواء بناونطغطوف" ,سدماءعاوام) 
(1لون,1 + 4 ,ف ) لاحعهم8نا1011-5ل( كله ]/١-ملج1‏ 
ح (ااك-كومت بلأوثط-عومته ,ل«ها-ووه6) 
(اأونا! ,814 ,اناما رال/) لاحقهم 2055126-58 ©-)نه 2170-١‏ 
1تلاك-كدمت3 2 1تتباك-ع [ع| قسة تناك-غداوأ < #صد] [ءا كأ 
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(«سدك ]عا ,الونطت زعا ,سما زعا) سعد 8 

0055-51 < 71تلاك-غاأوأ” لمة سبك ءا < سكغزوام كلعواء 9 
(تسكس الوا باأوتطاسغطوأ ,ساماغناوام) مسطعم 10 
(71تلاك-كومى باأوثط-ددوى ,ثإزوا-وومى) نعم عواء. 11 


سيجد الاستدعاء البدائي ل (41و4.16 ,4,1) لاهظ848نا51010-8]800000-5 صفيفة جزئية عظمى 
ل[..4]1 

يعيد الإجراء العَؤْدي /084843ا10/0031-5لاه]!-طنجزط: شأنه شأن الإجراء -412-105510/06]!-151000 
لامع #هؤناق ثلاثيةٌ تضم مؤشرين يحدّان صفيفة جزئية عظمى» إضافة إلى مجموع القيم في هذه الصفيفة 
الحزئية العظمى. يختبر السطر 1 تَحقّق الحالة الأساسيّة» حيث تكون الصفيفة |. نزئية مكوّنة في عنصرٍ واحلدٍ 
فقط. وعندما تكون الصفيفة الحزئية مكوّنة من عنصر واحده فإن فيها صفيفة جزئية واحدة» هي نفسهاء 
وبذلك يعيد السطر 2 ثلاثية فيها مؤشري البداية والنهاية لعنصر واحد فقطء إضافة إلى قيمته. تعالم السطور 
11-3 الحالة العؤدية. يقوم السطر 3 يحزء | 
الصفيفة الحزئية [71]4.. 010ا]1/ الصفيفة الجزئية اليسرى «رهم7هطدد #/»/ والصفيفة [:/و!.. 1 + 4]714/ 
الصفيفة الجزئية اليمنى «ره77هطلدئ /:1ية:. ولما كنا نعرف أن الصفيفة الحزئية [1:(1.. 4]1010, تضم على 
الأقل عنصرين فإن كل من الصفيفتين الحزئيتَيْن اليسرى واليمنى ستضمان على الأقل عنصرًا واحدًا. يسود 
السطران 4 و 5 على المسألة من خلال الاستدعاء العؤدي لإيجاد الصفيفتين الحزئيتين العظميّين في كل من 
الصفيفة الحزئية اليسرى ثمّ اليمنى. تقوم السطور 11-6 بيحزء التجميع. يكتشف السطر 6 صفيفة جزئية عظمى 
بحيث تحوي نقطة المنتصف. (تدذكز أننا نعتبر أن السطر 6 جزءًا من مرحلة تجميع الحل؛ لأنه يحل مسألة جزئية 
لا تمل منتسكًا أصغر من المسألة الأصلية.) فإذا دل اختبار السطر 7 على أن الصفيفة النزئية اليسرى تحتوي 
صفيفة جزثية ذات أكبر بحموع» فإن السطر 8 يعيد هذه الصفيفة المزثية العظمى. وإلا فإن دل اختبار 
السطر 9 على أن الصفيفة الحزئية اليمنى تحتوي صفيفة جزئية ذات أكبر مجموع؛ فإن السطر 10 يعيد هذه 
لحزئية العظمى. وإذا لم تحتو الصفيفة المزئية اليسرى ولا اليمنى صفيفة جزئية تحقق أكبر مجموع؛ فمن 
المؤكّد أن الصفيفة الحزئية العظمى تضم نقطة المتتصفء ويعيدها السطر 11. 








فيحسب مؤشر نقطة المنصفء وهو 2:]4. نسكئي 





الصفيفة 








تحليل خوارزمية فرّق-تسد 








اهالح 08ا100-8/14:0111001-5 على صفيفة جزثية مؤلفة من : عنصرًا ب (700. 


السطر 1 يستغرق زمنًا ثابئًا. وتكون الحالة القاعدية» عندما 1 - 2: سهلة: يستغرق السطر 2 زمنًا ثابئّاء إذن 
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م6 . 00 - (701 
تحدث الحالة القؤدية عندما 1 < 2. يستغرق السطران 1 و 3 زمنًا ثابثًا. كل من المسألتين اللحزئيتين المحلولتين 
في السطرين 6 و 5 هي مسألة على صفيفة جزثية من 8/2 عنصرًا (تضمن لنا فرضيتنا بأن حجم المسألة 
الأصلية من قوى 2 أن 7/2 هو عدد صحيح) ٠‏ وكذا يستغرق حل كل منهما زمثًا (7)7/2. ولما كان علينا 
حل مسألتين جزئتين- للصفيفتين المزثيتين اليسرى «اليمنى - فإن مساهمة السطرين 4 و 5 في زمن التنفيق 
تصل إلى (27)/2. وكما رأينا قبل قليل. فإن استدعاء /1100-1/140-080551006-5008441 في السطر 
6 يستغرق زمنًا (9)7. تستغرق السطور 11-7 زمنًا (1)© فقط. وبمذا يكون لدينا في الحالة العؤدية: 














(6)1 + 90 + (2)0/2 + (9)1 - 100 
64( . ()© + (2702/2 - 
وبدمج المعادلتين (5.4) و (6.4) نحصل على علاقة غَؤْدية ل ()7 زمن تنفيذ الإجراء -51008 
41ل0841ا5-/<نااجاتماة: 
1>- كز 0 
4 2<1 1 2 اف 


إن هذه العلاقة العؤدية تمائل العلاقة العَؤدية في (1.4) للفرز بالدمج. وسنرى من الطريقة الرئيسة في المقطع 
5.4 أن حل هذه العلاقة العؤدية هو (187)© > (7)2. ويمكنك أيضًا أن تعاود النظر إلى شجرة الغؤدية 
في الشكل 5.2 لندرك لماذا ينبغي أن يكون الحل هو (182 )9 > (700. 

1 لقارنة خحوارزمية أسرع من الطريقة الفجّة. فبعد أن عَرَفنا سابقًا 
طريقة الفرز بالدمج والآن عفنا مسألة الصفيفة المزثية العظمى: بدأنا نكن فكرةٌ عن مدى قوّة طربقة فرّق- 
تسد. ستعطينا هذه الطريقة في بعض الأحيان أسرع الحلول لمسألةٍ ما بلمقاربة؛ وني أحيان أخرى قد يكون 
بمقدورنا تحقيق حل أفضل. وكما بين التمرين 5-1.4: هناك في الواقع خوارزمية ذات زمن خخطي لمسألة 
الصفيفة المزئية العظمى؛ وهي لا تستخدم مبدأ فرّق-تسد. 











تمارين 
1-4 
ما الذي يعيده إجراء 5008341:0-]10/0-9]810100103 عندما تكون كل عناصر 4 سالبة؟ 

24 

أكتب شبه رماز للطريقة الفجّة في حل مسألة الصفيفة المزئية العظمى. يجب أن تُقّدَ إجرائيتك في 
زمن (9)002. 

3-4 

بجر كلا من الخوارزمية ذات الطريقة الفح 





العَؤْديّة لمسألة الصفيقة الحزئية العظمى على حاسوبك. 





2.4 
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ما هو حجم المسألة م الذي يمثل نقطة التجاوز التي تتفوق بدا منها الخوارزمية العؤدية على خخوارزمية 
ريقة الفجة؟ ثم غيّر الحالة القاعدية للخوارزمية الَؤدية لتستخدم الخوارزمية ذات الطريقة الفحّة كلما كان 

حجم المسألة أقل من م3. هل يغيّر هذا التعديل من نقطة التجاوز هذه؟ 

44 

افترض أننا نغيّر تعريف مسألة الصفيفة الحزئية العظمى لتسمح للنتيجة بأن تكون صفيفة جزئية فارغة؛ حيث 

إن مجموع قيم صفيفة جزئية فارغة هو 0. كيف يمكنك أن تغيّر أيّا من الخوارزميتين التي لا تسمح بصفيفات 





جزئية فارغة بأن تتيح أن تكون النتيجة صفيفة جزثية فارغة. 

5-4 

استخحدم الأفكار التالية لتطوّر خوارزمية غير عَؤْدية؛ ذات زمن خحطي لحل مسألة الصفيفة المزثية العظمى. ابدأ 
من النهاية اليسرى للصفيفة وتقدّم نحو اليمين» ععتفظًا بالصفيفة 
وصولك إلى المرحلة التالية. بمعرفتك الصفيفة الحزئية العظمى في [ز.. 4]1: عممٌ المواب للعثور على الصفيفة 
الحزئية العظمى التي تنتهي بالمؤشر 1 + نر باستخدام الملاحظة التالية: إن صفيفة جزئية عظمى من 
[1 + ر.. 4]1 هي إما صفيفة جزئية عظمى من [ر.. 4]1 وإما صفيفة جزئية من [1 + أر.. 4]1) لقيم موشر 
اما 1 + رك ) > 1. حدّد صفيفة جزئية من الشكل [1 + [..4]]1 في زمن ثابت اعتمادًا على معرفتك 
لصفيفة جزئية عظمى تنتهي عند المؤشر ز. 





خوارزمية شتراسن لجداء المصفوفات 


نبلاً» فرما أنت تعرف كيف تقوم بعملية جدائهما. (وإلً» فعليك أ 





تقرأ المقطع 
ات.1 في الملحق ث.) إذا كانت (نن©) > 4 و (ررط) > 8 مصفرفتين مربعتين :7 »ا 7 فإن جداءهما هو 
المصفوفة: 4٠8‏ ح ©) ونعرّف العنصر زنع حيث 7,... ,1,2 > زر بالعلاقة 


إذا كنت قد رأيت مصفوة 








08.4 , ززظ* ززه 0 د ره 


42 
يجب أن نحسب 2 عنصرًا في المصفوفة» كل منها هو مجموع :: قيمة. يأخذ الإجراء التالي مصفوفتين 7 7+3 
هما 4 و 8 ويحسب جداءهماء معيدًا مصفوفة الجداء © ذات البعدين 7 8. نفترض أن لكل مصفوفةٍ 

واصفةٌ و«دم” تعطي عدد السطور فيها. 
و ف 1 0 


5بلامه”.4 > « [ 
512151 2 22 الاعم ة ع6 1666 2 
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1-166 مم 3 

1146 زعو 4 

مدن» 5 

« 2116 مور 6 

زاظاء يرنه + نت > زنع 7 
© مسعم 8 


يعمل الإجراء /نا18781-0/11:717-ع8هنا50 كالتالي: تمسب حلقةٌ +10 في السطور 7-3 عناصرٌ كل 
سطر 4. وف كل سطر 64 تحسب الحلقة 89# في السطور 74 كل عنصر من العناصر رع لكل عمود ر. 
يستبدئ السطر 5 قيمة رن» بالصفر قبل أن نبدأ بحساب المجموع المعطى في المعادلة (8.4) ويضيف كلٌ تكرار 
من الحلقة 06 في السطرين 7-6 حدًا جديدًا إلى المعادلة (8.4). 

لما كانت كل من حلقات 888 الثلاث المتداخلة تتكرر 2 تكرارًا تماماء ولما كان كل تنفيذ للسطر 7 
زْضًا (3)©. 





ا فإن الإجراء 17ئ17101ن1!-14180/!-عممنا50 بي 





يستغرق زمنًا اب 

قد تعتقد بادئ الأمر أن أية خوارزمية لجداء المصقوفات يجب أن تستغرق زمثًا (2)3©. وذلك لأن 
التعريف الطبيعي لجداء المصفوفات يتطلب هذا العدد من عمليات الجداء. إلا أن اعتقادك هذا غير 
صحيح: إذ إن لدينا طريقة لحساب جداء المصفوقات في زمن (0)83. وسترى في هذا المقطع خحوارزمية 
شتراسن 5725560 العَؤدية الك 
في المقطع 5.4. ولماكانت قيمة 7ج| تفع بين 2.80 و 2.81 


.وهذا أفضل مقار 





لحداء مصفوقتين © «. تَُقّذْ هذه الخوارزمية في زمن (187)© سنبيئّه 





ن خوارزمية شتراسن مُتَق في زمن (7:2:01) 0 








الإجراء البسيط /ا1:717نا8-<ل78ه]/ه-عه ه50 


خوارزمية فرق -تسد بسيطة 





سنفترض؛ حتى نبقي الأمور بسيطة عندما نستخدم خوارزمية فرّق-تسد 6عنا020»-010106-800 لحساب 
مصفوفة الجداء 4-8 > 6: أن « هي من قوى 2 الصحيحة في كل المصفوفات 67 2. نحن تتبنى هذه 
الفرضية لأننا في كل خطة تقسيم: ستقسم المصفوفات 67 إلى أربع مصفوفات 2/2 > 071/2 وبافتراض 
أن :: من قوى 2 الصحيحة:؛ نضمن أن البعد 2/:: هو عدد صحيح؛ مادام 2 < 1. 

افترض أننا نقسم كلاً من المصفوفات 4 و 8 و © إلى أربع مصفوفات 70/2 »< 71/2 


64 2-8 مق اده (٠‏ تزاعه 
وهذا نعيد كتابة المعادلة 408 > 6 بالشكل 
نك 6 


توافق المعادلة (10.4) المعادلات الأربع التالية: 
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011.4 , حدق * مرك + يوق : ميك > يت 
(12.4) , يوق :يرك + مرق مرق > هك 
013.4 ,يوق 'يوق + يرق * بيك > و2 
014.4 .يوق ميق + مرق ' ريق > ج22 


تحدّد كل من هذه المعادلات الأربع جداءين لمصفوفات 7/2“ 273/2 ومجموع ناتجي الجداء وهو مصفوفة 
2 » 2/. يمكننا استخدام هذه المعادلات لإيجاد خحوارزمية فرّق-تسد مباشرة عَؤْدية: 


(8 ,)ع /الكاناعع ةا اناه اآنانااكت نكما عحناوة 
وبلاه7.ك > ع« 1 

اأتأقاه 1 ا 2 اعم د ع6 1666 2 

1>دعج عا 3 

حرط ' بيه حت يكت 4 

5 

6 





(9.4) كدمتلهدوء هذ © همه ,8 ,ل ممتاتكدم عواء 

(8 برقع كناك لاماماتمان-ن3تهاط-8لهنا50 > ير 
(جد ,مرار)ع الكةناء عا لاناماتاناالنهتم اع ه500 + 
(مد ممرالر)ة ااكةناء ع لاناماآنانا/!ل73م1!-عهمنا50 - ير 7 
(822 ,ورف)ع /اأكةاناع ةا لاا« اتانا/!-ل478 1م50 + 
(ح مرجل)ع لاكظناءع ع1 لالاماتانالط- »عتم !50188 > 0 8 
20 وفع القةناء عا لاما اآمانا/ة ةكم !مم50 + 
(82 مروال)ع الكةناء ع نام ةنال انهت ماع ه500 د يرت 9 
(822 ,رووار)ع !قناع ةا لاض انماهم نا50 + 

© ممعم 10 


إن شبه الرماز السابق يخفي تفصيل تنجيز دقيق وحيد؛ لكنه تفصيل هام. كيف نقسّم المصفوفات في 
السطر 95 فلو كان علينا إنشاء 12 مصفوفة جديدة 7/2 2/: لكنا أمضينا زمنًا (2)© في نشخ 
العناصر. في الواقع؛ يمكننا تقسيم المصفوفات دون نسخ العناصرء والسر يكمن في الاعتماد على حساب 
المؤشرات. نحدّد مصفوفة جزئية بتحديد بحال من مؤشرات السطور وبحالٍ من مؤشرات الأعمدة في المصفوفة 
الأصلية. أي إننا نمحصل في النهاية على تمثيل للمصفوفة اللمزثية مختلف قليلاً عن طريقة تمثيل المصفوفة 
الأصلية» وهذا هو التفصيل الدقيق الذي نفعله في شبه الرماز. وفائدة ذلك هي أن تنفيذ السطر 5 لايستغرق 
إلا زمنًا (9)1» إذ إننا نحدّد المصفوفات الحزئية من خلال حساب المؤشرات (ولكننا سنرى أنه سواء أقمنا 
بالنسخ أم بالتقسيم في المكان» فإن ذلك لا يؤثر بالمقارنة على زمن التنفيذ الكلي). 

نشتق الآن علاقة عَؤْدية توصّف زمن تنفيذ #الالك#ناء8-لائ1711نا)8-:781ه1لعهمناو5. ليكن 








()7 الزمن اللازم لحساب جداء مصفوفتين ا باستخدام هذا الإجراء. في الحالة القاعدية؛ عندما 
2-1 ثقوم فقط بعملية جداء سُلّمِي في السطر 4 وتهذا يكون 
٠. )15.©(‏ (1)© - (17)1 
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تحدث الحالة القؤدية عتدما يكون 1 <. وكما ناقشنا سابّاء فإن تقسيم المصفوفات في السطر 5 


يستغرق زمنًا (1)© باستخدام حساب المؤشرات. نقوم في السطور 9-6 باستدعاء -1ل488-8178نا50 





مك0 115119-8انا]8 عَوْديًا 8 مرات. ولما كان كلك استدعاءٍ يحسب جداء مصفوفتين 7/2 201/2 
فإن مساهمته في زمن التنفيذ الكلي (27)/2 ويكون الزمن الكلي الذي تستغرقه الاستدعاءات 
الثمانية هو (87)/2. ويجب أن نأخذ أيضًا في الحسبان عمليات جمع المصفوفات الأربع في السطور 19-6 
فكلك من هذه المصفوفات فيها 52/4 عنصرًاء وبذلك فإن كلا من عمليات جمع المصفوقات الأربع تستغرق 
زمًا (9)32. ولما كان عدد مرات جمع المصفوفات ثابنّاء فإن الزمن الكلي الذي يستغرقه جمع المصفوفات في 
السطور 9-6 هو (9)2. (نستخدم هنا أيضًا حساب المؤشرات لنضع نتائج جمع المصفوفات في مواقعها 
الصحيحة داخل المصفوفة ©6: بزمن إضاتٍ (1)© لكل عنصر.) إذن الزمن في الحالة العؤدية هو مجموع زمن 
التقسيم وزمن جميع الاستدعاءات العؤدية وزمن جمع المصفوفات الناتحة عن الاستدعاءات القؤدية: 














(02ه + (87/2 + (9)1 - 700 
(164) . (6)02 + (87/2 <- 
لاحظ أنه التقسيم بنسخ المصفوفات؛ لاستغرق ذلك زمثًا (9)82. ولما تغيّرت العلاقة العؤدية» 





ولازداد زمن التنفيذ الكلي بمعامل ثابت فقط. 
إن تجميع المعادلتين (15.4) و (16.4) يعطينا العلاقة 
لاق اناعم 


تنفيذ -1119ا0ا/87813-0 5010888-11 





1عهكا )601 
1<م كذ (تم)ت + (870:/2 


سترى باستخدام الطريقة الرئيسة في المقطع 5.4 أن حل العلاقة العَؤْدية (17.4) هو (3)© > (7)2. أي إن 
طريقة 

قبل أن نتابع دراسة خحوارزمية شتراسن» سننظر من أين جاءت مركبات المعادلة (16,4). إن تقسيم كل 
مصفوفة 6< :: بحساب المؤشرات يستغرق زمنًا (1)» إلا أنه لدينا مصفوفتين يجب تقسيمهما. وعلى الرغم 


700 - 07.4 





-تسد البسيطة هذه ليست أسرع من إجراء /017151-1ا0-:500828-8187812 المباشر. 


من أنه بإمكانك القول أن تقسيم مصفوفتين يستغرق (9)2 إلا أن الثابت 2 متضمن في التدوين-©. إن 
جمع مصفوفتين» في كلٌ منهما / عنصراء يستغرق زمنًا (9)4. ولما كانت المصفوفات التي نجمعها ذات 712/4 
رق زمنًا (22/4)©: وهنا أيضًا يتضمن 


22 2/2 يستغرق زمنًا (712)©. لدينا 


عنصراء يمكننا أن نقول إن جمع كل زوج من المصفوفات 






التدوين-© وجود المعامل الثابت 1/4: فتقول إن جمع مصفوة 
أربع عمليات جنع مثل هذه المصفوفات؛ وهنا أيضًا عوضًا عن أن نقول إن ذلك يستغرق (9)472؛ فإننا 
نكتفي بالقول إتما زضًا (9)82. (طبعّاء قد تلاحظ أنه كان بإمكاننا القول إن جمع المصفوفات 
الأربع يستغرق زمنًا (4:12/4)» وإن 2« - 4:2/4: إلا أن الفكرة هنا أن التدوين-© يتضمن المعاملات 
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الثابتة» مهما كانت قيمتها.) وهكذا ننتهي مع حدين (9012 و (901 يكن تجميعهما في حدٌ واحد. 

أما عندما نحسب الاستدعاءات العَؤدية الثمانية» فليس بإمكاننا أن نعتير المعامل الثابت 8 متضمنًا. 
بمعنى آخرء يجب أن نقول بوضوح إنها تستغرق مما (8705:/2 بدلاً من أن نكتفي بالقول (705/2. يمكنك 
أن تستشف ذلك بمعاودة النظر إلى شجرة العؤدية في الشكل 25.2 للعلاقة العؤدية (1.2) (وهي تمائل العلاقة 
العؤدية (7.4)): مع الحالة العؤدية ()© + (27)2/2 > (7)5. حدّد المعامل 2 عد الأبناء لكل عقدة في 
الشجرة: وهذا حدّد بدوره عدد الحدود التي تدخل في المجموع في كل مستوى من الشجرة. لو كان لنا أن 
نتجاهل المعامل 8 في المعادلة (16.4) أو المعامل 2 في العلاقة الَؤدية (1.4) لأصبحت شجة العَؤدية خطيّة 
فقط عوضًا عن أن تكون " ولانحصرت مساهمة كل مستوى في المجموع في حدٌ واحد فقط. 

نكر أنه على الرغم من أن التدوين المقارب يتضمن جداء المعاملات الثابنة؛ إلا أن التدوين القؤدي مثل 
(701/2 لا يتضمنها أبدًا. 





طريقة شتراسن 
الفكرة الأساسية في طريقة شتراسن 5:04 5'«عووه)5 هي تقليل كثافة شجرة المؤدية قليلاً؛ فعوضًا عن 
إجراء ثمائية جداءات عَؤْدية لمصفوفات 7:/2»< 3/2 بُحرى سبعة فقطء ومقابل إلغاء جداء مصفوفات واحد 
يجري المزيد من جمع المصفوفات؛ ولكن فقط عدد ثابت منها. وكما ذكرنا سابمّاء فإن عددًا ثابًا من جمع 
المصفوفات سيكون متضمّنًا في تدوين-© عندما نبني العلاقة العؤدية التي توصّف زمن التنفيق. 

إن طريقة شتراسن ليست بديهية بتانًا (قد يكون هذا التصربح هو الأخطر في هذا الكتاب) وهي مكونة 
من 4 خحطوات: 








1. نقسّم مصفوفات الدخحل الدحل 4 و 8 ومصفوفة الخرج © إلى مصفوفات جزئية 671/2 638/2 
كما في المعادلة (9.4). تستغرق هذه الخطوة زمنًا (1)© بحساب المؤشرات تمامًا كما في الإجراء 


لاا اكعانا !نكما عهمناو5. 


ننشئ 10 مصفوفات ورك,... ,وك,ركى كل منها 7/2»< 02/2 وهي ناتج جمع أو طرح مصفوفتين من 

بين تلك المنشأة في الخطوة 1. يمكن إنشاء هذه المصفوفات العشر كلها في زمن (2::)©. 

3. باستخدام المصفوفات الحزئية المنشأة في الخطوة 1غ وللصفوفات العشر المنشأة في الخطوة 2 نحسب 
عَوْديًا 7 جداءات مصفوفات ر2,... ريط ,را» كل مصفوفة ,8 هي 71/2 >< 71/2 

4. نحسب المصفوفات الحزئية المطلوبة جج0 ,6 ,62 ,و6 التي تكوّن المصفوفة © يجمع أو بطرح تركييات 

مختلفة من المصفوفات ,8 يمكن حساب هذه المصفوفات الأربع جميعًا في زمن (9)712. 


سئرى تفاصيل الخطوات 4-2 بعد قليل» ولكن لدينا الآن ما يكفي من المعلومات لنبني العلاقة العؤدية 
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التي تحكم زمن يذ شتراسن. وقد افترضنا أنه ما إن يصل حجم المصفوفة : إلى 1» حتى نقوم يجداء سلمي 
بسيط» قَامًا كما في السطر 4 من #5105 نا 8-ن181آتاناال! غل58ه]8!-488نا50. عندما يكون 1 < 2: 
تستغرق الخطوات 1 و 2 و 4 زمًا محمله (9)52. وتتطلب الخطوة 3 إجراء سبع جداءات لمصفوقات 
2 ا 2/2. وتعذاء نحصل على العلاقة العَؤْدية التالية لزمن خحوارزمية شتراسن (7'078: 





مق 1ع وما (6)1 


.1 <هما (تمعوي 0 09 


لفد قايضنا جداء مصفوفةٍ واحدًا مقابل عددٍ ثابتِ من عمليات جمع المصفوفات. وسنرى لاحمًا عندما 





تماق رفة العلاقات || حلوها أن هذه المقايضة تؤدي إلى زمن تنفيذ مقارب أدن. واعتمادًا 
انتعمق لي معرذ وحلوء تؤدي إلى زمن ربج بوي 


الطريقة الرئيسة في المقطع 4.ك نحد أن حل العلاقة العؤْدية (18.4) هو (67«) 9 - (7)0. 
وفيما يلي تفصيل ذلك. ندشئ في الخطوة 2 المصفوفات العشر التالية: 


يوق يرق 
يك + برك 
ديك + ريك 
حرق ح روه 
ديك + يرك 
يوق + حرق 
,ميك - ويك 
يوق + رو 
نيقح ريك > وك 
.يرق +يورق > ورك 





ولا كان علينا أن بجمع أو نطرح مصفوفات 67:/2< 2/2 عشر مرات: فإن هذه الخطوة تستغرق في الحقيقة 
زِمنًا (2م)ه. 

ريه في الخطوة 3: سبع جداءات عَوْديًا لمصفوفات 11/2 >< 2/: لحساب المصفوفات التالية: ١‏ 
كل منها عن بجموع أو فرق جداءات لمصفوفات 








من 4 و 38 


موق 'بية ح مره 'بيكل > رك' بيك 





بيو 'ييق + يوق ' يرق > يوق ١‏ وك 
حرق 'ميق + يرق * يوق > برق :وك 
محر 'ويق حروق :ميق > وك ويك 





موق * ميا + يرق ٠‏ ييق + يوق ' بيك + يرق : بيك 
مك :ميق - يوق ' يميق - يوق * ويك + يوق ' يرك 
دمر ' يوق - يرق ' ريق - يرق * بيك + يرق ' بيك 


الاحظ أن عمليات الجداء الوحيدة التي تمنا: 


و5 
و5 
ورك وى 





إلى إتمازها هي العمليات الموجودة في العمود الأوسط من 
المعادلات السابقة. أما العمود الأيمن فهو لمحرد أن بين ماذا تساوي هذه الحداءات بدلالة المصفوفات الحزئية 
الأصليّة المنشأة في ال 
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تقوم الخطوة 4 يمجمع وطرح المصفوفات ,7 المحسوبة في الخطوة 3 لتبتي المصفوفات اللحرئية 21/2 >< 71/2 
الأربع التي تكن مصفوفة الجداء 6. نبدأ بالمصفوفة 
٠‏ وج يقح يظ + و2 تت و6 
وبنشر الطرف الأيمن» بتعويض كل :8 بسطرها الخاص وبوضع الحدود التي يحذف أحدُها الآخر في العمود 
انفسه. بحد أن 01 تساوي: 
يوق ' ييا + يرق ٠‏ ميق + يوق ' يرك + يرق :بيك 
وق :ميق + حدق ييا - 


يوق :يرك - 2ق ' ررك - 
: مرك - يوق : يرق + يوق : ميق - يوق : مويق - 


وق ' يرك + 21 * ريك 
وهذا يتوافق مع المعادلة (11.4). 
بالمثل نضع يم + يم > دي6 ٠‏ فنجد أن ج6 تساوي: 


يوق ' برك - مرق ' يرك 
يدق مرك + يوق ' ريل + 


يوق * ويك + يرق ' ديك 
وهذا يتوافق مع المعادلة (12.4). 





وبوضع ,2 + و2 - ج26 بحد أن وي تسا 





حرق ٠‏ موق + يرق ' بيك 
دق ٠‏ ميا + ررق ١‏ ميق - 
حدق نموا + حدق ريك 
وهذا يتوافق مع المعادلة (13.4). 
وأخيزاء نضع رم - وى - ,2 + و8 - وي6: فنجد أن ج6 تساوي: 
يوق ٠‏ موق + يرق :يوق + يوق ٠‏ بيك + يرق :بيك 
مر بره + ا 


حرق * ريك - 1 ١‏ يوق - 
م ' ريك + يرق : ريك + مرق :ييل - حدق * بيات 


مق ريق + يوق ويك 


4 جمع وطرح مصفوقات 2/< 3/2 ثماني 
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وهكذا نرى أن خوارزمية شتراسن» المكونة من الخطوات 4-1 تعطي جداء المصفوفات الصحيح؛ وأن 
العلاقة العؤدية (18.4) توصّف زمن تنفيذها. ولماكان حل هذه العلاقة العؤدية هو (187ج)© > (7)2: كما 
سنرى في المقطع 5,4: فإن طريقة شتراسن أسرع بالمقاربة من إجراء اللجداء المباشر -د0888-31878ا50 
1ام11ان]ة. تناقش الملاحظات المذكورة في نحاية الفصل بعض الحوانب العملية لخوارزمية شتراسن. 


تمارين 

ملاحظة: على الرغم من أن التمارين 3-2.4) و 4-2.4: و 5-2.4 تعلق بخوارزميات معدّلة عن خوارزمية 
شتراسن؛ فمن المستحسن قراءة المقطع 5,4 قبل أن تحاول حلّها. 

1-4 

استخحدم خوارزمية شتراسن لحساب جداء المصفوفتين 


1 31/6 8' 
7 5 0 

مبيئًا تفاصيل عملك. 
24 
أكتب شبه رماز خوارزمية 
34 
كيف يمكنك تغيير خوارزمية شتراسن لحساب جداء مصفوفتين 77 حيث لا نكون 72 من قوى 2 
الصحيحة؟ بن أن الحوارزمية الناتجة قد في زمن (9)167. 








424 
ما هو أكبر عدد / بحيث: إذا كان بإمكاننا إجراء جداء مصفوفتين 33 باستخدام م جداءً (دون 


الاستفادة من تبادلية الجداء)» يكون بإمكاننا إجراء جداء المصفوفات كا : في زمن (0):147؟ كيف يكون 





زمن تنفيذ هذه الخوارزمية؟ 

54 

اكتشفٌ «وظ ./1 طربقةٌ لجداء مصفوفتين 68 © 68 باستخدام 132,464 جداء) وطريقةٌ لحداء مصفوفتين 
0» 6 باستخدام 143,640 جداءٌ؛ وطريقةٌ لجداء مصفوفتين 72 >< 72 باستخدام 155,424 جداءً. أي 
الطرق تعطي أفضل زمن تنفيذ مقارب عند استخدامها في خوارزمية فرّق-تسد لحداء المصفوفات؟ كيف 
اتتقارن هذه ا خوارزمية بخوارزمية شتراسن؟ 

64 

ما سرعة تنفيذ جداء مصفوفة 67 / بمصفوفة 8/ © باستخدام حوارزمية ستراشن إجراءٌ فرعيًا؟ أحب 
عن السؤال نفسه بقلب ترتيب مصغوفتي الدخل. 


3.4 
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7-4 
بين كيف جُحري عملية جداء العددين العقديين ط +4 و :4 +ء باستخدام ثلاث عمليات جداء أعداد 





حقيقيّة فقط. ينبغي أن يكون دل الخوارزمية الأعداد »» و ط» و ع» و 4؛ وأن تعيد المركبة الحقيقية 4ط -عم 
والمركبة التخيليّة عط + 4ه كلاً منهما على حدة. 


طريقة التعويض لحل العلاقات العَؤدية 
كيف توصّف العلاقاث الم 
العلاقات العٌؤدية. نبدأ في هذا المقطع بطريقة "اك 

تتضمن طريقة التعويض 1/04 :5//85/1//110 ال مستخدّمة ف حل العلاقات العَؤدية خطوتين: 





بعد أن رأ 






1. تخمين أسلوب الحل. 
2. استخخدام الاستقراء الرياضي للعثور على الثوابت؛ وبيان صحة الحل. 
يَعود اسم الطريقة إلى أننا نعؤض الحلٌ المخحمّن للدالّة عندما نطبق فرضية الاستقراء على قيم أصغر. هذه 
الطريقة فعّالة» إلا أنه يجب أن نكون قادرين على تخمين شكل اللجواب حتى نتمكن من استنخدامها. 
يمكن استخدام طريقة التعويض لإيجاد حدود عليا أو دنيا للعلاقة العَؤْديّة. وكمثال على ذلك؛ نحدّد حدًا 
أعلى للعلاقة العَؤْديّة 
019.2 , «+ ([2/ها)27 > 7060 
التي تشبه العلاقات العؤدية (3.4) و (4.4). نخمن أن الحل هو (00187 > ()7. تتطلب طريقة التعويض 
أن نبرهن أن 1874© > ()7 عند اختيار مناسب للثابت 0 < ع. نبدأ بافتراض أن هذا الحدّ محنّق عند 
كل الأعداد الموجبة : > 72 وخاصة عند [2/2] > 7 وهذا يعطي ([8)|:/2! [2/ااء ك ([7)|5/2. 
وبالتعويض داخحل العلاقة العَؤْدية نمحصل على 
+ (([2/”ا)ها [2/جاء)2 > )17 
«+ (2/ممهات > 
رع 2وايه حولت > 
صععه ع يواه > 
,تهات > 
حيث تكون الخطوة الأخيرة محقّقة مادام 1 < ©. 
يفرض الاستقراء الرياضي علينا الآن أن نبيّن أن حلّنا محقّق عند الشروط الحديّة. وعادة ما نقوم بذلك 
أن الشروط الحدّيّة مناسبة باعتبارها حالات أساسيّة بالنسبة للبرهان بالاستقراء. إذن» يجب أن نبيّن 
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في حالة العلاقة العَؤديّة (19.4) أنه بإمكاننا اختيار الثابت ع كبيزا كفاية بحيث يكون الحدّ ع1 :© > (7)7 
محققًا أيضًا في حالة الشروط الحديّ 
من أجل المناقشة؛ أن 1 > (7)1 هو الشرط الحدّي الوحيد للعلاقة العَؤْديّة. فإذا كان 1 - 2: فإن الحدّ 
مت > ()7 يعطي المتراجحة 0 - 1151© > (7)1: وهذا يناقض 1 > (7)1. وبناء على ذلك» فإن 
الحالة الأساسية لبرهاننا بالاستقراء غير محققة. 

يمكننا تحاوز هذه الصعوبة في برهان فرضيّة الاستقراء على شرط حدّي محدّد ببذل القليل من المجهود 
الإضافي. ففي العلاقة العؤدية (19.4) مثلأء نستفيد من أن التدوين المقارب لا يتطلّب سوى أن نبرهن 
لنا 





.وقد يؤدي هذا اللطلب في بعض الأحيان إلى بعض المشكلات. لنفترض» 








أن هاه > (7)3 عندما م« < 2 حيث 20 ثابت تختاره. نحتفظ بالشرط الحدّي الذي 





المشاكل 1 > (7)1: إلا أننا لا نأخذه في الحسبان ف البرهان بالاستقراء. نقوم بذلك بأن نلاحظ أنه عندما 
3 <4 لا تعتمد العلاقة العؤدية مباشرة على (7)1. وهكذاء يمكننا استبدال (7)2 و (7)3 ب (7)1 
باعتبارهما حالات أساسية في برهاننا بالاستقراء؛ ونضع 2 > 20. لاحظ أننا تميّر بين الحالة الأساسيّة للعلاقة 
العَؤديّة (1 - #)؛ والحالتين الأساسيّنين للبرهان بالاستقراء (2 > 8« و 3 > 4). باستخدام 1 > (07)1 
نستننج من العلاقة العَؤديّة أن 4 > (7)2 و 5 > (7)3. وبمكن الآن استكمال البرهان بالاستقراء للعلاقة 
قله > (7)0 لابت ما 1 <ع. بأن نختار ع كبيرة كفاية بحيث يكون 2182 > (12 
و3183 >(7)3. وكما بيدو لناء فإن أي اعتيارٍ ل 2 <ع كاف للحالتين الأساسيّتين 2 - 2 
و 3-#. سيكون من السهل توسيع الشروط الحديّة لمعظم العلاقات العَؤْديّة التي سندرجها لجعل فرضية 
الاستقراء سارية عندما تكون قيم :7 صغيرة» ولن نوضّح هذا النوع من التفاصيل دائماً. 





صياغة تخمين جيد 
لا يوج لسوء الحظء طريقة عامة لتخحمين الحلول الصحيحة للمعادلات العَؤديّة. يتطلب تخمين الحل خبرقٌ 
وأحيانًا بعض الإبداع. ولكن, لحسن الحظء هناك بعض الطرق الكسبيّة 5عثاوة:دعط التي يمكن أن تساعدك 
لتصبح مخمنًا جيدًا. يمكنك أيضًا استخدام شجرات العَؤدية» التي سنراها في المقطع 4.4 لتوليد تخمينات 
جيدة. 

إذا كانت العلاقة العَؤديّة مشابحة لعلاقةٍ صادفتك من قبل: فإن تخمين حل مشابه سيكون معقولاً. مثال: 
لتأحذ العلاقة العٌؤدية 

, + (17+ [2بها)27 > ()7 

التي تبدو صعبة بسبب القيمة "17" المضافة في محدد 7 في الطرف الأيمن. إلا أننا بالحدس نرى أن هذا الحد 
الإضافي غير قادر على التأثير تأثيا جوهريًا على حل العلاقة العَؤْدِيّة. عندما تكون 2 كبيرة» لن يكون الفارق 
بين [2/:] و 17+ [2/] كبيرا: كلاهها يقسم * إلى قسمين متعادلين تقريبًا. ومن ثم نخمن أن الحل هو 
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(0)218 - ()7: وهذا ما بمكنك التحقق منه باستخدام طربقة التعويض (انظر التمرين 6-3.4). 

هناك طريقة أخرى للحصول على تخمين جيّد تتمثل في برهان حدود عليا ودنيا غير ملاصقة للعلاقة 
العَؤديّةه ثم السعي لتقليل محال الربية. مثلأء قد نبدأ بحدٌ أدق للعلاقة العؤدية (19.4) من الشكل 
(2)0 - (7)0: وذلك لأن العلاقة القؤدية فيها الحد 2# ويمكننا البرهان على حد أعلى مبدئي هو 
(0)02 > ()7. بعد ذلك؛ نقوم تدريجيًا بتخفيض الحدّ الأعلى ورفع الحدّ الأدى حتى تتقارب إلى الح 
الصحيح الملاصق بالمقاربة: وهو (187 )9 > (70. 





حالات تتطلب دقةٌ 
في بعض الأحيان» يكون بإمكانك تخمين حدٌ مقارب صحيح لحل العلاقة العَؤْديّة: إلآ أنه يبدو أن العمليات 
الرياضيّة لا تسير على ما يرام في برهان الاستقراء. وعادة ما تكمن المشكلة في أن فرضيّة الاستقراء ليست 
بالقوّة الكافية لبرهان الحدّ بتفاصيله. وعندما تواجه مثل هذه العقبة» كثيرا ما تسمح مراجعة التخمين عن 
طريق طرح حدٌ من مرتبة أدى من الحلّ المخدمن بأن تسير العمليات الرباضيّة كما يجب. 
لندرسئ العلاقة العؤدية 
1+ (1)]/21 + ([2/ه)؟ د ()1 
نخمّن أن الحل هو ()0 > ()7: وتحاول أن نبيّن أن ١‏ > ()7 مع اختيار مناسب ل ©. بتعويض 
تخميننا في العلاقة العَؤدِيّة» نحصل على 
1+ [2/تاء + [2اجاء > 10 
1+يج ع 
وهذا لا يقتضي أن © > (70 مهما كان اختيار ©. وقد نرغب في محاولة حلٌ مخمّن أكبرء وليكن 
(0032 - (7)5. ومع أنه بمكننا التحمّق من هذا التخمين الأكبرء فإن تخميننا الأصلي أن الحل هو 
(00 > (70 صحيح. وحتى نبيّن ذلك؛ علينا في الواقع أن نضع فرضيّة استقراء أقوى. 
نرى بالحدس أن تخميننا صحيح تقرينًا: فنحن بعيدون عنه بمقدار الثابت 1؛ وهو حد من درجة أصغر. 
إل أن الاستقراء الرياضي لا يتحقق حتى نبرهن الصيغة الدقيقة لفرضية الاستقراء. سنتجاوز هذه الصعوبة بأن 
نطرح من تخميننا السابق حدًا من هرتبة أصغر؛ فيصبح تخميننا الجديد 04-4 ك (700 حيث 0< 4 
ثابت. لدينا الآن 
1+ 2ك - [2«اء) + (4 - زة/ساء) > 70 
00-24+1 - 
هحه > 


مادام 1 < 4. ومثلما سبق» يجب اختيار الثابت » كبيرا كفاية ليحقق الشروط الحدية. 
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قد تحد فكرة طرح حدّ من مرتبة أصغر غير بديهية. ولكن في النهاية؛ إذا كانت العمليات الرياضيّة لا تتم 
كما يجب ألا يجدر ينا أن نزيد تخميننا قليلً؟ ليس بالضرورة! عندما نستخدم الاستقراء الرياضي لبرهان حد 
أعلى» قد يكون في الواقع برهان حدّ أضعف أكثر صعوية» لأننا تحتاج عند برهان هذا الحد الأضعف إلى 
استخدام الحد الأضعف نفسه عَوْديًا في البرهان: في مثالنا الحالي» وعندما تتضمن العلاقة العَؤدية أكثر من 
حد عَؤْدي واحدء قمنا بطرح الحد ذي المرتبة الدنيا من الحد المقترح مرةٌ لكل حد عَؤْدي. ففي المثال السابق» 
طرحنا الثابت 4 مرتين: مرةٌ للحد ([7)]/2: ومرة للحد ([7)]7/2. فانتهى بنا الأمر إلى المتراجحة 
1 +24 -ه > ()7: وكان من السهل إيجاد قيم ل 4 تجعل 1 + 24 - +0 أصغر من 61-4 
أو تساويه. 


تحاشي العثرات 
من السهل الوقوع في الخطأ عند استخدام التدوين المقارب. بإمكاننا مثلآء في العلاقة العَؤديّة (19.4)» أن 
برهن خطأ أن ()0 > (7)5 بأن تمن :© > (7)5 وأن نناقش 
«+ (ز2/جاء)2 > 77 
1+ه© > 
خطأ !! > ,0000 ع 
إذ إن © ثابت. والخطأ هو أننا لم نرهن الصيغة الدقيقة لفرضية الاستقراء؛ وهي © > (7)7. إذن» سنبرهن 
صراحةٌ أن © > (7)5 عندما نريد أن نبين أن ()0 > (17)0. 
تغيير المتحولات 
في بعض الأحيان» قد تساعد عملية جبريّة صغيرة على أن تجعل علاقةٌ عَوْديّة غير معروفة مشابمةٌ لأخرى 
رأيتها قبلاً. مثلا. لتكن لدينا العلاقة العؤديّة 
,هاج ([ح])27 - (7 
التي تبدو صعبة. إلا أنه يمكتنا أن نبسط هذه العلاقة العَؤديّة باستخدام تغيير المتحولات. وللتبسيط؛ لن نمتم 
بأمر تدوير القيم مثل 75/: لتكون طبيعيّة. وبإعادة تسمية 18 > :7 نحصل على 
. + (27)2”/2 > (7)2 
يمكننا الآن إعادة تسمية (”:7)2 > (:5)77 لنحصل على العلاقة العؤدية الجديدة 
, 7+ (2502/2 > (م)ى 
التي تشابه كثيرا العلاقة (19.4). وف الحقيقة فإن العلاقة التكرارية الحديدة لما الحل نفسه 


018 - ()5. وبالعؤدة من (5)0 إلى ()7: تحصل على 
. («ها ها ه00 > (سجهاه)0 - (م)د - (7)2 - ()1 
تمارين 
1-4 
بين أن حل العلاقة +« + (1 -7)1 - (1)0 هو (0)02. 
234 
بين أن حل العلاقة 1 + ([7)]7/2 > (702 هو (2ه0)1. 
3-4 
رأينا أن حل « + ([27)]5/2 > (7)2 هو (0)2187. بيّن أن حل هذه العلاقة العٌؤدية هو أيضًا 
(2)18. استنتج أن الحل هو («ها +)©. 
44 
بين أنه يمكننا بتغييّر فرضية الاستقراء» أن نتجاوز المشكلة المتعلقة بالشرط الحدي 1 > (7)1 في العلاقة 
القؤدية (19.4) دون أن نضبط الشروط الحديّة المتعلقة بالبرهان بالاستقراء. 
54 
بيَنْ أن (:18 © هو الحل للعلاقة الحديّة "الدقيقة" (3.4) للفرز بالدمج. 
64 
بينْ أن حل العلاقة +« + (17 + [21")|7/2 > (م)17 هو (0:ع[0)2. 
24 
يمكنك باستخدام الطريقة الرئيسة في المقطع 5.4 أن تبيّن أن حل العلاقة العَؤديّة « + (41)1/3 > (7:01 
هو (108:4)© > (7)5. بيّن أن طريقة التعويض غير قادرة على برهان الفرضية 08:4!ب:ع ك (7)8. ثم بيّن 
كيف يسمح طرح حد أدنى مرتبة بإتمام البرهان بالتعويض. 
8-4 
يمكنك باستخدام الطريقة الرئيسة في المقطع 5.4 أن تبيّن أن حل العلاقة العَؤْديّة « + (47)/2 > ()"7 
هو (22)© > (7)5. بيّن أن طريقة التعويض غير قادرة على برهان الفرضية 22 > (7)05. ثم بين كيف 
يسمح طرح حد أدى مرتبة بإتمام البرهان بالتعويض. 
94 
حل العلاقة العَؤديّة :ه10 + (37)071 > (7)2 بإجراء تغيير في المتحولات. يجب أن يكون حلّك ملاصمًا 
بالمقاربة. ولا تعبأ بكون القيم طبيعية أو لا. 
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طريقة شجرة العَؤْديّة لحل العلاقات العَؤدية 

على الرغم من أن بمقدورك استخدام طريقة التعويض لنقدّم برهانًا موجرًا لصحة حل علاقة عَؤْدية ماء إلا أنه 
قد يصعب عليك في بعض الأحيان التكهن بتخمين كما فعلنا ف 
تحليلنا للعلاقة العؤدية للفرز بالدمج في المقطع 2.3.2 طريقةٌ ميا كل عقدة في 
شجرة التعودية + «0ذعملاء76 كلفة مسألة جزئية واحدة موجودة في مكان ما داخخل بمجموعة الاستدعاءات 
. بخمع الكلف داخل كل مستوى من الشجرة لنحصل على مجموعة من التكاليف وفق المستويات؛ ثم 
بجمع هذه الكلف كلها لنحسب الكلفة الكلّية لكل المستويات في الاستدعاءات العؤدية. 












هي أنحا تولّد تخميئًا جيدًاء ليجري التحقق منه فيما بعد باستخخدام 
طريقة التعويض. عندما تُستخدم شجرة العَوِ للحصول على تخمين جيّد. يمكنك دائمًا التسامح مع قدر 
قليل من "عدم الدقة"؛ إذ 


شجرة العَؤديّة» وتجمع التكاليف» يمكنك استخدامها برهانًا مباشرّ 


أحسن ما تقوم به شجرة 





ستقوم لاحمًا بالتحقق من تخمينك. ولكن إذا كنت حريضًا جدًا وأنت ترسم 








العلا 





ستستخدم شجرات 
الغؤدية» في هذا المقطع لنوليد تخمينات جيدة؛ وسنستخدمها في المقطع 6.4 لنبرهن مباشرة المبرهنة التي تكن 
الأساس للطريقة الرئيسة. 

سنجد؛ على سبيل المثال» كيف يمكن لشجرة غَوْدية أن تعطي تخميئًا جيدًا للعلاقة العؤدية 
(902 + ([37)1/4 > (7)0. نبدأ بالتركيز على البحث عن حدٌ أعلى للحل. ولما كنا نعرف أنه لا أثر 
عادة لدوال الأسقف والأرضيات في حل العلاقات العَؤدية (هذا مثال على عدم الدقة الذي يمكننا القبول به 
هنا)» فإننا سننشئ شجرة الغؤدية للعلاقة العؤدية 2ع + (37)/4 - ()7 معلنين بأن المعامل الثابت 
المستخدم هو 0 < ©. 

يييّن الشكل 5.4 
من قوى 4 (مثال آخر عن عدم الدقة المقبول) بحيث تكون كل أحجام المسائل الحزئية أعدادًا صحيحة. 
الحزء (أ) من الشكل: (:7)03: التي ُوسّع في الزء (ب) إلى شجرة مكافعة تمثّل العلاقة الع 
في الجذر الكلفة ني أعلى مستوى من الاستدعاء الؤديء وتمثل الأشجار الفرعية الثلاث المتفرعة من اللحذر 
التكاليف الناتجة عن المسائل الحزئية التي قياسها 8/4. يديّن الجزء (ت) هذه العمليّة مكيّرة خطوة أخرى بنشر 
كل عقدة كلفتها (7)/4 من الجزء (ب). وكلفة كل من الأبناء الثلائة للجذر هي 6001/4(2. ونتابع نشر 
كل الشجرة بأن نفرّعها إلى الأجزاء التي تكون منها تبعًا للعلاقة العَؤديّة. 

الماكانت أحجام المسائل اقص بمعامل 4 كلما نزلنا من مستوى إلى المستوى الأدنى منهء كان 
لا بدّ لنا من الوصول إلى شرطٍ حدّي. ولكن كم يبعد المذر عن مثل هذا الحد؟ إن حجم المسألة |' 
العقدةٍ عمقها : هو 02/46 إذن سيصل حجم المسألة :١‏ 
يكافئه من أن :7 .ه10 > :. إذن يكون للشجرة 1 + 2 وعو! مستوى (على الأعماق +يهه!,... ,2 ,0,1). 





شجرة العؤدية للعلاقة 2ع + (310/4 > (7)01. وللسهولة؛ نفترض أن 7 
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الشكل 5.4 بناء ش للعلاقة 2:ه + (370:/4 - (700. بين الجزء (أ) (700 التي ننشرها تدرئيًا 









في الأجزاء (ب)-رث) 


1 + يها مستوى). 





ون شجرة العؤديّة. بيلغ ارتفاع الشجرة المنشورة كليًا في الحزء (ث) :يهما (وفيها 


بعد ذلك تحدّد كلفة كل مستوى من الشجرة. يضم كل مستوى ثلاثة أضعاف العُقد الموحودة في 
المستوى الذي يعلوه: وبذلك يكون عدد العقد على العمق : مساويًا 34. ولما كان حجم المسائل الحزئية 
ينقص وفق عامل يساوي 4 لكل مستوى تَنَْل إليه بدءًا من المذرء تكون كلفة كل عقدة على العمق » 
عندما 2-1و0,1,2,...,108 - 4 مساوية 5/4(2)©. وبضرب هذه الكلفة يعدد العقد في 
المستوى 24 تكون الكلفة الكلية على العمق 4: عندما 47-1ه0,1,2....,108 - 4 مساوية 
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ل 2 أ(3/16) > 3160/4(2 ويضم أدن المستويات: وهو على العمق 7#يهولء) ما مقداره 
3مام - 310845 عقدة؛ كل منها يساهم بكلفة (7)1: إذن من أجل كلفة كليّة مساوية ل (98431)1اج, 
وهي (9)108:3: إذ إننا نفترض أن (7)1 ثابت. 

بجمع الآن التكاليف على كل المستويات لنحدّد كلفة الشجرة بأكملها: 


مهما 3 34 9 
37 به 3 3 -- 2ع ل + 2 
(3 كلمن + تين 1 )+ +2 + مح + ته > 1000 


اسريهما 


1 


1 
(#3هليون + قن ف 
2 

_ 3/16(065-1 
00 03/167-1 


تبدو الصيغة الأخيرة التي توصلنا إليها فوضوية بعض الشيء: وذلك حتى نتذكر بحددًا أنه بإمكاننا الاستفادة 


(باستخدام المعادلة (أ.5)) (#63كلم)ن + تين 


من القليل من عدم الدقة ونستخدم سلسلة هندسية متناقصة لا نحائية كحدٌ أعلى. فإذا عدنا إلى الوراء عمطوة 
واحدة وطبقنا المعادلة (الملحق أ.6): يكون لدينا: 
1ط يلاها 


ردسموو عن (ك) 3 - 1700 
2 


(3 اومن + تين 06 5 * 


20 


(سسيوه بك - 
02 - 
إذن» اشتققنا تخميئًا بأن (0)22 > (7)5 من علاقتنا العؤدية الأصلية ( 22)© + ([31')|:/4 > ()7. 
تشكّل معاملات الحدّ 2ع في هذا المثال سلسلة هندسية متناقصة» وباستخدام المعادلة في (الملحق أ.6): 
يمكن حدّ بجموع هذه المعاملات من الأعلى بالثابت 16/13. ولماكانت مساهمة الجذر في الكلفة الكلية هي 
2م فإن المذر يساهم بحزء ثابت من هذه الكلفة. وبعبارة أخرى: تسيطر كلفة الجذر على الكلفة الكلية 
للشحرة. 
إن (002 هو في الواقع حدٌ أعلى للعلا 
يكون هذا الحد ملاصمًا. لماذا؟ يساهم الاستدعاء العَؤْدي الأول بكلفة (9)52 إِذَا يجب أن ي 
حدًا أدق للعلاقة القؤدية. 


إديق» وهذا ما ستتحقق منه بعد قليل؛ إذن يجب أن 
إن (20)02 
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( ه001 الكلفة الكلية 


الشكل 6.4 شجرة عَوْدِيّة للعلاقة الَؤدية « + (7)27/3 + (701/3 > (100, 


بمقدورنا الآن أن نستخدم طريقة التعويض للتحقق من أن تخميننا صحيح؛ أي إن (0)82 - (7)7 هو 
حد أعلى للعلاقة الٌؤدية (82)© + ([310]2/4 - (7)2. نريد أن نبيّن أن 42 > ()7 لثابت 
0 < 4. باستخدام الثابت 0 < © نفسه الذي استخدمناه من قبل؛ يكون لدينا 
تس + ([4/ها)37 > ()1 
قن + #ز4/ماهة > 
تن + 3400/4(2 > 
+ ا - 
مه > 
حيث تكون الخطوة الأخيرة محققة مادام ء(16/3) < 4. 
يبيّن الشكل 6,4 مثالاً آر أشد تعقيدًا لشجرة العٌؤدية للعلاقة 
٠.‏ 000 + (1)22/3 + (7)0/3 > ()7 
(تحذفء ثانية دالّي السقف والأرضية بمدف التبسيط.) وكما سبق» نجعل » يثل العامل الثابت في الحدّ 
(:00. وعندما بجمع القيم لمستويات شجرة العؤدية المبينة في الشكل؛ نحصل على القيمة © لكل مستوى 
من المستويات. وأطول مسار بسيط من الجذر إلى ورقة هو 7 -» «(2/3) -. 2/3(2) - ..: -ه 1. ولا 
كان 1 - + “(2/3) عندما « يروهه! ح عاء فإن ارتفاع الشجرة يساوي 7 جرو108. 
انتوقع بالحدس أن عكية ل انلع لعز رعلا ا ا 0 
أو (021087 > (دروهه1:ه)0. يبين الشكل 6.4 المستويات العليا فقط من 
كل المستويات بكلفة «. لنأخذ كلفة الأوراق. لو كانت شحرة 
وروههاء لكان هناك 1063/2 - 2085/2 ورقة. ولما كانت كلفة كل ورقة ثابتةٌ» وحب أن تكون الكلفة 
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الكلية للأوراق (108::2)©: لما كان يروعه! ثابعًا أكبر تمامًا من 1, فإن هذه الكلفة هي (00)7:1871. 





زدية هذه ليست شجرة ثنائية كاملة» ولذلك فإن عدد أوراقها أقل من 1085/2 ورقة. أضف 





ولكن شجرة 
إلى ذلك أن مزيدًا من العقد الداخلية يختفي مع ابتعادنا عن الجذر. إذن» تساهم المستويات الأقرب إلى 
الأسفل في الكلفة الكليّة بكلفة أقل من :©. فالمستويات في الأسفل تساهم بأقل من ذلك. يمكننا البحث 
عن حساب دقيق لكل الكلف, ولكن تذَكز أننا نحاول فقط أن نأتي بتخمين نستخدمه فيما بعد في طريقة 
تخميئًا من الشكل (0)2187 للحدّ الأعلى 





التعويض؛ فدغنا نتسامح مع قلة الدقة هذهء ونحاول أن 
هو تخمين صحيح. 

يمكننا في الواقع؛ استخدام طريقة التعويض لتتحقق من أن (0)187 هو حد أعلى لحل العلاقة 
فيما يلي أن 2187 4 > (7)2 حيث 4 ثابت موجب مناسب. لدينا 





أ + (7)27/3 + (7)0/3 > 100 
ده + (2/3)ها (2/3)ك + (3/ه)ها (3/ه)ة ع 
(4)/3(183 ح مها (040/3) - 
هه + ((3/2)ع1 (4)2/3 - ها (4)2/3)+ 
ده + ((3/2)ها (25/3) + 3ها (4)00/3 واه 
+ (2عا(22/3) - 3هط(22/3) + 3ه١(4))/3‏ - هاه 
ه + (2/3 - 3جا)س 4 - نجول: 4 
. هله 4 > 


مادام ((2/3) - 83)/ع < 4: إذن؛ لم نكن مضطرين لإجراء حساب أكثر دقة للكلف في شجرة القؤدية. 


تمارين 

1-44 

استخدمٌ شجرة العَؤْدية لتحديد حد أعلى مقارب جيّد للعلاقة العؤدية « + ([37)171/2 > (7071. استخدم 
طريقة التعويض للتحقق من جوابك. 

244 

استخدمٌ شجة العَؤدية لتحديد حد أعلى مقارب جيّد للعلاقة العؤدية 2« + (7)2/2 > (701. استخدم 
طريقة التعويض للتحقق من جوابك. 

344 

استخدمٌ شجرة العؤدية لتحديد حد أعلى مقارب جيّد للعلاقة العَؤدية + + (2 + 4101/2 > (700. 


استخدم طريقة التعويض للنحقق من جوابك. 


5.4 


444 

استخخدمٌ شجرة العؤدية لتحديد حد أعلى مقارب جيّد للعلاقة العؤدية 1 + (1 -27)2 > (708. استخدم 
طريقة التعويض للتحقق من جوابك. 

54 

استخدمُ شجرة العَؤدية لتحديد ‏ حد أعلى مقارب جيّد لعلاقة العؤدية 
+ + (7)2/2 + (1 )7 > (7)0. استخخدم طريقة التعويض للتحقق من جوابك. 

644 

برهن باستخدام شجرة العؤدية أن حل العلاقة العَؤدية + + (1)27/3 + (7)2/3 > (101) حيث © 
ثابت, هو («هط2)0. 

274 

ارسم شجرة العٌؤدية للعلاقة »ع + ([470]7:/2 > (7)0: حيث ع ثابت وأعط حدًا مقارًا ملاصمًا لحلّها. 


تمق - باستخدام طريقة التعويض - من الحدّ الذي تقترحه. 





ة العؤدية لإعطاء حل ملاصق بالمقاربة للعلاقة القؤدية +ه + (7)8 + (4 -708 > (0700 
حيث 1 < ه و0 <ء ثوابت. 
9-4 
اتعدم ‏ اخبزة. التؤدية الإعطة لحل اللاتف الل لا ا 
 700( > 7)6( + 7))1- ©(:( +‏ حيث » ثابت حصور في لجال 1 > » > 0 و 0 <» ثابت 
أيضًا. 


الطريقة الرئيسة لحل العلاقات العؤدية 
نقدّم الطريقة الرئيسة 4وطاءم: ,ع؛وهدم "وصفة" لحل العلاقات العَؤْديّة من الشكل 
20 (6] + (ط»ا"ته - ()1 
حيث 1 < © و 1 < 8 ثابتان و ()/ دالة موجبة بالمقاربة. لاستخدام الطريقة الرئيسة؛ تحتاج إلى تذكر 
ثلاث حالات» يمكنك بعدها حل العديد من العلاقات العَؤْديّة بسهولة مطلقة: غالبًا بدون ورقة وقلم. 

تصف العلاقة العؤدية في (20:4) زمن تنفيذ خوارزمية تقسم مسألةٌ حجمها ‏ إلى © مسألة جزئية» كل 
منها حجمه 7/8: حيث 4 و اط ثابتان موجبان. تك المسائل الحزئية التي عددها 4 عَوْدبا كل منها في زمن 
(7)2/5. وتصف الدالة ()/م كلفة تقسيم المسألة وكلفة تجميع نتائج المسائل الحزئية. مثلاً تأخحذ العلاقة 
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العؤدية الناتجة عن خوارزمية شتراسن القيم 7 > 4 و 2 > ط و (9082 > ()/. 

إذ قد لا يكون 5/ عددًا طبيعيًا. إلا 
أن الاستعاضة عن كل من الحدود (/7)5 والتي عددها ه. سواء ب ([ط/7)|5 أو ب ([ط/])7 لا يؤثر 
على السلوك المقارب للعلاقة العَْدِيّة. (سنبرهن هذه الفرضية في المقطع القادم.) ولذلك عادةٌ ما بجد حذف 
دالتي الأرضية والسقف مناسبًا عند كتابة العلاقات العَؤديّة *فرْق-تسد" من هذا الشكل. 








المبرهنة الرئيسة 
تعتمد الطريقة الرئيسة على المرهنة الالية: 


مبرهة 1.4 (المبرهنة الرئيسة) 
لبكن 1  <‏ و 1 < ف ثابتين» ولتكن ()/ دالة. ولتكن (7)3 معرّفة على الأعداد الطبيعيّة بالعلاقة العؤدية 
()] + (طل)1» - (1 

حيث نفسر طا/« على أنما [/:7]) أو [8/:]. وعندها يكون ل (:)7 الحدود التالية بالمقاربة: 

1. إذاكان (»-6م6هلم)0 > (م)م حيث 0 < ع ثابت ماء فإن (6ه0لم)0 > (7)0. 

2 إذاكان (2هقنلم)ن ع (رصن فإن (موا © هملم)ن د ()7. 

3. إذاكان (»*0806ا»)2 > (م)م حيث 0 < »ع ثابت ماء وإذاكان () /ء > (ط/0)ره حيث 1 > »© 
ثابت ماء و + كبيرة كفاية» فإن (()/)© > (701. 8 


دعوناء قبل أن نطبق الممره ة على بعض الأمثلة؛ نمضي بعض الوقت في محاولة فهم هذه المبرهنة. 
نحن نقارن في كلء من الحالات الثلاث: الدالة (:5)م بالدالةٍ ©108:. يتحدّد حل العلاقة العَؤدية حدسيًا تبعًا 
الأكبر الدالتين. إذا كانت الدالة ©1965 هي الأكيرء كما في الحالة 1 فإن الحل هو (هههلم) 9 > (700. 
وإذا كانت الدالة (::)/ هي الأكبرء كما في الحالة 03 فإن الحل هو ((05/)© > (70. وإذا كانت 
الدالتان من القياس نفسه كما في الحالة 2: فإننا نضرب بعامل لوغاريتمي: ويكون الحل > (701 
(مها زمه - (دولءهملممة. 

يقف بيننا وبين هذا الحدسء أن نكون واعين لبعض التفاصيل التقنية. ففي الحالة الأولى: لا يكفي أن 
تكون ()/ أصغر من 08«6اي. بل يجب أن تكون أصغر منها حدوديا برااهة:«م«رادم. أي أن تكون ()/ 
أصغر بالمقاربة من 080#ا:: بعامل >© حيث 0 < ع ثابت. ولا يكفي في الحالة الثالثة أن تكون الدالة (7)/ر 
أكبر من 06826 بل يجب أن تكون أكبر منها حدوديّك ويجب أن تحقق شرط "الانتظام" أي 
(3)/© > (6/:)]ه. وعمومًا تحقّق هذا الشرط معظم الدوال امحدودة حدوديًا الي سندرسها. 
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لاحظ أن الحالات الثلاث لا تشمل كل حالات (2)/ الممكنة؛ فهناك فجوة تفصل بين الحالتين 1 
و 2 عندما تكون (8)/ أصغر من 0806 ولكن ليس أصغر حدوديًا. وبالمثل هناك قجوة تفصل بين 
الحالتين 2 و 3غ عندما تكون ()/ أكبر من ©ه106:: ولكن ليست أكبر حدوديًا. إذا وقعت الدالة (01// في 
إحدى هاتين الفجوتين الفاصلتين» أو إذا لم يتحقق شرط الانتظام في الحالة 3) لا يمكنك استخدام الطريقة 
الرئيسة لحل العلاقة القؤدية. 





استخدام الطريقة الرئيسة 
الاستخخدام الطريقة الرئيسة» نحدّد من المبرهنة الرئيسة أية حالة (إن وُحدت) تنطبق ونكتب اللحواب. 
لنأذ كمثال أول 
. « + (97)2/3 > 10 
لديناء في حالة هذه العلاقة العَؤديقه 9م و 3ع-ط و «-(2)/ء «يمذا لدينا 
(2م)ه ع 9 دا - كدلج وماكان (06:9-4ا)0 > (0)مرء حيث 1 > ع يمكننا تطبيق الحالة 1 من 
أن الحل هو (02)© - (700. 





المبرهنة الرئيسة» ونستنتج 
لنأععذ الآن 
,1+ (7)28/3 > 700 
حيث 1< 4 و5-3/2 و 02-1)/ و 21 "يرح #1/هاب 6ننهاج. تنطبق الحالة 22 لأن 
(1)© > (0404اه)6 > («ر, وهكذا يكون حل العلاقة الَؤدية (جا)© > (700. 
لدينا في حالة العلاقة العَؤدية 
, اهلع (3/4 - ()1 
3-ه و 4ع( و هاج ع 60م و (753كي)ن - ت هيرح فطلي ونا كان - (6)/ 
(»*2)154:3, حيث 0.2 ب » فإن الحالة 3 تنطبق إذا استطعنا أن نبيّن أن ()م تحقق شرط الانتظام. 
فإذا كانت +: كبيرة كفايق يكون لدينا ()تء ع هط :(3/4) > (1/4)ها (3):/4 > (ط/#)مره؛ حيث 
4 - ء. وهكذا يكون حل العلاقة العَؤديّة اعتمادًا على الحالة 3: (1872 :)© > (701. 
إن الطريقة الرئيسة لا تنطبق على العلاقة العَؤْدية 
, #عله+ (27/2 - ()1 
رغم أن لها الصيغة المناسبة: 2 - 4ه و 2 > ط و ها - (0)/ وج - 0856اج. قد تعتقد خطأ أن الحالة 
3 يجب أن تنطبق» لأن 1 > (5)م أكبر من + ح 1626 بالمقاربة: ولكن المشكلة أنما ليست أكير 
حدويًا . فالنسبة و ها - «/( ع ج) ع 6د0#ان/()م أصغر من © بالمقاربة مهما كانت قيمة الثابت 
ال موحب ©6. ومن ثم تقع العلاقة الَؤدية في الفجوة الفاصلة بين الحالة 2 والحالة 3. (انظر التمرين 2-6.4 
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لإيجاد حل لها.) 
لنستخدم الطريقة الرئيسية لحل العلاقات العؤدية التي رأيناها في المقطعين 1.4 و 2.4. إن العلاقة 
العؤدية (7,4) 


, 960 + (27)/2 - ()7 
بة العظمى والفرز بالدمج. (كما هو الحال دائمًاء 
أهملنا ذكر الحالة القاعدية في العلاقة العؤدية.) لدينا هنا 2 > © و 2 > م و (8)© - (5)/ء وبذلك يكون 
لدينا + > 8:2"اج > #06"اج. تنطبق الحالة 2: لأن (8)© > (2)/ء وبذلك يكون لدينا الحل 
(تهلم)ة - 100 

أما العلاقة القؤدية (17:4) 


توصّف أزمنة تنفيذ فرّق-تسد لكل من مسألة الصفيفة الحزئ. 





700 - 81)2/2( + 9)02( , 

فنوصّف زمن تنفيذ خوارزمية فرّق-تسد الأولى التي رأيناها لجداء المصفوفات. لدينا الآن 8 > » و 2 > طء 

(9:2 > (0)/: وبذلك يكون لدينا د - 8:8ان - #د#ثان. وما كانت 3« أكبر من (01)/ حدوديًا 

(أي (0)53-4 > (8)/ حيث 1 > م)؛ فإن الحالة 1 ت 
وأيراء لنأخذ العلاقة القؤدية (18.4). 





ويكون (3م)9 > (7)2. 





700 > 77)/2( + 9) , 

التي تصف زمن تنفيذ خوارزمية شتراسن. لدينا هنا 7 > ». و 2 > طء و (02© - (5)/رء وبذلك يكون 
لدينا 87"اي ك 0806اج. يإعادة كتابة 7 يهه! على أنما 7جإ1ء وبتذكر أن 2.81 > 187 > 2.80 نرى أن 
(-0)0187 > («)م حيث 0.8 > »6. وتنطبق الحالة 1 ثانية 





لدينا لحل (67لبر)ق > 700 


تمارين 

1-4 

استخدم الطريقة الرئيسة لتعطي حدودًا ملاصقة بالمقاربة للعلاقات العٌؤْدية التالية: 
أ. 1+ (27):/4 - 700 

ب. .+ (4/ه)27 - (1. 

ت. ++ 2/4 - ()7. 

ث. غم + (د/)27 - 710 


24 
يرغب الأستاذ قيصر 020585 بتطوبر خوارزمية جداء مصفوقات أسرع من خحوارزمية شتراسن بالمقارنة. 


6.4 * 
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ستستخدم خحوارزميته طريقة فرّق-تسدء مقسّمة إلى أجزاء قياسها 71/4 < 02/4 وستستغرق خخطوات التفريق 
والتجميع معًا زمًا (9)22. يحتاج لتحديد عدد المسائل الحزئية التي يحب أن تنشتها خوارزميته حتى يتفوق 
على خحوارزمية شتراسن. إذا أنشأث خوارزميته © مسألة جزئية» فإن العلاقة العؤدية لزمن التنفيذ (70 تصبح 
(2)© + (0701/4 > ()7. ما هي أكبر قيمة صحيحة ل » تكون بما وارزمية الأستاذ قيصر أسرع من 





خحوارزمية شتراسن بالمقاربة؟ 

3-4 

استخدم الطريقة الرئيسة لتبيّن أن حل العلاقة للبحث الثنائي (1)© + (701/2 > (701 هو 
(18)© > (70. (انظر التمرين 5-3.2 لوصف البحث الثنائي.) 





4-4 

هل يمكن تطبيق الطريقة الرئيسة على العلاقة العؤْدية هط 22 + (470/2 > (7)0؟ علّن. أعطٍ حدًا أعلى 
بالمقاربة لمذه العلاقة العّؤدية. 

4ك5ى *» 

لنأحذ شرط الانتظام ()/ء > (2/8)ل/ره حيث 1 > ع ثابت ماء الذي هو جزء من الحالة 3 من المبرهئة 
الرئيسة. أعطٍ مثالاً على ثابتين 1 < 4 و 1 < م ودالة (:0)/ تحقق كل الشروط في الحالة 3 من المبرهنة 
الرئيسة ما عدا شرط الانتظام. 





برهان المبرهنة الرئي 
يتضمن هذا المقطع برهان المبرهنة الرئيسة (المبرهنة 1.4). ولا حاجة إلى أن تفهم البرهان لكي تطبق هذه 
المرهنة 

إن البرهان يتألف من جزأين. يحلل الحزء الأول العلاقة القؤدية "الرئيسة ,6ا5هده" (20.4) مع الافتراض 
المبسّط أن (7)5 معرّفة فقط عند القوى الصحيحة ل 1 < ل أي عندما ...,1,8,52 - 2. ويعطي هذا 
الجزء كل الحدس اللازم للاقتناع بصحة المبرهنة الرئيسة. ويبيّن الجزء الثاني كيف يمكن تعميم التحليل السابق 
على كل الأعداد الطبيعيّة #, وذلك بتطبيق تقنيات رياضيّة لمسألة التعامل مع الأرضيات والأسقف. 

سنسرف في هذا المقطع: بعض الشيء في استخدام التدوين المقارب: وذلك ياستخدامه أحيانًا لوصف 
سلوك دوال معرّفة على قوى 8 الصحيحة فقط. تَدَكَرْ أن تعاريف التدوينات المقاربة تتطلب برهان الحدود 
لكل الأعداد الكبيرة كفاية» وليس لقوى ط فقط. ولكنء ل كان بمقدورنا وضع تدوينات مقاربة جديدة تنطبق 
على المجموعة [... ,2 ,0,1 > 54:4]: عوضًا عن الأعداد || فإن هذا التجاوز ضكيل الأهميّة. 

ومع ذلكء يجب أن نكون دائمًا متنبهين عندما نستخدم التدوين المقارب على نطاق محدود حتى لا 
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نتوصل إلى استنتاجات خاطئة. فعلى سبيل المثالء إذا برهنا أن (:0)7 > ()7 عندما تكون 2 قوة صحيحة 
ال 2: فإن هذا لا يضمن أن يكون (0)3 > ()7. إذ يمكن تعريف الدالة (:70 كما يلي 


لي 0 
ف 


حيث إن أفضل حد أعلى يمكن برهانه هنا هو (0)52 > ()7. لذلك؛ وبسبب هذا النوع من العواقب 
السيئة» فإننا لن نستخدم التدوين المقارب أبدًا على نطاق محدود دون أن نشير إلى ذلك بوضوح تام في 
السياق. 





760 - | 


4 البرهان في حالة القوى الصحيحة 
يمل المزء الأول من برهان المبرهنة الرئيسة العلاقة التؤدية (20.4) 

()] + (ط/«اكته - )7 
الواردة في الطريقة الرئيسة» مع الفرض بأن « هي قوّة صحيحة ل 1 < ظء حيث ليس بالضرورة أن تكون ط 
عددًا طبيعيًا. ينقسم التحليل إلى ثلاث توطنات. تختزل الأولى مسألة حل العلاق العامة إلى مسألة 
حساب عبارة فيها بجموع. وتحدّد التوطثة الثانية حدودًا على هذا المجموع. وتجمع التوطثة الثالثة سابقتيها ممًا 
لتبرهن نسخحة من المبرهنة الرئيسة عندما تكون +« إحدى القوى الصحيحة ل ط. 





توطئة 24 
ليكن 1 < 4 و 1 < ف ثابتينء ولتكن (8)/ دالة موجبة معرّفة على القوى الصحيحة ل ط. نعرّف ()7 
على القوى الصحيحة ل ط بالعلاقة العٌؤْدية 


21 كا (6)1 


3 5 ون 





حيث ] عدد صحيح موجب. إذن 
احندوهها 


0214 . (لطلج)زله 2 + (#مهملم)ن د ()1 


ل 
البرهان نستخدم شجرة العؤدية المدكورة في الشكل 7.4. إن كلفة جذر الشجرة هي (01)/» وله ه ايناء 
كلفة كل منهم (/7)/. (من المناسب أن تتعامل مع ج على أنه عدد طبيعي؛ ونخاصة عندما نعاين شحرة 
العؤدية, إلا أن ذلك غير ضروري رياضيً.) ولكل من هؤلاء الأبناء ج ابنّاء وهكذا هناك 42 عقدة على البعد 
2 من الجذرء كلفة كل منها (5/62)/. وف الحالة العامة» هناك 47 عقدة على البعد نر من الحذرء وكل منها 
كلفته (//5)م. كلفة كل ورقة هي (6)1 > (7)1: وكل ورقة هي على عمق 7نه0اء وذلك لأن 
1 - "0 0از/ه. وهناك #56هابج - "00ام ورقة في الشحرة. 
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مار 





مر 


(ط/ماره 





بسستشسه (70/8 3 (طزمار (طامار 


لخ لخر 


(تطارم) 2م سد (تط/ما ل “رمال طزمار رمال زمار ط/مار ‏ «تطرمال١‏ دمر تدزمر 


م خا غلم كلم خا للم خم لإرخل 


»م سس رمه (ل)ة زليه ... ()© ()© (0)ت (0)© زلأت زمه ()6 ()ت (لأت ريق 





5 














ا 66 عر 
معيو 

(/ط/م)ر اه ١١‏ + (»«"م)ه الكلقة الكليه 
1 


الشكل 7.4 شجر العؤديّة التي تولّدها العلاقة ()/ + (47)01/8 > ()7. إن هذه الشجرة هي شجرة كاملة 
ذات » فرعًا من كل عقدة مع 6/0606 ورقة» ارتفاعها « مهو1. بمد إلى اليمين من كل مستوى كلفته؛ وتعطي المعادلة 
(21.4) بمجموع هذه التكاليف. 


يمكن الوصول إلى المعادلة (21.4) ممع تكاليف كل المستويات في الشجرة» كما هو مبيّن في الشكل. 
كلفة العقد الداخخلية على العمق زر هو (/7:/8)//© وهكذا يكون المجموع لكل المستويات الداخلية 


يها 


. (لطل)زله 2 


يمثل هذا المجموع؛ في خوارزمية فرّق-تسد التي أنتجتهء تكاليف تقسيم المسائل إلى مسائل جزئية ومن ثم تجميع 
هذه المسائل الزئية. وتكون كلفة كل الأوراق (©6)80. وهي كلفة حل ©1080 مسأل جزئيةٌ ححم كل 
متها 1. . 





تقابل الحالات الثلاث ف المبرهنة الرئيسة» بالنظر إلى شجرة العؤدية الحالات التي تكون فيها الكلفة 
الكلية للشجرة (1) جلّها من كلف الأوراق (2) مورّعة بالتساوي في جميع مستويات الشجرة أو (3) جلّها في 
كلفة الجذر. 

يصف المجموع في العلاقة (21.4) كلفة خخطوات التقسيم والتجميع في حوارزمية فرّق-تسد التي أتتحت 
العلاقة. وتزوّدنا المبرهنة التالية بحدود مقاربة لنمو هذا امجموع. 
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توطئة 3.4 
ليكن 1 < 8ه و 1 < 8 ثابتين» ولتكن (2)/ دالة موجبة معرّفة على القوى الصحيحة ل (. يمكن إعطاء حدّ 
مقارب على القوى الصحيحة ل فط لدالة (9)5 معرّفة على القوى الصحيحة ل ط من الشكل 


03 
0224 (اطلع)رله 20 -9060 
0 

وذلك تبعًا للحالات التالية: 

1. إذاكان (»-5ه0#اج)0 > (م)ير حيث 0 < »ع ثابت ماء فإن (6م#هلم)0 > ()و. 

2 إذاكان (0602لم)ق ع زمار نإن (يمعا 6 ههلم)ن > (م)و. 

3. إذاكان ()/» > (ط/»)/ه» حيث 1 > ء ثابت ماء فإن (()/)© > ()و, لجميع قيم ‏ الكبيرة 
كفاية. 

البرهاث لدينا في الحالة 1: (»-3د08لم:)0 > ()ر: وهذا يقتضي أن (»-6هةه!(أن/م))0 > (أطله) ]. 

بالتعويض في المعادلة (22.4) تمد 


1-ن رجه 
03 : _- 6 0 0 > 00و 


دا 


نحد هذا امجموع في التدوين-0 بتفريق الحدود وبالتبسيط: فينئج عن ذلك سلسلة هندسية متزا! 





1 0 موه 6-ه وضامل 1 وم 
4 5 7 
م 2 عفار - )له 2 
76 2 
سيوم 
تون ١"‏ عمممرد 





موها كن 
عله موارر - 
84-1 ( : 


4-1 
,: 6-6 وهمار - 
لحي سدم 


لما كان ظ وع ثابتين» فباستطاعتنا إعادة كتابة العبارة الأخيرة كالتالي (©65هابج)0 > (كيج) نمه دههاج, 





وبتعويض هذه العبارة بالمجموع في المعادلة (23.4) تمد 


, (#هعلم)0 د زو 
وكذا نكون قد برهنا الحالة 1. 
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وما كانت الحالة 2 تفترض أن (6هةكلم) - (ىل فين (6هةها(لؤ/م))ه - (لذ/م. 
وبالتعويض ف المعادلة (24.4) بحد 


000 

24.4) . )له © 60و 
دك ده 

نحد هذا امجموع بالتدوين- © كما ف الحالة 1 ولكن لا نحصل هذه اللرّةِ على سلسلة هندسية؛ بل نكتشف 

هنا أن كل حدود المجموع متماثلة: 


لوهم سرهم 


العم 2 لل - 0 2 2 
10 120 
احن«يهها 
1 57 


.ووو نام د 


وبتعويض هذه العبارة بالمجموع في المعادلة (24.4) بحد 
(ديهها» ههلم)ة > 60و 
, مول عهميمو د 
ويهذا نكون قد برهنا الحالة 2. 
رن الحالة 3 بطريقة ممائلة. فلما كان (2)/ يظهر في التعريف (22.4) للدالة ()و؛ وما كانت كل 
حدود الدالة (7)2 موجبة يمكتنا استنتاج أن ((2)/)0 > (9)2 لقوى 8 الصحيحة. نفترض في نص 
التوطئة أن (7)ت/ء > (2/8)ثره حيث 1 > ء ثابت ماء وقيم :: كلها كبيرة كفاية. نعيد كتابة هذه الفرضية 
كما يلي ()/(9/) > (/»)ل1» ونكرّر ذلك ز مرة؛ فنجد (0)]/(©/) > (/6/)م/: أو ما يكاففه 
(:) ]أ > (أط/ه) ]نم حيث نفترض أن قيم * في عمليات التكرار كبيرة كفاية. تحقق جميعٌ الحدود ما 
عدا عدد ثابت منها هذه المتراجحة؛ ويكون أصغر الحدود التي لا يحققها +-/3/8: والذي يتحقق من أجله 
أن (0)1 ع (1-لطم) زله. 
وبالتعويض في المعادلة (22.4) وبالتبسيط نحصل على سلسلة هندسية» ولكن حدود هذه السلسلة 
متناقصة» خلانًا للحالة 1. نستخدم الحد (0)1 لنختزل فيه كل الحدود التي لا تحقق فرضيتنا بأن « كبيرة 
كفاية: 





اتسجرووها 
(تطب«)زلم 2 - ومو 
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ايها 
(0)0 + جمركء - 
220 


مجك !حمر > 





0 
2 
(مه+ (يشم) دم/ - 
, 006 - 
وذلك لأن ء ثابت. وهكذا يمكننا أن نستتتج أن ((9)/03 > (0)5 لقوى ( الصحيحة. وبإتمام برهان 
الحالة 3 يكون قد تمّ برهان التوطثة. 8 


يمكتنا الآن برهان نسخة من المبرهنة الرئيسة في الحالة التي تكون فيها « قو صحيحة ل 2. 


توطلة 4.4 
ليكن 1 < © و 1 < 8 ثابتين» ولتكن ()/ دالة موجبة معرّفة على القوى الصحيحة ل (. نعرّف (170 
على القوى الصحيحة ل ث بالعلاقة العؤْدية التالية: 


1>- دكا (6)1© 
, أطعسم نز (0),] + (ط/:)01. 


حيث ‏ عدد طبيعي. وعندها يمكن حدٌّ (7)2 بالمقاربة عند القوى الصحيحة ل 8 كالتالي: 


ا 555 


1. إذاكانء (6-4هههل,)0 > (م)م حيث 0 < ع ثابت ماء فإن (©هقهلم)ه > (10. 

2 إذاكان (هقتلم)9 ع رص فإن (يريز “دههلم)ن د (7)0. 

3 إذاكان (»*0806ام)2 > (0)م حيث 0 < ع ثابت ماء وإذاكان () ء > (/)ثره حيث 1 > » 
ثابت ماء و «كبيرة كفاية, فإن ((/)© > (7)0. 


البرهان نستخدم الحدود في التوطنة 3.4 لنقدّر امجموع (21.4) من التوطئة 2.4. في الحالة 1 بد 


(#علم)م + (“متملومن د رن 
, هملق د 
وفي الحالة 2 
زديل هدلوو + (“مقكلم)9 د رين 


(مهلة ملق 


وفي الحالة 3 
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(0) )9 + [الليييدن كت - 100 
, 906 - 
لأن (#خه فلمو د زوم 3 


4 الأرضيات والأسقف 

لإتمام برهان المبرهنة الرئيسة؛ علينا أن نوسّع تحليلنا ليشمل الحالة التي تكون فيها الأرضيات والأسقف 20078 
وعدنانءه لوده مستخدمة في العلاقة العَؤدية الرئيسة» بحيث تكون العلاقة العٌؤدية معرّفة على كل الأعداد 
الصحيحة؛ وليس على القوى الصحيحة ل ط فقط. من السهل الحصول على حدٌّ أدى للدالة 


0225.4 ()] + ([ط/«])"ته - )1 
وعلى حدّ أعلى للدالة 
.026 (م + (إف/سا"ته - )7 


إذ يمكن دفع المتراجححة 0/8 < [7:/8] إلى الحالة الأولى للحصول على النتيجة المطلوبة» يمكن دفع المتراجحة 

8/” > [ط/"] إلى الحالة الثانية. إن إيجاد حدّ أدى للعلاقة القؤدية (26.4) يتطلب استخدام الطريقة نفسها 
لإيجاد حدّ أعلى للعلاقة العؤدية (25.4) ولذلك؛ فإننا سنكتفي بتقدم حدٌّ للأخيرة. 

نير شجرة العؤدية في الشكل 7.4 لنولّد شجرة التؤدية في الشكل 8.4. ومع نزولنا في شجرة القؤدية؛ 

نحصل على سلسلة من الاستدعاءات العٌؤدية على المْحدّدات. 

70 

, أط/ما 

إط/اط/ما] 

[ف/إق/افما]] 


لنسمٌ ::: العنصر ذا الرقم نر في المتتالية» حيث 


,درا لبه 40 
0227 0<زا قر له 


غرضنا الأول هو أن تحدّد العمق ع/ بحيث يكون .رن ثابئّك باستخخدام المتراجحة 1 + * > []» نحصل على 
ك 70 
211 
2+1 كيه 
5201 
221 


ب 
22+22 كو 


كي 
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ما 





مار 


ا مسو 


(رماكرة ‏ سوسسيسست (إمال 2 مار زمار 


خاى اخشر اخر هل 


زممالةة ف زدمال ١‏ لدمال مال لممال - ضمال ‏ (دمال . فيمال - رومال ‏ زومال 


ا 0 





ز»«*ماة »ف زلمة (1)© (9)1 ... (900 (9)1 ()ت (1)© (1)ت (1/ت زلات (()© (1)ت (ل)ه 


سينا ئًهآ5 


رمام 81 + (»«!مت الكلفة الكلية 


7 


الشكل 8.4 شجرة القؤدية التي تولتها (0)/ + ([07)]/8 - (7)0. امحدد الغؤدي را معطى في 





اللعادلة (27,4). 
وعموماء لدينا 
وإذا جعلنا [:: ه10] - تر تحصل على 
م 1 
1ن + لدوم > االمقدالاة 
0 7 





5 1 
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وهكذا نرى أنه عند العمق [ و106]ء يكون حجم المسألة على الأكثر ثابنًا. 


ومن الشكل 8.4 نرى أنّ 
نموملا 


0و2 00 2 + (“مقهلبمن - (70 
70 
وهي علاقة مشايحة كثيا للمعادلة (21.4): باستثناء كون « عددًا صحيحًا اختيارباء ولا ينحصر في مجموعة 
القوى الصحيحة ل ط. 
يمكننا الآن حساب قيمة المجموع 
لاوهملا 
.29 ()زله 0 060و 
1-0 


من المعادلة (28.4): وبطريقة مشايحة لبرهان التوطئة 3.4. تبداً بالحالة 3: إذا كان ()/ء > ([ط/]) ره 
عندما (1 - 8)/ط + ط < 0# حيث 1 >ء ثابت؛ فهذا يستنبع أن يكون (1)/أء > (ر)/له. ولهذا 
السبب يمكن حساب المجموع في لمعادلة (29.4) تمامًا كما في التوطئة 3.4. وفي الحالة 2, لدينا 
(0*6لم)ن > (م)م. إذا استطعنا أن نبيّن أن (6هةه'(لن »)0 - (له/ “هههلمن - ررم)ر: كان 
بمقدورنا إتمام البرهان في الحالة 2 من التوطثة 3.4. لاحظ أن [:7نهه] > آر يقتضي 1 > 8//ط. إن الحد 
(0)10804 > (0)/ يقتضي وجود ثابت 0 < © بحيث يكون؛ مهما كان ١‏ كبيرًا كفاية» 


0 66 ك (به)ر 





"ده 


“لدم ننج » 





لأن 1((!5856 - ط)/ط + 1)ء ثابت. وهكذا نكون قد برهنا الحالة 2. وأما برهان الحالة 1» فممائل له 
تقريبًا. والفكرة الأساسية هي أن نبرهن الحدّ (>-6ه0)):/5/1('56 - (ر:#)مء وهذا مماثل للبرهان المقابل في 
الحالة 2: إلا أن العمليات الحبرية أكثر دقة. 

القد برهنا الآن الحدود العليا في المبرهنة الرئيسة على كل الأعداد الصحيحة 2: أما برهان الحدود الدنيا 
فمشابه لا سبق. 
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تمارين 

164 + : 
أعطٍ عبارة بسيطة ودقيقة ل في المعادلة (27.4) في الحالة التي يكون فيها 8 عددًا صحيحًا موجبًا بدلا من 
أن يكون عددًا حقيقيًا اختيارثًا. 

+ 064 

ببّن أنه إذا كان («*ها“*#"ا»)9 > (م)ي/ء حيث 0 < ء فإن حل العلاقة العؤدية العامة هو 
(م 1+مي| هداءم)9 > (7)0. وللتبسيط؛ اقنصر في تحليلك على القوى الصحيحة ل ط. 

+ 364 

بين أن في الحالة 3 من المبرهنة الرئيسة تكرارًا في الشروط» إذ إن شرط الانتظام ()كء > (/)/ه حيث 
1 > ثابت ماء يقتضي وجود ثابت 0 < » بحيث يكون (8+6 م#هلم) 92 - (0) /. 


1-4 أمثلة على العلاقات الكودية 
أعطٍ حدودًا عليا ودنيا ل (7)7 لكلٌ من العلاقات العَؤْدية التالية. افترض أن ()7 ثابت عندما 2 5 8. 
اجعل حدودك ملاصقة قدر الإمكان, وعلّل أجوبتك. 
أ. “+ (27)/2 - (76. 
ب. ++ (7)72/10 - 700 


ت. خم + (167)/4 - 100 


6 


.1)( - 77/3( + م‎ ٠. 
.1)( - ج. + (2/ه)77‎ 
.7( - 27/4( +1 ح.‎ 
.10( - 7)0- 2 + خ. ته‎ 
تكاليف تمرير الموسطات‎ 2-4 


نفترض في هذا الكتاب أن تمرير الموسطات في استدعاءات الإجرائيات يستغرق زمئًا ثابنّاء ولو كنا غرّر صفيفة 





من /2 عنصرًا. إن هذه || 





صحيحة في معظم الأنظمة لأن ما جُرّر هو مؤشر على هذه الصفيفة» وليس 
الصفيفة نفسها. تدرس هذه للسألة ملايسات استخدام ثلاث استراتيجيات لتمرير الموسطات. 
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صفيفة ممرّرة باستخدام مؤشر. الزمن هو: (1)© > عورالا. 
صفيفة ممرّرة بالنسخ. الزمن هو: (/0)© > 11106 حيث // حجم الصفيفة. 
صفيفة ممرّرة بنسخ الحزء الذي قد تنفذ إليه الإجرائية المستدعاة فقط. الزمن هو: 
(1 + م - و)© > مم11 إذا كانت الصفيفة الحزئية الممررة هي [9.. 4]2. 

. لتأخذ خوارزمية البحث الثنائي العؤدية للعثور على عدد في صفيفة مرتبة (انظر التمرين 5-3.2). أعط 
العلاقات العؤدية لأزمنة تنفيذ البحث الثنائي في أسوأ الحالات عندما تمرّر الصفيفات باستخدام كل 
طريقة من الطرق السابقة» وأعطٍ حدودًا عليا جيّدة لحلول العلاقات العؤدية. افترض أن // حجم 
المسألة الأصلية؛ و : حجم المسألة الحزئية. 

ب. أَعِدُ الحزء (أ) على خحوارزمية 2488068-5087 من المقطع 1.3.2. 

-3 أمثلة إضافية على العلاقات الودية 

عطٍ حدودًا عليا ودنيا مقاربة ل (7)71 لكل من العلاقات العَؤدية التالية. افترض أن (7)7 ثابت عندما تكون 

+ صغيرة كفاية. اجعل حدودك ملاصقة قدر الإمكانء وعلّل أحوبتك 

أ. هله + (47)/3 د (1. 


ب. ها /: + (310:/3 - (1010. 


01 


قم + (2/) 47 > (10. 


05 


.70( - 3101/3 - 2 + 2 
.10( > 27)/2( +/ | 


.10( > 70/2( + 7)/4( + 1)/8( + ٠ 


6١‏ اك اعنم 


100 - حم"‎ 1( + 1/# ٠ 
.1( - 1”) -1( د. «ها+‎ 
70 - 7-2 + ف «ها/1‎ 
70 - ر. «+ (ل )تل‎ 


4-4 أعداد فيبوئاتشي 
تقدّم هذه المسألة حصائص جديدة لأعداد فيبوناتشي المعرّفة بالعلاقة العؤدية (22.3). سوف تستخدم طريقة 
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الدوال المولّدة لحل علاقة فيبوناتشي العؤدية. نعف 1 الدالة المولّدة «منلءستت ج«نام »مع (أو سلسلة 
القوى الصورية ععذتء: مدوم امسره/) كالتالي: 





مم (١‏ د مم 
120 
+٠: ,‏ 2159 + 1327 + كوق + كه5 + 4ج3 + 3ج2 + 2ج + ع + 0 - (7)5 
حيث ,/ هو عدد فيبوناتشي ذو الترقيب 4. 
أ. بق أن (ه) 52 + (ه) 7ه + ه - (2)2 


ب. بين أن 
2 
2-0-7 
2 


0 0-2( 


2) 

















ث. استخدم الجزء (ت) برهن أن 0/5/أن - 5 عندما 0< 4 مدوّرة إلى أقرب عدد صحيح. 
(للميح: لاحظ أن 1 > [6م|.) 

5-4 اختبار رقاقات 51.آ/1 

لدى الأستاذ ديوجينس < رقاقة 51.]/ا؟ من المفترض أن تكون متماثلة: والقادرة من حيث المبدأ على أن 

تُستخدم لاختبار بعضها بعضًا. تُستخدم لوحة اختبار الأستاذ رقاقتين في الوقت نفسه. عندما تكون اللوحة 


' تعني ٠/5]‏ "ددنادمههاها اهعد عيهردا رمعم" وهي تقانة رقاقات الدارات المتكاملة المستخدمة في تصنيع معظم 
المعالحات الصغْرّية اليوم.. 
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١ة‏ أو سيئة! 





محملة» تختبر كل رقاقةٍ الرقاقة الأخرى وتبيّن حالتها (ب فإذا كانت الرقاقة جيدة؛ فإنما تعطي 
بيانًا صحيحًا دائمًا عن حالة الرقاقة الأخرى؛ غير أن الأستاذ لا يمكن أن يثق بحواب شريحة سيكئة. لذاء فإن 
نتائج الاختبار الأربعة الممكنة هي كالتالي: 


بيان الرقاقة 4 بيان الرقاقة 8 التتيجة 

8 في حالة جيدة 4 ف حالة جيدة كلتاهما في حالة جيدة؛ أو كلتاهما في حالة سيئة 
8 في حالة جيدة ١١‏ 4 في حالة سيئة واحدة على الأقل في حالة سيئة 

8 في حالة سيئة 4 في حالة جيدة واحدة على الأقل في حالة سيئة 

8 في حالة سيئة 4 في حالة سيئة واحدة على الأقل في حالة سيئة 


أ. بيّن أنه إذا كانت 2/ رقاقة على الأقل في حالة سيئة» فإن الأستاذ لا يستطيع تحديد الرقاقات الميّدة 
مهما كانت الاستراتيجية التي يعتمدها باستخدام هذا النوع من الاختبارات الثنائية. افترضن أن الرقاقات 
السيئة تتواطأ لتخخدع الأستاذ. 


ب. لنتأمل في مساألة العثور على رقاقة جيّدة واحدة من بين < رقاقة؛ بافتراض وجود أكثر من 7/2 رقاقة 
ين أن [7/2] اختبارًا ثنائيًا كاف لاختزال المسألة إلى مسألة أخرى بنصف الحجم تقرينًا. 





ات. بين أنه يمكن معرفة الرقاقات الميّدة ب (2)© اختبارًا ثنائيّ بافتراض وجود أكثر من 71/2 رقاقة جيدة. 
أعطٍ العلاقة العؤدية التي تصف عدد الاختبارات ثم خلّها. 
6-4 صفيفات مونج 
نقول عن صفيفة / مؤلفة من :<< :7 عددًا حقيقيًا إغا صفيفة مونج «رممجاء ع«ها1 إذا تحقّق 
٠‏ [زل]4 + [ان]ه > [انا]ة + [زن]اه 
أُاكان ؛ و رو 6 و ] حيث + > غم >1 >1 و :>1 > رك1. 
وبعبارة أخرى: عندما نختار صفين وعمودين من صفيفة مونج؛ وننظر إلى العناصر الأربعة على تقاطع 
السطرين والعمودين؛ يكون بجموع العنصرين الأعلى الأيسر والأدى الأيمن أصغر أو يساوي مجموع العنصرين 
الأدى الأيسر والأعلى الأيمن. مثلأء الصفيفة التالية هي صفيفة مونج: 
3 28 13 17 10 
3 29 16 22 17 
24 34 22 28 24 
3 37 32 44 45 


75 66 51 53 34 
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أ. برهن أن صفيفة ما هي صفيفة مونج إذا وفقط إذا كان لدينا 


٠‏ [زيآ + :]4 + [1 + ز,ئ]ا > [1 + ز,1 + :]ل + [زءف]4 
أباكان 1,2,.,7-1 د و احا 


(تلميح: فيما يتعلق بالجزء "إذا": استخدم الاستقراء على الأسطر والأعمدة على نحو منفصل.) 





حل 


).] الصفيفة التالية ليست صفيفة مونج. غير عنصرًا واحدًا حعلها صفيفة مونج. (تلميح: استخدم الجزء‎ ٠ 


3 22 :23 357 
هذا 7 21-62 
31 30 34 53 
6 9 13 32 
8 15 21 43 


. ليكن (0/ مؤشر العمود الذي يحوي أصغر عنصر إلى أقصى اليسار في السطر 4. برهن أن 


٠: > /)(‏ > (2)/ > (1)/ أيّاكان بُعدا « “7 صفيفة مونج. 


. لدينا هنا وصف لخوارزمية فرقّ-تسد تسب أصغر عنصر إلى أقصى اليسار في كل سطر من صفيفة 


موتج إ يُعداها :: > + 
أصغر عنصر إلى أقصى 
اليسار في كل سطر من '4. ثم احسب أصغر عنصر إلى أقصى اليسار في الأسطر المفردة من 4. 





ابن مصفوفة جزئية “4 من #4 تتألف من الأسطر الزوجية من 4. حدّد 


اشرح كيف يمكن حساب أصفر عنصر إلى أقصى اليسار في الأسطر المفردة من 4 في زمن 
(: + 008. (بافتراض أننا نعرف أصغر عنصر إلى اليسار في الأسطر الزوجيّة.) 


. أكتب العلاقة الؤدية التي تصن زمن تنفيذ الخوارزمية الموصّفة في الجزه (ث). بيّن أن حلّها هو 


(«همله + )0. 


ملاحظات الفصل 


تَعود بداياث طريقة فرّق-تسد لتصميم الخوارزميات إلى ما قبل 1962 في مقال ل «طناكلدمةك! و ههص01 


[194]. إلا أتا - تبعًا ل ممسعفء11 و «معمامة و كدمن8 [163]- قد تكون استخدمت قبل ذلك 


بكثير» فقد صمم ووداه6 .8 .© أول خوارزمية تحويل فوربيه السريع في 1805 حيث جَمرّئْ صياغة 5عدده© 
المسألة إلى مسائل جزئية أصغر ليكب حلوها ممًا. 


إن مسألة الصفيفة الحزئية الصغرى لمذكورة في المقطع 1.4 ما هي إلآ تعديلٌ طفيف على مسألة درسها 


إعااد8 [43] ف الفصل السابع. 
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القد أحدثت خوارزميةٌ شتراسن «عوعه:5 [325] الكثيرٌ من الإثارة عندما تُشرت في عام 41969 إذ إن 
قلّة قليلة فقط هم الذين كانوا يتخبيلون إمكانية إيجاد خوارزمية أسرع بالمقاربة من إجراء -088-318700ا50 
51817:انا3 الأساسي. ولقد أحريت تحسينات على الحدّ الأعلى لحداء المضفوفات منذ ذلك الحين. إن 
أكثر الخوارزميات فعالية بالمقاربة الحساب جداء مصفوقتين :7< :2 حتى يومنا هذا هي الخوارزمية المنسوبة إلى 
انهردعممه» و لدتودم ةللا [79]» وهي تحقق زمن تنفيذ (00:2376. أما أفضل حد أدى معروف» فهو 

الحد البديهي (2)2 (هو بديهي لأنه يجب ملء 2:: عنصرًا في مصفوفة اللنداء). 
أما من وجهة النظر العملية» فإن خوارزمية شتراسن ليست على الأغلب الطريقة المفضلة لحساب جداء 

المصفوفات» للأسباب الأربعة التالية: 

1. العامل الثابت المخحفي (9087 لزمن تنفيذ خحوارزمية شتراسن أكبر من العامل الثابت الموحود في 
(23)© لزمن تنفيذ إجراء /0171810ا1-)<488-1/1472نا50. 

2. عندما تكون المصفوفات متخلخلة #و,هرو؛ فإن الطرق المصممة لهذا النوع من المصفوفات أسرع. 

3. لا تتمتع خحوارزمية شتراسن بالاستقرار الرقمي نفسه لخوارزمية /:1.7121نا]!-غ0878-0147807ا50. وبعبارة 
أعرى» إن الدقة امحدودة للعمليات الحسابية امحوسبة على القيم غير الصحيحة تتسبب في تراكم أخطاء 
أكبر في خوارزمية شتراسن منها في خوارزمية لإناهةآنالا147807-2!-:418ا50. 

4. تستهلك المصفوفات الحزئية المنكوّنة في مستويات الاستدعاءات العؤدية الذاكرة. 

في عام 1990 تقريًا خشّفت الأبحاث من عمق أثر السببين الأخيرين. فقد برهن 57هطعة11 [167] أن الفرق 

في الاستقرار الرقمي كان مبالعًا فيه؛ فعلى الرغم من أن خحوارزمية شتراسن غير مستقرة رقميًا كفاية في بعض 

التطبيقات؛ إلا أنما في الحدود المقبولة في تطبيقات أخرى. يناقش لإعاذه8 و 6.آ و 00«أ5 [32] تقنياتٍ 

للحد من متطليات الذاكرة في خوارزمية شتراسن. 
عملي ُستحدم التنجيزات السريعة لحداء المصفوفات الكثيفة حوارزمية شتراسن للمصفوفات التي تتجاوز 

أحجامها "نقطة تحاوز" وتتحول إلى طريقة أبسط عندما يقل حجم المسألة الحزئية عن ثقطة التجاوز هذه. 

إن القيمة الدقيقة لنقطة التجاوز تتعلق كثيرا بالنظام الحاسوني. وقد أعطت الدراسات التي تجاهلت تأثير 

الذاكرة السريعة ع<اءوك والنقل عبر أنابيب عمنهناءمزم نقاط تماوز منخفضة حتى 8 > 2 (تبعًا ل دمقطعاقة 

[167)) أو 12 > : (تبعًا ل مقتمعلع]-وودة1 وآخرون [186]). فيما طوّر 110ءطلق'2 و ناهامء1ل< [82] 

منهجًا تكيفيًا لتحديد نقطة التجاوزء وذلك بتطبيق تحارب معيارية 110قداءمءم على الحزمة البريجية عند 

تنصيبها. ووجدا نقاط تحاوزٍ على أنظمة متنوعة تقع ما بين 400 - 2 و 2150 >8 ولم يتمكنا من إيجاد 

نقطة تحاوز على نظام أو نظامين. 
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بدأت دراسة العلاقات العَؤدية باكرًا في العام 1202 على يد فيبوناتشي مهمو6ة ..آ» الذي ميت 
أعداد فيبوناتشي باسعه. وأدخل دوموافر 20105 26 .4 طريقة الدوال المولّدة لحل العلاقات العَؤدية (انظر 
المسألة 4-4). الطريقة الرئيسة مستقاة من »80/1 و «عطلها] و 59 [44]: التي تقدّم طربقة موسّعة مبررة 
بالتمرين 2-6.4. ببيّن كل من طاناص؟ [209] و دانآ [237] كيف يمكن حل العلاقات العَوْديّة الخطيّة 
باستخدام طريقة الدوال المولّدة. ويضمَ كل من ممقعد و مم8 [287] او «ممطم,© و طاسمكز 
و عانمطاعهادط [152] نقاشًا موسّعًا حول حل العلاقات العَوْ 








قدّم العديد من الباحثين» ومنهم #تلى و تمد [13]؛ و معنامة [299] و هدمعلا [346] و مولا 
[360] طرثًا لحل علاقات عَوْديّة من نمط فرق-تسد أعمَ من تلك التي يمكن حلّها باستخدام الطريقة الرئيسة. 
ونشرح هنا نتيجة أعمال 4110 و :22ة8 التي عدَنها مماطهاع.1 [228]؛ والتي تنطبق على علاقات غَؤْدية 








,دك >1 كا 0ه 
اول وة< عا ()[ + (عرطاتيه 0 اه 
5 


٠‏ 1< + عدد حقيقي؛ 
٠‏ ولعدد ثابت بحيث يكون ,1/6 < ود و (ط -1/)1 < ود حيث عار ,1,2 ع ا 


٠‏ )إ ثابت موجب حيث 





1212 

٠‏ رط ثابت في المجال 1 > يط > 0 حيث #,... ,1,2 > غ 

٠‏ 1< عدد صحيح ثابت» 

٠‏ (<)] دالة موجبة تحقق شرط النمو الحدودي «مشته«م «ا«دم,ه-ام«مسرامط: يوجد ثابتان 
موجبان .6 و يع حيثء مهما كان 1< *ء و 4-1,2...,6: ومهما كان ا حيث 


+« كلا ك عترط يكون لدينا (:)ثريء > (/)/ ك («ترك. (إذا كان |(:)'/| محدودًا من الأعلى 








بكثير حدود ما ل *ء فإن الدالة (:)/ تحقق شرط النمو الحدودي. على سبيل المثال نحقق الدالة 
عد #عا “بد > (:)م هذا الشرط مهما كان الثابتان الحقيقيان © و 8.) 
وعلى الرغم من أنه لا يمكن تطبيق الطريقة الرئيسة على علاقات مثل - 700 





(:00 + ([7012/3 + ([7)]:/3: فإنه يمكن تطبيق طريقة نمه8-ههلى. ولحل العلاقة الع 
فإننا نوحد أولاً العدد الحقيقي الوحيد بم يحيث يكون 1 - #رطر» ,05. (إن م موجود دائمًا) وعندها يكون 
حل العلاقة العَؤْدية هو 
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د 0 سمه - رم 
قد يكون من الصعوبة بمكان استخدام طريقة 221ه8-لخ؛ ولكنها تفيد في حل علاقات عَوْديّة تنمذج 
تقسيم المسألة إلى مسائل جزئية مختلفة الحجم جوهريًا. أما الطريقة الرئيسة؛ فأسهل في الاستخدام؛ إلا أنه لا 
يمكن تطبيقها إلا عندما تكون أحجام المسائل الحزئية متساوية. 





5 


15 


التحليل الاحتمالي والخوارزميات ذات العشوائية المضافة 


يعرف هذا الفصل بالتحليل الاحتمالي والخوارزميات ذات العشوائية المضافة مه 5وبزلهصة عناونااطهطممم 
كسطاتمهاة 4«أمهلهم. فإذا لم تكن على معرفة بأسس نظرية الاحتمالات؛ فينبغي أن تقرأ الملحق-ت» 
الذي يستعرض هذه المادة. وسنعود في هذا الكتاب عدّة مرات إلى التحليل الاحتمالي والخوارزميات ذات 
العشوائية المضافة. 


مسألة التوظيف 


افترض أنك تريد أن توظف مساعدًا جديدًا في المكتب» وقد أخفقت محاولاتك السابقة للتوظيف» فقررت أن 
تلجأ إلى وكالة توظيف. سترسل لك وكالةٌ التوظيف مرشحًا كل يومء فتقابل ذلك الشخص 





ثم تفرّر توظيفه أو 





عدم توظيفه. وعليك أن تسد لوكالة التوظيف عمولة صغيرة مقابل إجراء مقابلة مع متقدّم ما. لكن سيكون 
توظيف متقدّم ما أكثر كلفة إذ عليك أن تستغني عن مساعدك الحالي وأن تسدد عمولة كبيرة إلى وكالة 
التوظيف. وتضمن لك الوكالة أن تقدم لك على الدوام الشخحصن الأفضل للمهمة المتاخ لديها. ولهذا السبب 
قررث أنه - بعد مقابلة كل متقدّم - إذا كان هذا المتقدّم أفضل من مساعدك الحالي؛ 
المساعد الحالي وتوظف المتقدّم المديد. لا مانع لديك من تسديد ثمن هذه الاسترات 
تقدير هذا الشمن. 


يعبر الإجراء 818-51574217 المعطى هناء عن استراتيجيّة التوظيف هذه بشبه رماز. ونفترض أن 





20 
أنلك ترغب في 





المرشحين لوظيفة مساعد المكتب مرثّمون من 1 إلى :7. يفترض الإجراء أنك قادرء بعد مقابلة المرشح ‏ على 
تحديد كون هذا المرشح : هو أفضل مرشح قابلته حتى ذلك الوقت. ينشئ الإجراء؛ بحدف التهيئة» مرشحًا 
ليا رقمه 0 هو الأسوأ من بين كل المرشحين الآخحرين. 





()1الم1واككة عمللا 

عأقلألهق تزتصصدل لع قتلهدوكمع! ج وز 0 عندلتلسى // 0عدعوءط 1 
2 10 #4 2 

عنمل ألصم بع العامة 3 
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غدعط عاملتقمى مقطا ععناعط كذ ) عتملتقمى كز 4 
]ع عووط 5 
علقلتقمف عمط 6 
يختلف نموذج الكلفة لهذه المسألة عن التموذج المشروح في الفصل 2. نحن لا تتم هنا بزمن تنفيق 
5151407ك8-تنسرققء بل بالكلفة الناتمة عن المقابلات والتوظيف. قد يبدو ظاهريًا أن تحليل كلفة هذه 
الخوارزمية مختلفٌ تمامًا عن تحليل زمن تنفيذ الفرز بالدمج مثلاء إلا أن طرق التحليل المستخدمة هي نفسها 
سواء أكنًا نحل كلفة أم زمن تنفيذ. قفي كلتا الحالتين» نحن نعدّ عدد مرات تنفيذ عمليات أساسيّة معينة. 
للمقابلة كلفة منخفضة, ولتكن :ع» على حين أن للتوظيف كلفة مرتفعة» ولتكن .ع. وليكن +7 عدد 
الأشخاص الموظفين. عندها تكون الكلفة الكليّة المقابلة لهذه الخوارزميات هي (6,73 + :0)6]7. ومهما كان 
عدد الأشخاص الذين نوظفهمء فإننا نقابل دائمًا # مرشحًاء وهكذا فإن كلفة المقابلات :© ستترتب دائمًا 
علينا. ولذلك فإننا ستركز على تحليل 6,7#: كلفة التوظيف. فهذه القيمة تتغير مع كل تنفيذ للخوارزمية. 
يفيد هذا السيناريو بوصفه نموذجًا لمنهجية عمل محوسب سائدة. فكثيرا ما نحتاج إلى إيجاد القيمة 
العظمى أو الصغرى لمتتالية ما بدراسة كل عنصر فيها والاحتفاظ "بالفائز" الحالي. إن مسألة التوظيف تنمذج 
مدى تكرار تغيبر رؤيتنا للعنصر الفائز حاليًا. 








تحليل أسوأ الحالات 
نقوم في أسوأ الحالات عمليًا بتوظيف كل مرشح نقابله. ويتحقق ذلك عندما يرد المرشحون بالترتيب 
التصاعدي من حيث الكفاءة, وفي هذه الحالة نوظف « مرة» بكلفة توظيف كليّة تبلغ (0)6,70. 

طبعًا لا يرد المرشحون دائمًا بالترتيب التصاعدي من حيث الكفاءة. وفي الحقيقة» لا علم لنا بترتيب 
ورودهم؛ وليس لنا أية قدرة على التأثير على هذا الترتيب: ولهذا السبب؛ من الطبيعي أن نتساءل عمّا نتوقع 
حدوثه في الحالة الاعتيادية أو الوسطى. 


التحليل الاحتمالي 

التحليل الاحتمالي ؟ذزاه:ه ءةوذازة هنهم هو استخدام الاحتمالات في تحليل المسائل؛ والأكثر شيوعًا 
هو أن نستخدم التحليل الاحتمالي لتحليل زمن تنفيذ خوارزمية ماء ولكننا نستخدمه أحيائًا لتحليل مقادير 
أخرى. مثل كلفة التوظيف في إجراء 11188-855157487. وللقيام بالتحليل الاحتمالي علينا أن نستخدم 
معرفتنا بتوّع المدُعلات الاحتمالي أو أن نفترض فرضيات بشأنه. ثم حل خوارزميتناء لحساب زمن التنفيذ 
المتوقع» ونحسب التوقع على توزيع المُدُخلات الممكنة. وهكذاء فإننا نقوم عمليًا بحساب متوسط زمن التنفيذ 
على كل المُدُخلات الممكنة. عندما تتحدث عن زمن تنقيذ مماثل لهذا الزمن» فإننا سنشير إليه على أنه صن 
السفيذ في الحالة الوسطى ما وتصصه عكمع-عههوده. 
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الفصل 5 / التحليل الاحتمالي والخوارزميات ذات العشوائية المضاقة 


يجب أن نكون حذرين عند تحديد تورّع المدخلات الاحتمالي. لأنه في بعض المسائلء يكون افتراض 
بعض الفرضيات بشأن مجموعة المُدْلات الممكنة مد 





ومكتنا عندها استخدام التحليل الاحتمالي 

ريقة لتصميم خوارزمية فعّالة» وكوسيلة للتعمق في فهم المسألة. أما في مسائل أخرى؛ فليس بمقدورنا 
توصيف توزيع معقول للدخخل؛ ولا يمكتنا في هذه الحالة استخدام التحليل الاحتمالي. 

يمكنناء فيما يخص مسألة التوظيف» افتراض أن المتقدّمين يأنون وفق ترتيب عشوائي. ولكن ماذا يعني 
ذلك في هذه المسألة؟ نفترض أنه بمقدورنا مقارنة أي مرشحَيْن وتحديد أيّ منهما هو الأنسبء أي إن هناك 
ترتيًا شاملاً للمرشحين. (انظر تعريف الترتيب الشامل في الملحق ب.) وهكذا يمكننا إعطاء كل مرشح مرتبةٌ 
هي عدد وحيد بين 1 و ؛ وذلك باستخدام (78716)1 للإشارة إلى مرتبة المتقدّم » وباعتماد فرضية أن المرتبة 
الأعلى تقابل متقدمًا أكثر كفاءةً. إن القائمة المرتبة ((7671/6071,... ,(87/)1(,7671/4)2”) هي تبديل على 
القائمة (1,2....,2). إن قولنا بأن المتقدّمين يأتون وفق ترتيب عشوائي يكافئ أن نقول إنه من الممكن أن 
تكون قائمة المراتب هي أي تبديل من تباديل الأعداد من 1 إلى 2: والتي يبلغ عددها !:: وذلك باحتمال 





متسارٍ. أو بطربقة أخرىه نقول إن الراتب تشكّل تبديلاٌ عشواي منعظما «ممهسهم مهلام 
عسوي أي إن كل التباديل الممكنة» وعددها !2 ترد باحتمال متساوٍ. 
يحتوي المقطع 5 تحليلاً احتماليًا لمسألة التوظيف. 


الخوارزميات ذات العشوائية المضافة 


تحتاج» لاستخدام التحليل الاحتمالي؛ إلى بعض المعلومات عن تورّع المُدُخلات. ولي 





هذه المعرفة تمذجةٌ محوسبة. ومع ذلك؛ يمكننا في كثير من الأحيان: استخدام الاحتمالات والعشوا 
لتصميم الخوارزميات وتحليلهاء بأن بجعل سلوك جزء من ال خوارزمية عشوائيًا. 

قد ييدوء في مسألة التوظيف, أن المرشحين يُرسَلونَ إلينا وذ 
نعرف إذا كانوا يُرسَلون كذلك فعلاً. وهذا السيب» 





ليس بمقدورنا أن 
ب أن نزيد في التحكم في ترتيب مقابلات المرشحين» 
كي نتمكن من تطوبر خوارزمية ذات عشوائية مضافة لمسألة التوظيف. لذاء سنغيّر النموذج قليلاً. سنقول أن 
لدى وكالة التوظيف + مرسّحًاء ونا ترسل لنا سلمًا قائمٌ بلمرشحين. وني كل يوم؛ نحن نختار عشوائيًا المرشح 





رتيب عشوائي. ول 





الذي سنقابله. ومع أننا لا نعرف شينًا عن المرشحين (ما عدا أسماغهم). فقد أجرينا تغييرا كبيزا. فبدلاً من أن 
نعتمد على التخمين بأن المرشحين سيأتون بترتيب عشوائي» زدنا تحكّمنا في العملية» وفرضنا ترتبا 





يا عشوائيًا. 
عمومًّ نقول عن خوارزيية إنغا ذات عشوائية مضافة 4عف«مره4««هم إذا كان سلوكها يتحدّد إضافة 

إلى الدخل؛ بالاعتماد على قيم بولدها مود أعداد عشوائي «مام عع عن« «م4«مم. سنفترض أن 

في حوزتنا مولّد أعدادٍ عشوايًا /«و0نجه3, وأن الاستدعاء (8 ,ه)00031هه8 يعيد عددًا طبيعيًا بين © و طء 
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الباب 1 / أساسيات 1 


يمكن أن يكون © أو 5 وبحيث تكون كل الأعداد متساوية الاحتمال. فمثلأء (8400001100,1 يعطي 0 
باحتمال 1/2 و 1 باحتمال 1/2. ويعيد استدعاء (24000081)3,7 إحدى القيم 3 أو 4 أو 5 أو 6 أو 7 
كل منها باحتمال 1/5. إن كل عدد طبيعي يعيده #42004 مستقل عن الأعداد المولّدة في استدعاءات 
سابقة. يمكنك أن تتخيل 34000011 وكأنك ترمي حجر ترد له (1 + - () وجهًا لتحصل على خرجه 
(تقدّم معظم بيئات البربخة عملا مولّد أعداد شبه عضوائية «مامع دمع جعف ال« «مف«هدهفلاعوم: وهو 
" إحصائيًا وكأنما عشوا 

عندما ندرس زمن تنفيذ خوارزمية ذات عشوائية مضافة: نأخذ توقع زمن التنفيذ تبعًا للتوزيع الاحتمالي 
اللقيم التي يعيدها مولد الأعداد العشوائية. تمي هذه الخوارزميات عن تلك التي يكون فيها الدخعل عشوائيًا بأن 
نشير إلى زمن تنفيذ خحوارزمية ذات عشوائية مضافة على أنه زمن التفيذ المتوقع #رمرذا و«نسم مج لداعمته. 
وعموماء نتحدث عن زمن التنفيذ في الحالة الوسطى عندما يكون التوزيع الاحتماللي على مدخلات الخوارزمية» 
ونتحدث عن زمن التنفيذ المتوقع عندما تقوم اخوارزمية نفسها باتخاذ خيارات عشوائية. 











تعيد أعدادًا "ت 





خوارزمية بدو 





تمارين 

1-5 

بيّن أن الفرضيّة التي تقول إننا دائمًا قادرون على تحديد أي مرشح هو الأفضل في السطر 4 من الإجراء 
شاملاً على مراتب المرشحين. 





11188-514017 تقتضي أن نعرف تر 
كه > 

وصّفْ تنجيرًا للإجراء (8,ه)240002 تقوم فيه فقط باستدعاءات (84/0011)0,1. ما هو زمن التنفيذ 
المتوقع لإجرائيتك باعتبارها دالةٌ ل » و ؟ 

كلق » 

افترض أنك تريد رجًا يساوي 0 باحتمال 1/2 و 1 باحتمال 1/2. وفي حوزتك إجراء 0001اجه-معقهاه» 
خرجه إما 1 أو 0. تخرج 1 باحتمالٍ ما به و 0 باحتمال م- 1: حيث 1 > « > 0) ولكنك لا تعوف 
قيمة . أعط خحوارزمية تستخدم 818580-840/0081 باعتباره إجراءً فرعي وتعيد جوابًا غير منحازء أي تعيد 
0 باحتمال 1/2 و 1 باحتمال 1/2. ما هو زمن التنفيذ المتوقع خوارزميتك بوصفها دالهٌ ل م؟ 





المتحولات العشوائية المؤشرة 


سنستخدمء لتحليل العديد من الخوارزميات؛ ومنها مسألة التوظيف؛ متحولات المؤشرات العشوائية التي تمكل 
طريقة مناسبة للتحويل بين الاحتمالات والتوقعات. لنفترض أن لدينا قضاء عينة 5 وحدنًا » فيكون المؤشر 
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الفصل 5 / التحليل الاحتمالي والخوارزميات ذات العشوائية المضافة 


العشواني ' عاناعامود ««وفنتهم مله ةفدرة (1)4 الموافق للحدث 4 معركًا كما يلي: 


, كتتمعه 4 6ل عن 
رهكا ٠‏ تدده غم 5م00 4 كذ م -1ماا 


[أي يأخذ القيمة 1 إذا وقع الحدث 4» و 0 وإذا لم يقع.] 

لنحدّد؛ كمثال بسيط» عدد المرات المتوقع الذي نحصل فيه على "وجه 620" عندما نرمي قطعة نقود 
عادلة. إن فضاء العيئة هو [81,7) - 5» مع 1/2 - (5:7 > (/5:)8: ومكننا أن نعرّف هنا المؤشر 
العشوائي بر الموافق لأن تأني الرمية بالنتيجة "وجه"؛ وهذا ما يعرف بالحدث /8. يَعُدَ هذا المتحوّل عدد 
مرات ظهور "الوجه" في الرمية: فهو يساوي 1 إذا ظهر "الوجه" و 0 إذا ظهر الجانب الآخر. نكتب: 


(1)00 < برلا 
, وكنمعه 11 كذ 01 9 
٠‏ 5كناععه 7 6ل 0 
إن عدد الوجوه المتوقع الحصول عليه في رمية واحدة هو بيساطة القيمة المتوقعة للمؤطّر ب,2: 
[()8]1 > اوناع 
0١7‏ + [4)م 1 د 
(01/2+0:)1/2 :1 د 
21/2 
إذن» عدد الوجوه المتوقع الحصول عليه في رمية واحدة لقطعة نقد عادلة هو 1/2 التوطئة التالية أن 





القيمة المتوقعة للمؤشر العشوائي الموافق لحدث 4 تساوي احتمال وقوع الحدث 4. 


توطئة 1.5 

ليكن لدينا فضاء عينة 5 وحدث 4 من فضاء العيئة ى وليكن (1)4 > رز ء فيكون (5)4 > [,8]0. 

البرهاك اعتمادًا على تعريف المؤشر العشوائي في المعادلة (1.5) وعلى تعريف القيمة المتوقعة» لدينا 
[(2]14 > زواع 


()مم +0٠١‏ (4)مم 1١‏ 
امم 


0 


1 


حيث تشير 4 إلى 4 - 25 متممة 4. . 


قد يبدو من المرهق استعمال المؤشراث العشوائية في تطبيق مثل عدّ عدد المرات المتوقع فيه الحصول على 


' كان من الواجب أن نستخدم التعبير "متحول عشوائي مؤشر" حرزياء لكننا ارتأينا - للسهولة - استخدام "مؤشر 
عشوائي”؛ فمن الواضح أن السياق يدل على أننا نتعامل مع متحولات عشوائية من نمط مؤشر. (لمترحم) 
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وجه عند رمي قطعة نقود واحدة» إلا أنما مفيدة في دراسة حالات نقوم فيها بتجارب عشوائية مكرّرة. فعلى 
سبيل المثال» تعطينا المؤشرات العشوائية طريقة بسيطة للوصول إلى نتيجة المعادلة (ت.37). ففي هذه المعادلة 
نحسب عدد الوجوه عند رمي قطعة نقد مرة» وذلك بأن ندرس على نحو منفصل احتمال الحصول على: 0 
وحمّاء وحم واحد» وجهَيْن, إل. إن الطريقة البسيطة المقترحة في المعادلة (ت.38) تستخدم ضمئيًا المؤشرات 
العشوائية. ولمزيد من الإيضاح. بمقدرونا تسمية عكر المؤشر العشوائي الموافق للحدث المتمثل في الحصول على 
وجه في الرمية 6. أي لدينا: (/8 06عنه عط هذ كغانادع: مذ غ1 ءط))1 ح ي. ليكن ؟ المتحول العشوائي 
الذي يمثل عدد الوجوه الكلي في < رمية» بحيث 


1 
29 


نريد أن تحسب عدد الوجوه المتوقع» لذلك فإننا نأخخذ توقع طرفي المعادلة السابقة لنحصل على 


ةمه 


تعطي المعادلة السابقة توقع بجموع : متحولاً عشوائيًا. وبالاعتماد على التوطئة 1.5 يمكننا بسهولة حساب 
توقع كل متحول عشوائي. وبالاعتماد على (ت.21) - خطيّة التوقع - يصبح حساب توقع امجموع سهلاً: 
فهو يساوي مجموع توقعات المتحولات العشوائية؛ وعددها . إن خطيّة التوقع تجعل من استخدام المؤشرات 
العشوائية طريقة تحليلية فعّالة؛ ويمكن تطبيقها حتى حين تكون المتحولات العشوائية مرتبطة. بإمكاننا الآن أن 
نحسب عدد الوجوه المتوقع يسهولة: 


اام 


5 





1/2 
1 
2/2 
وهكذاء ومقارنةٌ بالطريقة المستخدمة في المعادلة (ت.37): نحد أن المؤشرات العشوائية تبط الحساب كثيرا. 
لذاء فإننا سنستخحدم المؤشرات العشوائية في كل هذا الكتاب. 
تحليل مسألة التوظيف باستخدام المؤشرات العشوائية 
لنعذ إلى مسألة التوظيف. نريد الآن أن تحسب العدد المتوقع للمرات التي نوظف فيها موظفًا جديدًا. حتى 
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نتمكن من استخدام تحليل احتمالي» نفترض أن المرشحين يَصلون وفق ترتيب عشوائي؛ كما ناقشنا في المقطع 
السابق. (سنرى في المقطع 3.5 كيف تحذف هذه الفرضية.) ليكن / المتحوّل العشوائي الذي تساوي قيمته 
عدد مرات توظيف موظف جديد. بإمكاننا أن نطبّق تعريف القيمة المتوقعة من المعادلة (ت.20) 
تتحصل على 


. 


0115 03 55 





إلا أن هذا الحساب قد يكون بحهدًا. إذنء سنعمد بدلاً منه إلى استخدام المؤشرات العشوائية التي ستبسّط 
الحساب كثيزا. 
ولاستخخدام المؤشرات العشوائية بدلاً من حساب [/8]7 اعتمادًا على متحول واحد موافق لعدد مرات 
توظيف موظف جديد, نعرئف « متحولاً يتعلّق كل منها بحقيقة توظيف مرشح محدد أو لا. وبوجه خخاص» 
نعرّف ,/ المؤشر العشوائي الموافق للحدث الذي يتم فيه توظيف المرشح 4. إذن 
عمل كذ عخهلهتفصه)1 ع يلار 


, فعمتط كذ عتدللمتفمى كز 1 ا 0 
, معمتطعمم كذ عندلهتفمى كز 0 


[أي إن ,ل يأخذ القيمة 1 عندما يُوظّف المرشح 4ه و0 إذا لم يُوظّف.] 
و: 
)25( ا + يلا + رلا د إل 
واعتمادًا على التوطئة 1.5 يكون لدينا: 

(لعمتط كذغ عدلهتفمة)مه ع [ ]اع 

[أي [0] تساوي احتمال توظيف المرشح 4.] 
علينا إذن حساب احتمال تنفيذ السطرين 6-5 من 88-45515142/5اق1. 

وف المرشح : في السطر 6: عندما يكون 1 أفضل من كل المرشحين من 1 حتى 1 - 4. وما توضنا 
أن المرشحين يَصلون وفق ترتيب عشوائي, فإن أول : مرشحًا ظهروا أيضًا وفق ترتيب عشوائي. واحتمال أن 
يكون أي واحد من هؤلاء المرشحين : الأوائل هو الأفضل متساوٍ تبعًا لمعلوماتنا. إذن احتمال أن يكون 
المرشح : أفضل من المرشحين من 1 إلى 1 -: يساوي :/1: وهذا هو أيضًا احتمال توظيفه. واعتمادًا على 
التوطئة 1.5 نستنتج أن 








63 1/4 > [ناق 


بإمكاننا الآن حساب [8]1: 
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(4.5) (من المعادلة (2.5)) 1 | ]8 
2 
(باستخخدام خحطية التوقع) 0 2 
1ع 
(من المعادلة (3.5)) /1 7 - 
121 
0550( (من المعادلة (.7)) . (0)1 + مما د 


ونحن؛ وإن كنا نقابل ‏ شخصاء فإننا في الواقع نوظف وسطيًا 10 شخصًا منهم. تلص هذه النتيجة في 
التوطة التالية. 

توطئة 2.5 

بافتواض أن المرشحين يدون وفق ترتيب عشوائي» فإن خوارزمية 1188-8551574217[ ذات كلفة توظيف كاملة 


من رتبة (2 هليرع)0. 





من تعريفنا لكلفة التوظيف ومن المعادلة (5.5) التي تبين أن عدد مرات التوظيف 
ا 


البرهان ينتج الحدّ مباشرة 
المتوقع هو تقريًا 12 


تمثل كلفة التوظيف في الحالة الوسطى تحسَنًا ملموسًا مقارنةٌ بكلفة التوظيف في أسوأ الحالات (اترع)0. 
تمارين 


1 
ما احتمال أن توظّف مرَةٌ واحدةٌ فقط في إجراء 11188-45515740:7» بافتراض أن المرشحين يدون وفق ترتيب 


عشوائي؟ وما احتمال أن توظف «, مرّة تمامًا؟ 


225 
ما احتمال أن توظف مرتين تمامًا في إجراء 11158-45515542/5» بافتراض أن المرشحين تَردون وفق ترتيب 
عشوائي؟ 

3-5 


استخخدم المؤشرات العشوائية الحساب القيمة المتوقعة لمجموع 7 زهر نرد. 


45 
استخدم المؤشرات العشوائية لحل المسألة التاليق التي تُعرّف باسم مسألة تعليق القبعات مع ءذاء-/ها 


«6اؤممم: في أحد المطاعم يعطي :7 زبوًا قبعاتهم لموظف كي يعلقها لهم. يعيد هذا الموظف القبعات إلى 
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الزبائن وفق ترتيب عشوائي. ما هو العدد المتوقع للزبائن الذين يستعيدون قبعاتهم نفسها؟ 

5-5 

لتكن [4]1..7 صفيفة من 2 عددًا متمايزً. إذا كان ز > ؛ و [[]4 < [:]4: نقول عن الزوج (/,1) 
#«ونتسع »نز ل 4. (انظر المسألة 4-2 لمعرفة المزيد عن القلبات.) لنفترض أن عناصر 4 تشككل تبديلاً عشوائيًا 
متتظمًا ل (1,2,..,7). استخدم المؤشرات العشوائية لحساب عدد القلبات المتوقع. 





الخوارزميات ذات العشوائية المضافة 
بيّنا ني المقطع السابق» كيف أن معرفة تورّع المدّلات تساعدنا على تحليل سلوك خوارزمية ما في الحالة 
الوسطى. ولكن في كثير من الأحيان لا تمتلك هذه المعرفة: ومن ثم لا يمكننا إجراء تحليل للحالة الوسطى. وقد 
ذكرنا في المقطع 1.5 أنه قد يكون بمقدورنا استخحدام خوارزمية ذات عشوائية مضافة. 

ففي مسألةٍ كمسألة التوظيف - التي يساعدنا على تحليلها أن نفترض أن جميع التباديل على الدخخل 
متساوية الاحتمال - 





التحليلٌ الاحتمالي عند بناء خوارزمية ذات عشوائية مضافة. فبدلاً من افتراض 
تنفيذ الخوارز 
زمية. إلا أننا ما زلنا نت 





توزيع للشذحلات» رض توزيعًا نختاره. وبوجه خخاص؛ فق 






بحدف تحقيق خاصية تساوي احتما! 





جميع التباديل. ومع أننا 





نوظف مساعدًا جديدًا في المكتب تقريبًا «1 مرةء ولكننا نتوقع ذلك الآن مهماكان الدخحل بدلا من أن 
يكون كذلك بافتراض مُدُخلات مسحوبة 

دعنا نستكشف بعمق أكثر الفرق بين التحليل الاحتمالي والخوارزميات ذات العشوائية المضافة. ذكرنا في 
المقطع 2.5 أنه بافتراض أن المرشحين يدون نبعًا لترتيب عشوائي: فإن عدد المرات المتوقع الذي نوظف فيه 
موظفًا جديدًا هي نحو :107. لاحظ هنا أن الخوارزمية حتميّة +ناوز00[0ماع؛ فعندما نحدد دخلا ماء سيكون 





لتوزيع محدّد. 





عدد مرات توظيف موظف جديد هو نفسه دائمًا. إضافة إلى ذلك؛ يختلف عدد مرات توظيف موظف جديد 
باختلاف المُدُخلات؛ ويتعلق بمراتب المرشحين. ولمًا كان هذا العدد يتعلق فقط بمراتب المرشحين؛ يمكتنا أن 
تل أي دخل بأن نذكر مراتب المرشحين بالتزتيب» أي ((602/«هص,... (70/6)1(,07:/6)2ه:). فإذا أعطينا 
مثلاً قائمة المراتب (10 ,9 ,8 ,7 ,6 ,5 ,4 ,3 ,2 ,1) - و4؛ يُوظّف موظف جديد دومًا 10 مرات» إذ إن 
كل مرشح هو أفضل من سابقه. وسينقّد السطران 5-6 في كل تكرار للخوارزمية. وإذا أعطينا قائمة المرانب 
(2,1 ,3 ,3 ,4 ,5 ,6 ,7 ,8 ,9 ,10) - و4؛ فسيُوَظّف موظفٌ جديدٌ مرةٌ واحدةٌ فقطء في التكرار الأول. 





وإذا أعطينا قائمة للراتب (6 ,3 ,9 ,10 ,7 ,4 ,8 ,1 ,2 ,5) - وى فسيُوظّف موظفتٌ جديدٌ ثلاث مرات» 
عند مقابلة المرشحين ذوي المراتب 5 و قوم . فإذا تذكرنا أن كلفة خوارزميتنا تتعلّق بعدد مرات توظيف 


موظفٍ جديد فسنجد أن هناك مُدُخلات مثل وق وأرى غير مُكلفة مثل ج4» ومُدُخلات ذات 
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كلفة معتدلة مثل و4 

لتأخحذ من جهة أخرى الخوارزمية ذات العشوائية المضافة التي تقوم أولاً بالتبديل بين المرشحين ثم تحدّد 
المرشح الأفضل. في هذه الحالة يكمن السلوك العشوائي داخل الخوارزمية وليس في توزيع المدذخخلات. ففي 
دخل محدّدء وليكن 45 السابقء لا نستطيع أن تحدّد عدد المرات التي تُعدَّل فيها القيمة العظمى؛ لأن هذا 
العدد يختلف مع كل تنفيذ للخوارزمية؛ التبديل .4, في المرة الأولى التي ننقّذ فيها الخوارزمية على و 
فتقوم الخوارزمية ب 10 تعديلات: على حين أن التبديل ج4, قد ينتج في المرة الثانية التي ننقّذ فيها الخوارزمية» 
فتقوم بتعديل واحد فقط. وف المرة الثالثة التي نقّذها سنقوم بعددٍ من التعديلات الأخرى. ففي كل مرة ننقذ 
فيها الخوارزمية؛ يعتمد التنفيذ على الخيارات العشوائية التي قامت بماء والتي من امحتمل أن تختلف عن التتفيق 
السابق للخوارزمية. إذن فيما يخص هذه الخوارزمية والعديد من الخوارزميات الأخرى ذات العشوائية المضافة؛ 
ليس هناك دنعل محدّد يتستبب في جعل ا خوارزمية تسلك سلوكها في أسواً ا حالات. حتى إن أسوأ أعدائك غير 
قادر على توليدٍ صفيفةٍ دلي سيكة» إذ إن التبديل العشوائي يلغي تأثير ترتيب الدخعل. ولا يكون أداء 
الخوارزمية ذات العشوائية المضافة سينا إلا إذا َلّد مولّد الأعداد العشوائية تبديلاً "سيء الحظ". 

يتمشل التغيير الوحيد على الرماز فيما يخص مسألة التوظيف بتبديل الصفيفة عشوائًا. 





()51401اكق8 8م28 امم جم 

02165 1لمقء نه اكلا غطا عاناصمعم لإلسملهم 1 

0ععومة 2 

4110م 3 

عتملتممى بع معام 

غدءط عنقلتلمةء مهطا معناع] ؤأ ) عتهلتلمق كز 
أعدغووط 
عملتلمق عملط 


4 

5 

6 

7 

وبمذا التغيير الطفيف. نكون قد بنينا خوارزميةٌ ذات عشوائية مضافة يشبه أداؤها أداء الخوارزمية الأصلية التي 

تفترض أن المرشحين يَردون وفق ترتيب عشوائي. 

توطلة 3.5 

كلفة التوظيف المتوقعة للإجراء '81188-855157540/7]-1220ج0م جم هي (7سايء)0. 

البرهاك بعد إجراء التبديل في صفيفة الدحل؛ نكون قد وصلنا إلى حالة ممائلة لتلك التي درسناها في 

التحليل الاحتمالي ل 51514307ك4-عهلة1. 
إن المقارئة بين التوطئة 2.5 والتوطئة 3.5 تُبْرز الفرق بين التحليل الاحتمالي والخوارزميات ذات العشوائية 

المضافة. ففي التوطئة 2.5 نفترض فرضية محددة بخصوص الدخحل؛ أما في التوطئة 3.5 فإننا لا نفترض مثل هذه 
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وارزميات ذات العشوائية المضافة 


الفرضيات» إلا أن إدخال العشوائية على الدخل يستغرق زمثًا إضاقيًا. حتى نبقى متوافقين مع مصطلحاتناء 
تحدثنا في التوطئة 2.5 عن زمن التوظيف في الحالة الوسطىء وق التوطئة 3.5 عن زمن التوظيف المتوقع. 





سنناقش فيما تبقّى من هذا المقطع بعض المسائل المتعلقة بتبديل المدخحلات عشوا 


تبديل الصفيفات عشوائيًا 
تُدْخل العديدٌُ من الخوارزميات ذات العشوائية المضافة, العشوائية 





على الدخل بإجراء تبديل في صفيفة الدخخل 
المعطاة. (هناك طرق أخرى لاستخدام السلوك العشوائي.) سنناقش هنا طريقتين للقيام بذلك. نفترض أن 
لدينا صفيفة 4 وأنما تضم العناصر من 1 إلى +: دون أن يؤثر 
عشوائي لعناصر الصفيفة. 


تتمثل إحدى الطرق الشائعة في إسناد أولوية عشوائية [2]1 لكل عنصر []] من الصفيفة ثم نفرز 


ذلك على العمومية. هدفنا هنا هو توليد تبديا 
العموه اهو توا 





عناضر 4 وفق هذه الأولويات. فمثلاء إذا كانت لدينا الصفيفة (4 ,3 ,2 ,1) > لم. واخخترنا الأولويات 
العشوائية (19 ,62 ,3 ,36) - م, فسنولّد الصفيفة (3 ,1 ,4 ,2) - 8 إذ إن الأولوية الثائية هي الصغرى؛ 
تنبعها الرابعة: ثم الأولى» وأخيرا الثالثة. نسمّي هذا الإجراء 508:710:0-/58-81ناله8ا: 
() 1631لا جاعم 
غودا .م سم 1 
اردعة عمد عط [..1]م ها 2 
« 6 1حاءعك 3 
(1,:13)اجمماجمع ع [نام 4 
كرمع ارود كه م ومأكن 8 رمد 5 
يختار السطر 4 عددًا عشوائيًا بين 1 و 83. نستخدم المجال من 1 إلى 3 لنجعل وحدانية الأولويات في م 
أمرا محتملاً. (يطلب إليك التمرين 5.3.5 أن تبرهن أن احتمال أن تكون كل الأولويات في 8 وحيدة هو على 
الأقل #/1-1؛ ويطلب إليك التمرين 6.3.5 أن تبن كيف تنجز الخوارزمية وإن كانت أولوبتان أو أكثر 
متمائلتين.) لنفترض أن كل الأولويات وحيدة. 
الخطوة التي تستغرق وقنًا في هذا الإجراء هي الفرز في السطر 5. وسنرى في الفصل 8. أنه إذا استخدمنا 
فررًا بالمقارنة؛ فإن الفرز يستغرق زا ( جا )©. يمكننا 
يستغرق زمنًا (9)61870. (ستعرّف في الباب 11 طرائق أخرى للفرز بالمقارنة تستغرق (187)©. يطلب 
إليك التمرين 4-3.8 أن تحل مسألة مشابحة جدًا لفرز الأعداد في المجال بين 0 و 1 - 3+ في زمن (0)71.) إذا 
كانت [:]م؛ بعد الفرزء هي الأولوية الصغرى ذات الترتيب تر فسيكون [:]4 في الموقع ف من الخرج. وهذه 
الطربقة صل على تبديل. بقي أن نرهن أن الإجراء يود تبديل عشوايًا مسظما ملسم «هلنمه 
61 أي يتساوى احتمال توليد أيّ من التباديل للأعداد من 1 إلى :7. 





هذا الحد الأدقء فقد وجدنا أن الفرز بالدمج 
فى ٍ بز بالدمج 








الياب 1 / أساسيات 127 


توطئة 4.5 
يولّد الإجراء 58-81-50571816زالجهعع5 تبديلاً عشرائيًا منتظمًا للدخل» وذلك بافتراض أن كل الأولويات 


البرهان نبدأ بدراسة التبديل الخاص الذي يتلقّى فيه كل عنصر [4]1 الأولوية الصغرى ذات التزتيب 4. 
سنبيّن أن هذا التبديل يحدث باحتمال يساوي تمامًا 1/2. ليكن ,8؛ عندما 1,2,...,78 - غ» الحدث المقابل 
لأن يتلقّى العنصر [4]4 الأولوية الصغرى ذات الرقم 6. ونريد أن تحسب احتمال وقوع الحدث مهما كانت 
قيمة 4» وهو 
٠‏ لظ موق م *- موظ مي مرقامم 
اعتمادًا على التمرين ت.5-2: يساوي هذا الاحتمال 
ل صوق م وقعاوة)م5 ١‏ لرت م و#اوق) عظ ١‏ زراوه) عم ٠‏ (,8)مم 
. نرق ىم سمقلجق)» ٠»:‏ زرك :م يقارم 
لدينا /1 > [:8)م, لأنه احتمال أن تكون أولوية واحدة منتقاة عشوائيًا من بين بمجموعة من 7 أولوية هي 
الصغرى. ثمّ نلاحظ أن (1 :1/0 > (:5|و5)م5 لأنه بعلمنا أن [4]1 أخذ الأولوية الصغرى؛ فإن لكل 
عنصر من العناصر  -1‏ المتبقية حظًا متساويًا في أن يأخذ الأولوية الثانية في الصغر. وعمومًاء عندما 
... ,2,3 > 4 يكون لدينا (1 + - 1/66 > 8 00٠١0‏ جر 0 ئ8|,)ءم؛ وذلك لأنه إذا علمنا 
أن العناصر من [4]1 إلى [1 - :]4 أخذت الأولويات الصغرى؛ التي عددها 1 --؛ (وبالتزتيب)» فإن لكل 
عنصر من العناصر (1 - 4) - 2 المتبقية حظًا متساويًا في أن تأخحذ الأولوية الصغرى ذات الترتيب 4. إذن لدينا 


- نم( - سممك- مهم عوقنم 


4 
وبذلك نكون قد بيّنا أن احتمال الحصول على التبديل المطابق هو !1/7. 
يمكننا تعميم هذا البرهان على أي تبديل للأولويات. ليكن لدينا تبديل محدد 
((602,... ,(6)1(,6)2) ع » للمجموعة (1,2,...,7]. ليكن :7 مرتبة الأولوية المسندة للعنصر [4]4» 
حيث يكون للعنصر ذي الأولوية الصغرى ذات الترتيب زه المرتبة ز. إذا عرّفنا 8 ليكون الحدث المقايل لأن 
يتلقّى العنصر [4]1. الأولوية الصغرى ذات الترتيب ()66 أو (6)1 - :: فيمكن تطبيق البرهان السابق 
نفسه. إذن؛ إذا حسينا احتمال الحصول على تبديل محددء أيّا كان فإن الحساب ممائل للحساب السابق» 


ويكون احتمال الحصول على هذا التبديل هو أيضًا «/1. ٠‏ 


8 


قد يعتقد المرء أنه يكفي لبرهان أن تبديلاً ما هو تبديل عشوائي منتظمء أن نبيّن أن احتمال أن يتنهي 
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ركان 





أي عنصر [4]1 إلى الموقع نز هو 1/7. يبيّن التمرين 4-3.5 أن هذا الشرط الأضعف هو في الح 

هناك طربقة أفضل لتوليد تبديل عشوائي وهو تبديل الصفيفة المعطاة في المكان» حيث يقوم الإجراء 
ععهاط-ادا-ع2ااجمهندمع بذلك ف زمن (0)2. يجري في التكرار 4 اختيار العنصر [4]1 عشوائيًا من بين 
العناصر من [4]1 حتى [:4]7 ولا يطرأ أي تغيير على [4]1 بعد هذا التكرار. 





(4)عع ما" -اج8-1ة امم جم 


اوها .4 حم 1 
06 121 مم 2 
[(,))اجممجمه] م طلته [1]/ منود 3 






تبديل-1 


سنستخدم لامتغيّر حلقة لنبيّن أن الإجراء 46# 0:00112-190-81م8 يولّد تبديلاً عشوا 
ليكن لدينا مجموعة من : عتصرًا. نسمي المتتالية التي تضم / عنصرًا من « عنصرًا دون ت 
(«10هاسسروي»ا). (انظر الملحق ت.) هناك !(/ -2!/)2 تبديل- ‏ محتملاً. 
توطلة 35.5 


يتمسب الإجراء 8 ماط-/«0<0128-1 لامع تبديلاً عشوائيًا منتظمًا. 






البرهان نستخدم لامتغير الحلقة التالي: 
قبل التكرار ذي الرقم : للحلقة 806 في السطرين 3-2: ومهما كان التبديل- (1 -1) للعناصر التي 
[4]1..4-1 هذا التبديل- (1 -4) باحتمال يساوي 





عددها 28 تحتوي الصفيفة .١‏ 
ل«رالة جنم 





علينا أن نبين أن هذا اللامتغير صحيح قبل التكرار الأول للحلقة؛ وأن كل تكرار للحلقة يحافظ على هذا 

اللامتغير. ويجب أن نبين أيضًا أن هذا اللامتغير يقدم خاصية مفيدة تسمح بالتحقق من الصحة عندما 

تتوقف الحلقة. 

الاستبداء: لندرس الحالة قبل التكرار الأول للحلقة» أي 1 - 
كان التبديل-0» فإن الصفيفة 


إن لامتغير الحلقة يعني أنه مهما 





[4]1..0. تحتوي هذا التبديل-0 باحتمال يساوي 






فارغة» وأي تبديل-0 
لا يحوي أي عنصرء إذن تحتوي الصفيفة [4]1..0 أيّ تبديل-0, باحتمال 1» وهذا يكون لامتغير 
الحلقة محقمًا قبل التكرار الأول. 

المحافظة على الشرط: نفترض أنه قبل التكرار ؛ مباشرةٌ» يظهر كل تبديل- (1 - :) في || الحزئية 
[4]1..5-1 باحتمال يساوي !:/!1 + : -2)؛ وسوف نبيّن أنه بعد التكرار 4» يظهر أءي تبديل- غ 


1 >!2!/8 > !«/!(1 + :- ). الصفيفة الحزئية [0.. 4]1 هي صفيفة جز 
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ممكن في الصفيفة [ة.. 4]1 باحتمال !1/2( - 2). إذنء بزيادة 1 على : للدخول في التكرار 
التالي سيبقى لامتغير الحلقة محققًا. 
لندرس التكرار :. لنأخذ تبديل-: محدداء ولنسمٌ عناصره (::د,... روئد,ر*). يتكون هذا التبديل من 
تبديل- (4-1) (مكد,... موتدموعد) متبوج بالقيمة :© التي تضعها الخوارزمية في [4]4. ليكن ,8 
الحدث المتمثل في قيام التكرارات 1 -: الأولى بإنشاء التبديل- (1 - )) المْحدّد (نمكد,... يوعد رنة) في 
[4]1..1-1. اعتمادًا على لامتغيّر الحلقة» يكون !1(!/2 + : - 2) > (8)م5. ليكن ,8 الحدث 
المتمثل في أن يضع التكرار : العنصر :د في الموقع [4]1. إن التبديل-؛ (*,...,.) في الصفيفة 
[4]1..4 يظهر تمامًا مع حدوث كل من .8 و ي8؛ ولهذا السبب نريد حساب (8 0 ج8) +2. 
باستخخدام المعادلة (ت.14): يكون لدينا 

٠‏ لكا لقايقاءه > رق م يقاءمط 
إن الاحتمال (:6|ج55]5 يساوي (1 + : -1/)2 لأن السطر 3 من الخوارزمية يختار :ند عشوائيًا من 
بين 1 + 4 - 2 قيمة في المواقع [7.. 4]1.. إذن لدينا 


لاه لظام5:)8 > زيق م يقامم 





الإنهاء: في النهاية» 1 +  «‏ ؛» ويكون لدينا أن الصفيفة الحزئية [4]1..71/ هي تبديل- * معطى باحتمال 
!«/1 ع له« / !0 ع لماجا + (1 + ه - 6 


وهذاء تنشئ 8م51-:«26-12الدمم دمج تبديلاً عشوائيًا منتظمًا. . 


إن الخوارزمية ذات العشوائية المضافة هي في كثير من الأحيان أبسط الطرق وأكثرها فعالية لحل مسألة ما. 
سنستخدم الخوارزميات ذات العشوائية المضافة في مواقع عديدة في هذا الكتاب. 


تمارين 
1-5 
يحتج الأستاذ مارسو داهع84370 على لامتغيّر الحلقة المستخدم في برهان التوطئة 5.5. إنه يتساءل فيما إذا كان 


محققًا قبل التكرار الأول. محاكمته مبنية على أنه بإمكان المرء أن يصرّح بيساطة أن صفيفة جزثية فارغة لا 
تحتوي أي تبديل-0. ولهذا السببء فإن احتمال أن تحتوي صفيفة جزئية فارغة على تبديل-0 معدو وهذا 
ما يجعل لامتغيّر الحلقة غير محقّق قبل التكرار الأوّل. أعذ كتابة الإجراء 8عهاط-00128-10طاله8 بحيث 
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ايكون لامتفيّر الحلقة الموافق له محققًا على صفيفة جزئية غير فارغة قبل الدخحول في التكرار الأؤل» وعدّل برهان 
التوطنة 5.5 لإجرائيتك. 





25 
قرْر الأستاذ كيلب ماع16 أن يكتب إجراء ينشئ عشوائيًا أي تبديل باستثناء التبديل المطابق. وهو يقترح 
الإجراء اللي 


(4) 111جعه 1101-1 /ما-8الحمعط 





و16 1 
0-1م16عغ مم 2 
[1,0 + ))اجممجمم] م طاتس [ :]م ميرو 3 


هل يقوم هذا الرماز بما ييغيه الأستاة كيلب؟ 

3 

نفترض أنه: بدلا من مبادلة العنصر [4]1 بعنصر عشوائي من الصفيفة الحزئية [..4]4 فإننا نبادله بعنصر 
عشوائي من أي موقع في الصفيفة: 





(1) تفللا «تااجمعم 


عوه16 .لم عه 1١‏ 
60 121 جم 20 
[1,0)اجممحمم] ل طنته [ :]4 معد 3 


هل ينتج هذا الرماز تبديلاً عشوائيًا منتظمًا؟ لماذا أو 4 ا؟ 


4-5 
يقت الأستاذ أرسترونغ هم70اوا«ءم الإجراء التلي لتوليد تبديل عشوائي منتظم: 





()عن-1-80نالحمعم 
غوم اه حم 1 
ل 5 
(1,0)الممجمة د عمو/ره 3 
121106 مم 4 

عمو]ه + ) د عوه4 5 
«<عوع0 6ز 6 
«دعوه0 ع عوع4 7 
]م د دء8]4 8 

8 مسعم 9 


بين أن كل عنصر [:]4 له احتمال /1 لينتهي في أي موقع محدّد في 8. ثم بِيّن أن الأستاذ أرمسترونغ 
عخطئ» وذلك بأن تبيّن أن التبديل الناتج ليس تبديلً عشوايًا منتظما 


4.5 + 
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535 * 
برهن أن احتمال أن تكون كل العناصر وحيدة في الصفيفة م في الإجراء 88801018-81-5081 هو 
على الأقل «/1-1. 

6 

اشرح كيف يمكن تنجيز الخوارزمية 50871806-/887001078-81 لتعالج حالة تُساوي أولويتين أو أكثر. أي 





يجب على خحوارزميتك أن تُنتج تبديلاً عشوائيًا مننظمًا ولو كانت هناك أولويتان أو أكثر متساويتين. 

7 

افترض أننا نريد إنشاء عينة عشوائية عاج ««مد ««م4:«مم من المجموعة (71,... ,1,2,3] أي مجموعة جزئية من 
عنصرّاء حيث 3 > 74 > 0 بحيث يكون احتمال إنشاء أية بجموعة من المجموعات المزئية ذات 71 
عنصرًا متساويًا. تتمثل إحدى الطرق جمعل + - []]4: حيث #,...,1,2,3-]) ثم استدعاء 
(8)4ع اه -نجا-ع2زنجممسجيعء رأخذ العناصر :7 الأولى من الصفيفة. قد تقوم هذه الطريقة باستدعاء 
الإحراء 200001ه8 2< مرة. إذا كانت أكبر كثيرا من 678 يمكننا إنشاء عينة عشوائية بعدد أقل من 
الاستدعاءات ل 0<0هلهع. بيّن أن الإجراء العودي التالي يعيد المجموعة الزئية 5 المكونة من +7 عنصرًا من 
(3,...,؛ حيث انكو كل المجموعات الحزئية الممكنة متساوية الاحتمال؛ وذلك بالاعتماد على 71 


استدعاء فقط ل )لز منجم2. 





:)0-5108 طاجمج 
عد | ءا 


6 تصناعم 
(1-,1 - :)ع اماحمك-احمماجم - ى عوك 
(001)1,7مالمع دغ 
5ع كذ 
( ناكد ى 
() ناي - ى عوك 
5 مسامم 


سقو شالع ماله ناه 


التحليل الاحتمالي واستخدامات إضافية للمؤشرات العشوائية 

يتعمق هذا المقطع المتقدّم في شرح التحليل الاحتمالي عن طريق أربعة أمثلة. يحدّد الأول احتمال أن يشترك 
شخخصان من بين / شخصًا بجتمعين في غرفة بيوم ميلادهما. يدرس المثال الثاني ما يحدث عندما نرمي كرات 
عشوائيًا في سلآت. ويستكشف الثالث ضربات الحظ ”واوع:8" المتمثلة في الحصول على وجوه متنالية عند 
رمي قطعة نقد. ويحلل المثال الأخير تموذجا معدّلاً لمسألة التوظيف عليك أن تتخحذ فيه القرارات دون أن تقابل 


فعليا كل المرشحين. 
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5 متناقضة يوم الميلاد 
مثالنا الأول هو مناقضة يوم الميلاد «دم4هجمم نره:!0,زة. ما عدد الأشخاص الذين يجب أن يُوحدوا في 
مكان واحد حتى يكون احتمال أن يشترك اثنان منهما في يوم ميلادهما يساوي 9650؟ والبواب على عكس 
ما قد تتوقعه؛ هو عدد قليل. وهنا يكمن التناقض فالعدد في الواقع؛ وكما سنرى الآن أقل بكثير من عدد أيام 
السنة أو حتى من نصف عدد أيام السنة. 

سنقوم: للإجابة على هذا السؤال؛ بالإشارة إلى الأشخاص ف الغرفة بأعداد طبيعيّة #,..,1,2» حيث / 
هو عدد الأشخاص الكلّي في الغرفة. سنتجاهل مسألة السنة الكبيسة ونفترض أن عدد الأيام في كل السنوات 
منساوٍ وبساوي 365 > #. ليكن بناء حيث 1,2,..,6 > ]؛ رقم يوم ميلاد الشخحص ؛ من أيام السنة» 
حيث ‏ ك بط ك 1. نفترض أيضًا أن أيام الميلاد موزعة توزيعًا منتظمًا على كل أيام السئة #؛ بحيث يكون 
+ > ( د رطاءه لكل عا,... ,1,2 > 1 و ار...,1,2 

إن احتمال أن يكون لشخصين. ؛ و [ مثلأء 
الميلاد. ونفترض من الآن فصاعدًا أن أيام الميلاد مستقلة فيما بينهاء وهكذا يكون احتمال أن يقع يوم ميلاد 
] ويوم ميلاد إ معًا في اليوم 7 هو 








ميلادٍ مشترك يتعلّق باستقلال الانتقاء العشوائي لأيام 





اننا 


1/8 د 


7 اننا 





ومنه؛ يكون احتمال أن يقعا مما في اليوم نفسه هو 


( د رة مهم - رشان 2 


221 


قر ف 


2 


65( 1/0 
يمكتنا أن نرى ببساطة أكثرء أنه ما إن يتم اختيار يطاء فإ 


(رط د رطمم 








اختيار رط ليكون اليوم ,ا نفسه 
هو #/1. إذن» احتمال أن يتمائل يوما ميلاد : و نر هو نفسه احتمال أن يقع يوم ميلاد أحدهما ف يوم 
محدّد. ولكن لاحظ أنه هذه المصادفة مرتبطة في الواقع بافتراضنا أن أيام الميلاد مستقلّة فيما بينها. 

يمكننا أن ندرس احتمال أن يكون. على الأقلء لاثنين من / شخصاء يوم الميلاد نفسه بالنظر إلى 
الحدث المتمم. إن احتمال أن يتمائل على الأقل اثنين من أيام الميلاد هو 1 مطروحًا منه احتمال أن تكون 
جميع أيام الميلاد مختلفة. إن الحدث المتمثل في أن يكون ل ب/ شخصًا أيام ميلاد متمايزة هو 
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حيث :4 هو الحدث المتمثل ف أن يكون يوم ميلاد : مختلمًا عن يوم ميلاد الشخص [ لجميع قيم ) > ز. ولا 
كان بمقدورنا أن نكتب .8 0 بر > يرظء فإننا نمحصل من المعادلة (ت.16) على العلاقة العودية 
)75( . لمقايش)؟5 لرقاءه - زرقاءط 





رن ,... ,دورط أيام ميلاد متمايزة هو احتمال أن تكون .-رط,... ,يط روط أيامًا متمايزة مضروبًا باحتمال أن 
يكون بط د برط حيث 1 - ,... ,2 ,1 > ] علمًا أن ._برط,... ,وطروط متمايزة. 

إذا كانت الأيام .-يرط,...,وط,رط متمايزة» فإن الاحتمال الشرطي ليكون وظ ‏ برط عندما 
1-,...,1,2 > هو +/(1 +6 - ») > [ريق|ي4)مة إذ إن (1-) -» لم توحذ من + يومًا. 
نطبق العلاقة العودية (7.5) تكراريًا فنحصل على 





لحمقايط)؟ تليق" - (رقامم 
لحوقاية)؟ة لميقايق)ء5 لميق]ء! - 


لحمرقايف)مه ١‏ (وقاوف)”5 (رقايقاءه (ره]ءه - 
(لشيت. (نج) (لجث).: - 
(لجث- سند 


«للحسسى ...يقسي لالتسع بك )طم 


وام - 








تعطينا المتراجححة (12.3): *6 > +« + 1: 


لدم - 

21/2 
عندما (15)1/2 > 1(/22-غ)#-. إن احتمال أن تكون كل أيام الميلادء وعددها /» متمايزة 
هو على الأكثر 1/2 عندما 20122 <(6)4-1: أو بحل للعادلة التربيعيّة عندما 
2 + 1/. + 1) < 6. ففي حالة 365 - 8 يجب أن يكون لدينا 23 < /. إذن إذا كان هناك 
على الأقل 23 شخصًا في غرفة» فإن احتمال أن يشترك على الأقل شخصان بيوم ميلادهما هو 1/2 على 
الأقل. أما على كوكب المريخ, فإن السنة تبلغ 669 يومًا مريخيا؛ لذلك يجب أن يكون هناك 31 مرييًا لنحصل 
على الأثر نفسه. 
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تحليل باستخدام المؤشرات العشوائية 
يمكننا استخدام المؤشرات العشوائية لتقدّم م 





أبسطء ولكنه تقرييٌ» لمتناقضة يوم الميلاد. نعرّف» لكل ثنائية 


(,]) من / شخصًا في الغرفة» المؤشر العشواني زلا » حيث ع/ > تر > ؛ ك 21 + 


1 


(زقطاصاط عصيهد عط منتقط زممدمعم قم ) ممدمعم)١‏ 2 زلا 


اب ا سين 0 
٠‏ عوالمترعطاعه 1 


[أي زلا يساوي 1 إذاكان الشخخص ] والشخص زر يشتركان في يوم ميلادهها.] 
اعتمادًا على المعادلة (6.5): نعلم أن احتمال أن يكون لشخصين يوم الميلاد نفسه هو «/1: إذن بالاعتماد 





على التوطئة 1.5 لدينا 
(لإقلطصاط عستمد عط مبهط ز ممكمعم قمه ) ممعهم)مه > [ن ]8 
1 - 
إذا أسذنا ا ليكون المتحول العشوائي الذي يَعُدُ أزواج الأشخاص الذين يتشارك كل زوج منهم بيوم ميلاد 
واحد؛ يكون لدينا 








إن 0 م - اتناة 
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6 
ا 2 


2 
2 
2 
دحمم 
2 
إذث عندما 2 < (1 - 4)6؛ يكون العدد المتوقع لأزواج الأشخاص الذين هم يوم ميلاد مشترك مساويًا 1 
على الأقل. أني إذا كان لدينا في الغرفة على الأقل 1 +2/: شخصّاء نتوقع أن يكون هناك على الأقل 
شخصان يشتركان في يوم ميلادهما. فإذا كان 365 > #: و 28 > عا فإن العدد المتوقع لأزواج الأشخاص 
الذين هم يوم ميلاد مشترك هو 1.0356 عه .)28٠27(/)20365(‏ إذن: بوجود 28 شخصًا على الأقل» 
نتوقع أن بحد على الأقل زوجًا من الأشخخاص الذين يتشاركون في يوم ميلادهم. أما على المريخ» حيث يبلغ 


1 
+ 


1 


5 
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طول السنة 669 يومًا ميخي فنحتاج على الأقل إلى 38 مرييًا. 

لقد حددنا باستخدام طريقة التحليل الأولى؛ المعتمدة على الاحتمالات فقط؛ عدد الأشخاص اللازم 
حتى يتجاوز احتمال وجود زوج يتشارك في يوم الميلاد القيمة 1/2؛ وباستخدام طريقة التحليل الثانية؛ التي 
استتخحدمت المؤشرات العشوائية: حددنا العدد اللازم حتى يكون العدد المتوقع لأيام الميلاد المشتركة يساوي 1. 
وعلى الرغم من أن عدد الأشخاص الدقيق يختلف في الحالتين» إلا أتمما متماثلان بالمقاربة: (7/:)©. 


5 الكرات والسلال 
ستناقش عملية الرمي العشوائي لكراتٍ متماثلةٍ في ط سلّة مرقّمة ط,..,1,2» تكون الرميات مستقلة 
فيما بينهاء ويكون احتمال أن تننهي الكرة في أية سلة - عند كل رمية - متساويًا. إن احتمال أن تستقر 
الكرة المرميّة في أية سلة محدّدة هو 1/8. أي إِنَّ عمليّة رمي الكرات هي متتالية من تحارب برنولية 1اإنادممء8 
5ه (انظر الملحق ت.4) باحتمال بماح يساوي 1/8 حيث يعني النجاح هنا أن نقع الكرة في السلّة 
لمْحدّدة. إن هذا النموذج ذو فائدة خاصة عند تحليل التلبيد ع«ثطاكدط (انظر الفصل 11)؛ ومكننا أن بحيب 
عن العديد من الأسئلة المثيرة للاهتمام خصوص عملية رمي الكرات. (تطرح المسألة ت-1 أسئلة إضافية 
بشأن الكرات والسلال.) 

ما عدد الكرات التي تفع في سلةٍ حددة؟ إن عدد الكرات الذي يقع في سلة محددة يتبع التوزيع الثنائي 
الحد (6)47,1/8. إذا يميت + كرةء فإن المعادلة (ت.37) تقرّر أن العدد المتوقع للكرات التي تقع في سلة 
خددة هو (/. 

ما عدد الكرات التي يجب أن نرميها وسطُيّا حتى تحتوي سلة حددة عل ىكرةٍ واحدة؟ إن عدد الرميات 
اللازم حتى تتلقى سلةٌ محددةٌ كر ما يتبع التوزيع الهندسي باحتمال /1: واعتمادًا على المعادلة (ت.32): 
يكون عدد الرميات المتوقع حتى حصول النجاح هو ط > (1/)1/8. 

ما عدد الكرات الذي يجب أن نرميها حتى تحنو يكل سلّة عل ىكرة واحدة على الأقل؟ نسمّي الرمية 
التي توقع كرةٌ في سلةٍ فارغة "هددًا ؛1". ونريد أن نعرف عدد الرميات المتوقع + اللازم للحصول على ا 
هدقًا. 

يمكن استخخدام الأهداف لتجزيء :: رمية إلى مراحل. تتكون المرحلة 4 من الرميات بعد المدف 4-1 
وحتى الحصول على الحدف :. وتتكوّن المرحلة الأولى من رمية واحدة» إذ إنه من للؤكد أننا ستحمّق هدئًا 
عندما تكون كل السلآت فارغة. عند كل رمية في المرحلة 4: يكون لدينا 1  -‏ سلّة فيها كرات و 1 + : - ل 
سلّة فارغة. إذن, أيّا كانت الرمية في المرحلة 6» يكون احتمال الحصول على هدف مساويًا /(1 ++ - 8). 

نسمّي 7 عدد الرميات في المرحلة 6 فيكون عدد الرميات اللازم للحصول على 8 هدئًا هو 
2 - 5. إن كل متحوّل عشوائي :7 يتبع توزيعًا هندسيًا باحتمال يماج يساوي ط/(1 + - 8). 
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واعتمادًا على المعادلة (ت.32) يكون 


واعتمادًا على خطيّة التوقع» لدينا 





(اعتمادًا على المعادلة (أ.7)) . ((0)1 + ههلة د 
نستنتج مما سبق أننا يحاجة إلى 8108 رمية تقريًا قبل أن نتوقع أن يكون هناك كرة في كل سلة. تُعرّف هذه 
ا مسألة أيًا باسم مسألة جامع القسائم «عانادمم .'مملءءلامء «ممومه؛ التي تنص على أن الشخحص 
الذي يحاول جمع قسيمةٍ من كل نوع من 8 قسيمة عتلفة. عليه أن بُعْرِر .81 قسيمة تقريبًا يحصمّلها عشوائيًا 
لكي ينجح في مسعاه. 

5 طضربات الحظ 
لنفترض أنك ترمي قطعة نقد عادلة : مرة. ما هي أطول ضربة حظ علقع517 متمثلة في سلسلة وجوه متتالية 
تتوقع الحصول عليها؟ الحواب هو (1871)©: كما يبيّن التحليل التالي. 

انبرهن أولاً أن الطول المتوقع لأطول ضربة حظ هو (0087. إن احتمال أن يكون ناتج رمي كل قطعة 
وجهًا هو 1/2. ليكن :4 الحدث المتمثل في أن ضربة حظ طوها على الأقل 6 تبدأ بالرمية رقم 4 أو بدقة 
أكبر هو الحدث لمتمثل في أن 6 رمية متتالية 1- + ],...,1 +:,: تعطي وجومًا فقطء حيث 
>4 >1 و 2-4+1 > 4 > 1. ولمًا كانت رميات قطعة النقد كلها مستقلة فيما بينهاء أَيّا كان 
الحدث المعطى .4 فإن احتمال أن تكون كل الرميات؛ وعددها /: وجومًا هو 








(85") . “1/2 > لماعم 


فإذاكان [«ع2]1 > 24 فإن 
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1/226 > [ورورويم)م 
1/2216 د 
1 - 
وبذلك يكون احتمالُ حدوث ضربة حظ طوها على الأقل [:2]187 بدءًا من الموقع ؛ صغيرا جدًا. ولا كان 
عدد المواقع عندما تبدأ مثل هذه الضربة هو 1 + [:2]187 - : موقمًا على الأكثرء فإن احتمال الحصول على 
ضربة حظ طوهًا على الأقل [2]1871 وجهًا تبدأ في أي موقع ممكن هو 


اجلجعااة سم +|11ة-) 
ا - عه ل . 


1ع 11 
2 
0 < 
(9.5) 21/1 
وذلك اعتمادًا على متراجحة بول (ت.19): حيث إن احتمال اجتماع عدد من الأحداث يساوي على 
الأكثر مجموع احتمالات الأحداث الفردية. (لاحظ أن متراجحة بول محققة وإن لم تكن الأحداث مستقلة.). 
نستخخدم الآن المتراجحة (9.5) لنحدّ طول أطول ضربة حظ. ليكن ,/ الحدث المتمثل في أن أطول ضربة 
حظ طوها زر تماماء حيث 0,1,2,...,7 > رء وليكن .1 طول أطول ضربة حظ. لدينا اعتمادًا على تعريف 
القيمة المتوقعة» 
ا« 
٠ )10.5(‏ (رناء زاج - إلا 
ا 
يمكننا محاولة حساب هذا المجموع باستخدام حدودٍ عليا على كل [:/8 كتلك المحسوبة في المتراجحة (9.5): 
ولكن لسوء الحظء قد تعطي هذه الطريقة حدودًا ضعيفة. إلا أنه بإمكاننا الاعتماد على بعض الحدس 
المكتسب من التحليل السابق لنحصل على حدٌ جيد. نلاحظء بدايٌ أنه لا توحد حدود إفرادية في البجموع 
الوارد في المعادلة (10.5) يكون فيها كل من العاملين زر و (8:)1 كبيرا. لماذا؟ لأنه عندما يكون 
2|187 - نو فإن [ا):5 يكون صغيرًا جداء وعندما يكون [2]187 > أ فإن قيمة [ تكون صغيرة على 
1 ع أ ومن ثم فإن 
احتمال أن تبدأ ضربة حظ طوطا على الأقل [2]187 وجهًا في أي موقع هو: [زنط) 7 ررد ل. ومن 
المعادلة (9.5): يكون لدينا «/1 > [را]20 رريودز. 
وإذا لاحظنا أيضًا أن 1 > [ر5:)1 مط يكون لدينا 1 > [رم):م *-20715”7. إذن نحصل على 








نحو لا بأس به. وبعد دراسة أدق؛ نلاحظ أن الأحداث ,را منفصلة عندما 
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8 
1 اننا 
120 
5 -إموااة 
(را):! ز 2 + مامز !8 - 
ادر 2-0 
8 -إسوااة 
:8« 2 + [رم)مه ([:هل2) < 
دز 120 
2 لإسهاا2 
00 2 + (را)ءم 2 ادها 2 < 
ادر 1 


1/0 نس ١1‏ مها 2 > 
ه00 > 


إن احتمال أن تتجاوز ضربة الحظ [7]1871 وجهًا تتناقص بسرعة مع تزايد #. فعندما يكون 1 < « فإن 






احتمال أن تبدأ ضربة حظ طوها [7]18 وها بدءً! مر هو 





امما/1 د [ورور قاعم 
2 

وهكذاء فإن احتمال أن يبلغ طول أطول ضربة حظ [:ها]7 على الأقل هو 1/74 > 85/:: على 

الأكثرء أو بعبارة مكافئة: احتمال أن يكون طول أطول ضربة حظ أقل من [7ه1]” هو 1/71 -1. 

لتأخذ 58-1000 رمية. مثالاً على ذلك؛ إن احتمال الحصول على ضربة حظ طوها على الأقل 

0 -[#ها]2 وجهًا هو على الأكثر 1/1000 -*/1. وحظوظ الحصول على ضربة حظ تتجاوز 
0 - [ها]3 وجهًا هي على الأكثر 1/1,000,000 > 1/2. 

سنبرهن الآن حدًا أدق متممًا: إن الطول المتوقع لأطول ضربة حظ في : رمية هو (201871. 





هذا الحدء نبحث عن ضربات حظ طوها 5 بتجزيء الرميات؛ التي عددها 2 إلى 71/5 مجسوعة تقريبًا من 5 





إرمية. 


فإذا احترنا [18(/2)] دي أمكتنا أن 


المجموعات وجوقاء ونستنتج من هذا أنه من المحتمل أن 


ين أنه من المحتمل أن تأتي كل الرميات في إحدى هذه 
ون طول أطول ضربة حظ هو على الأقل 
(2)187 > 5. ونبيّن فيما بعد أن الطول المتوقع لأطول ضربة حظ هو (:2)087. 
بحرئ ال < رميةٌ لقطعة النقود إلى [[7:/1087(/2] مجموعة على الأقل من [1871(/2)] رمية متتالية» 
ونعطي حدًا لاحتمال ألا يكون هناك أية بمجموعة كلها وجوه. واعتمادًا على المعادلة (8.5)؛ يكون احتمال أن 
تأت كل رميات المجموعة التي تبدأ في الموقع : وجومًا هو 
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7 
- 1/0 


اننا 


إذنء احتمال ألا تبدأ ضربة حظ طولما على الأقل [187(/2)] وجهًا من الموقع : هو على الأكثر 
1 -1. ولمًا كانت المجموعات |[1087(/2/] مكوّنةٌ من رميات متمايزة ومستقلة فيما بينهاء 
فإن احتمال أن تفشل كل مجموعة من هذه المجموعات في أن تكون ضربة حظ طوها [187(/2)] هو على 
الأكثر 
زتره ع كان وري 517 تللم د 0-17 
230000 
#االتحمعا ادع و 
(165-م)0 ع 
٠.‏ («/0)1 - 
وقد استخدمنا في هذا التعليل المتراجحة (12.3)؛ *6 > * + 21 ومتراجحةٌ قد ترغب في التحقق منهاء وهي 
أن «ها < 6ل/(1 - :عا /2) عندما : كبيرة كفاية. 
إذث» احتمال أن تساوي أطول ضربة حظ الطول [1873(/2)] أو تتجاوزه هو 
١‏ 
(11.5) . (/1-0)1 < (رن)جه 
1+ 70/2 لاءر 


يمكنا الآن أن نحسب حدًا أدق على الطول المتوقع لأطول ضربة حظء بأن نيدأ بالمعادلة (10.5)؛ ونقوم 
بالعمليات بطريقة مشايحة لما قمنا به لحساب الحد الأعلى: 


ناعم( - لناة 


1 
1 2-1 /نمع0 
(نسمر لآ +بسمر |0 - 
لم در 1 
5 0000 
(رل)عع ل رجه 2 + )6:8 0 ع 
[0870/2)در 210 


100/2 -1 


(رنام <١‏ ل#/وولا+ ينام 2 72 
0/21 ادر 56 
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(من للتراجحة (11.5)) (0/21)1-0)1/:0ع)) +0 < 

. (7ع0ه ع 
بإمكائناء كما كان الحال في متناقضة يوم الميلاد» الحصول على تحليل أبسط ولكنه تقريبي باستخدام 
الموشرات العشوائية. ليكن (و1)4 > ين المؤشر العشوائي المقابل لحدوث ضربة حظ طوها على الأقل / 








بدءًا من الرمية رقم 4. الحساب العدد الكلي لمثل هذه الضربات؛ نعرّف 
03 
7 2 5 
2 


وبأخذ توقعي الطرفين» وباستخدام خخطيّة التوقع: يكون لدينا 


5-1 
إن 2 | 05 


بقع 
2 
6 


0 


عد 
لمم |( - 
6 
55 
*1/2 طم - 
6 
1+م جع 
اد 





يمكنناء بتعويض قيم مختلفة ل #: حساب العدد المتوقع لضربات الحظ ذات الطول 6. إذا كان هذا العدد 
كبيرًا (أكبر بكثير من 1)» فهذا يعني أن من المتوقع حدوث عدّة ضربات حظ طوها #؛ واحتمال حدوث 
واحدة مرتفع. وإذاكان هذا العدد صغيا (أقل بكثير من 1)» فهذا يعني أن من المتوقع حدوث عددٍ قليلٍ جد 
من ضربات الحظ ذات الطول #؛ واحتمال حدوث ضربة حظ واحدة منخفض. إذا كان «هاء > /؛ حيث 
© ثابت موجب ماء نحصل على 


1جج«هاء حم 


20 كد 


1 +ج«واء سه 
د دو 
«/2 موا _ 1 


706 26-1 


. (تسعو/1)ه 
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إذا كان ء كبيراء فإن العدد المتوقع لضربات الحظ ذات الطول 187ع صغير جد ونستتج أنه من غير 
المحتمل أن تحدث. من جهة أخرى: إذا كان 1/2 -ع. فنحصل على - (1/23/2-2)© - []8]1 
٠ 0)1/31/2(‏ ونتوقع أنه سيكون هناك عدد كبير من ضربات الحظ ذات الطول 1876 (1/2). لذاء فمن 
المتوقع جدًا حدوث ضربة حظ واحدة من هذا الطول. بمقدورنا الآن» من هذه التوقعات الخشنة فقطء أن 
نستنتج أن توقع طول أطول ضربة حظ هو (9)1870. 


5 مسألة التوظيف على الخط 
سندرسء في هذا المثال الأخيرء شكلاً معدّلاً من مسألة التوظيف. لنفترض الآن أننا لا نريد أن نقابل كل 
المرشحين للعثور على أفضل مرشح بينهم. ولا نريد أيضًا أن نوظف ونسرّح عندما نقع على متقدمين أفضل 
فأفضل. عوضًا عن ذلك» نريد أن نكتفي بمرشح قريب من الأفضل؛ وبالمقابل نريد التوظيف مرّة واحدة فقط. 
يجب أن نحترم شرطًا واحدًا للشركة: بعد كل مقابلة» يجب على الفور إما أن نعطي المكان الشاغر للمتقدّم أو 
نرفضه. ما التسوية بين تقليل عدد المقابلات ورفع مستوى المرشح المختار قدر الإمكان؟ 

يمكننا أن نتمذج هذه المسألة بالطريقة التالية: بمقدورنا بعد مقابلة كل متقدّم؛ أن نعطي لكل مرشح 
علامة» ولتكن ()076ع العلامة المحددة للمتقدّم 4» ونفترض أنه لا يوجد متقدّمان يحخصلان على العلامة 
نفسها. بعد مقابلة نز متقدّمّاء نعرف أيهم الأعلى علامة؛ ولكننا لا نعرف إذا كان أي من المتقدمين المتبقين 





أر- 7 سيحقق علامة أعلى. نقرّر اعتماد الاستراتيجيّة المتمثلة في اختيار عدد صحيح موجب « > عا نقابل 
ونرفض أول / مرشحًاء ونوظف أول متقدم يليهم يحقّق علامة أعلى من كل المرشحين السابقين. إذا تبيّن أن 
أفضل متقدّم كان بين المقابلين ع/ الأوائل» فسنوظف المتقدّم الأخير :«. نصوغ هذه الاستزاتيجية في الإجراء 
(0)16,7<نالناعتم]-1«6]-ب«0 الذي يعيد دليل المرشح الذي نريد أن نوظفه. 


(6,7/) جنال جحماط-11118- 0 

م6- ح أ«معئؤووط ‏ 1 

6خ 1-2116 م 2 

عمءكنوعط < ()6 معد كذ 3 
()76معد ع مروععاووط 

7 4+1 اممو 

“مع كغووط < (1)ءمع5 كأ 

ممعم 

لساغم 


ها ماه داه 


نريد أن تحدّدء لكل قيمة ممكئة ل 4 احتمال أن نوظف أفضل متقد 
لتفرض حاليًا أن ع ثابتق ليكن ((5607604) زوزو هم - ()/1 
أعلى علامة بين المتقدمين من 1 إلى ثر. ليكن 5 الحدث المتمثل في تحاحنا في اختيار أفضل مرشحء وليكن ,5 


ثم سنختار أفضل / ممكنة» وتنفذ 








الاستراتيجية باستخدام هذه القيمة. 
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الحدث المتمثل في تحاحنا عندما يكون أفضل مرشح هو المرشخ ذا التزتيب : في المقابلات. لما كانت الأحداثُ 
المختلفةٌ ,ى منفصلة فإن (5) +5 ..':2 > (5]5. وإذا لاحظنا أننا لا ننجح أبدًا عندما يكون أفضل متقدّم 
من بين المتقدمين / الأوائل» فيكون لدينا 0 - [,86]5 عندما #,..,1,2 > 4؛ إذن نحصل على 

(25) )مم 7 رمم 


اك 


سنحسب الآن (م8]5. حتى نتجح عندما يكون أفضل متقدّم هو المتقدّم 4» يجب أن يحدث أمران. 





أولأء يجب أن يكون المتقدّم الأفضل في الموقع :: وهذا حدثٌ نسميه ,8. ثانيًا يجب ألا تختار الخوارزمية أي 
متقدّم بين الموقعين 1 + م و 1-غ: وهذا سيحدث فقط إذا وحجدنا عندما يحقق [ المتراجحة 
6+1>/>1-1 أن 7#معوئنومط > ([)»”معى في السطر 6. (لما كانت العلامات وحيدة: يمكننا 
بجاهل إمكان أن يكون +7مءئموءط > (ز)5607). بمعنى آخرء يجب أن تكون كل العلامات 
(1 + )مع حتى (1 - 1)#”معى أصغر من (2/)6؛ إذا كان أي منها أكبرٌ من (/)/2: فإننا سنعيد إذن 
دليل أول علامة تفوق (84)6. نستخدم ,0 لنشير إلى الحدث المتمثل قي عدم اخحتيار أن من المتقدمين في 
المواقع من 1 + / حتى 1 -:. إن الحدنّين :8 و ,0 هماء لحسن الحظء مستقلآن. فالحدث ,0 يتعلّق فقط 
بترتيب القيم في المواقع من 1 حتى 1 - 1» على حين أن الحدث :8 يتعلق فقط بكون القيمة في الموقع ) أكبر 
من القيم في كل المواقع الأخرى. إن ترتيب القيم في المواقع من 1 إلى 1 4 لا يؤثر على كون القيمة في 
الموقع 1 أكبر منها كلهاء والقيمة في الموقع : لا تؤثر على 
يمكننا تطبيق المعادلة (رت.15) لتحصل على 


القيم في المواقع من 1 حتى 1 - . وهكذا 





. (5)0 رهام ع 0 منقامه - (رئامم 
من الواضح أن الاحتمال (/87]8 هو #/1: لأن القيمة العظمى يمكن أن تكون في أي موقع من بين 7 
موقا باحتمال متساو. ولكي يقع الحدث ,0 يجب أن تكون القيمة العظمى للقيم في المواقع من 1 حتى 
4-1 في موقع من بين المواقع غ/ الأولى» وباحتمال ورودٍ متساوٍ في أي موقع منها بين هذه المواقع؛ التي 
عيدها 1د إذن (1-)/) > (5)0 و ((1-)0)/ > [رئ]مم. وباستخدام المعادلة (12.5). 
يكون لدينا 


١ 


050 2 د زكرم 


مت 





اليب 1/اننيات 195:7 


2 
0 


رع 
سم 


وحتى تَحدَ هذا المجموع من الأعلى ومن الأسفل» تقرّب باستخدام التكاملات. قمن المتراجحات (أ.12) يكون 


لدينا 
5 د 
35 3 1 1-0 
* ع[ ابي اع 
إن حساب هذه التكاملات المعرّفة يعطينا الحدود 
1 ((2 -م) ما- 1 - همل ب > (ق) > ولها- جم 4 
وهي حدود ملاصقة نسييًا ل [50]5. ولما كنا نريد أن بجعل احتمال النجاح أكبر ما يمكن» فإننا ستركز على 
اخختيار قيمة م/ التي تمعل الحدّ الأدنى على (5]5 أكبر ما يمكن. (إلى جانب أنه من الأسهل جعل عبارة الحد 
الأدق أكبر ما يمكن مقارنة بتكبير عبارة الحدّ الأعلى.) بمفاضلة العبارة (16ه1--:6/2(057) بالنسبة إلى عا 
خصل عانق 
(1- عها- «م 
ويجعل هذا المشتق معدومًا نرى أن الحد الأدق على الاحتمال يصبح أكبر ما يمكن عندما يكون 
(2/6)ه1 >1 - مما ع ول أو بعبارة مكافئة 2/6 - . إذنء إذا نفدّنا استراتيجتنا مع 0/6 > كل 
فسننجح ف توظيف أفضل متقدّم باحتمال قدره 1/6 على الأقل. 
تمارين 


145 
ما عدد الأشخاص الذين يجب أن يكونوا موجدين في غرفة حتى يكون احتمال أن يكون هناك شخص 


يشاركك في يوم ميلادك, هو 1/2 على الأقل؟ ما عدد الأشخاص اللازم حتى يكون احتمال أن يوحد 
شخخحصان على الأقل وُلدا في 4 تموزء أكبر من 1/2؟ 

2-5 

افترض أن كرات رُمِيّثْ في ط سلة. كل رمية مستقلّة ويتساوى احتمال أن تنتهي أية كرة في أية سلة. ما هو 
عدد الرميات الكرات المتوقع قبل أن تحتوي على الأقل واحدة من السلال على كرتين؟ 


كمهقاء* 
هل من الضروري. عند دراسة متناقضة يوم الميلاد أن تكون أيام الميلاد مستقلة فيما بينهاء أم أن الاستقلال 


الثنائي (زويحا زوبجا) كاف؟ علل إحابتك. 
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45و + 

كم مدعوًا يحب أن تدعو إلى حفلة حتى يصبح من انختمل اجتماع ثلانة أشخاص يشتركون في يوم ميلادهم؟ 
5هدواء 

ما احتمال أن نكون متتالية محرفية- ع ع«ذاة- / على بمجموعة من : تحرف هي فعلاً تبديل- ع/؟ ما علاقة 
هذا السؤال بمتناقضة يوم الميلاد؟ 

* 645 

افترض أننا رمينا ‏ كرة في < سلة؛ حيث كل رمية مستقلة؛ واحتمال أن تنتهي الكرة في أية علبة متساو أيضًا. 
ما هو عدد السلال الفارغة المتوقع؟ ما هو العدد المتوقع للسلال التي تحتوي كرة واحدة؟ 

كهة ‏ ء* 

حَسّن الحدّ الأدق على طول ضربة الحظء وذلك بأن تبيّن أنه عتد رمي قطعة نقد عادلة : رميةٌ فهناك 
احتمال أقل من 1/7 ألآ تحدث ضربة حظ أطول من 21818 - غ1 وجهًا متتالبًا. 


1-5 العد الاحتمالي 


بإمكانناء باستخدام عدَّادٍ ذي 8 بن أن تَعْدَ با! 





حتى 1- 20 فقط. وباستخدام العد الاحتمالي 
0 ال ا 10 
خسارة بعض الدقة. 

بجعل قيمة عدَادٍ : يتل عدًا ل :: لكل 1 - 0....,20 > حيث تشكل القيم :7 متتالية متزايدة من 
القيم الموجبة. نفترض أن القيمة البدائية للعدّاد هي 00 وهي تمثل عدًا ل 0 > و”. تعمل العملية 
8507 على عدّاد يحتوي القيمة ؛ على نحو احتمالي. إذا كان 1 - 20 ع ) فسينتج تقربر حطأ فيض 
6705 41017,ع#ان. وما سوى هذه الحالة» فإن العدّاد يزداد 1 باحتمال (]71- هج,1/)71: ويبقى على حاله 
باحتمال (2 - وين 1/6 -1. 








إذا اخترنا ؛ > : لكل 0 < ؛» فإن العدّاد يكون عدادًا عاديًا ولكن تظهر حالات أكثر إثارة للاهتمام 
عندما نختار» 2-4 ن: مثلأء عندما 0 < : أو ,8 > 2 (عدد فيبوناتشي ذو الرقم 4. انظر المقطع 2.3). 
لنفترضء في هذه المسألة؛ أن القيمة ي_درة: كبيرة كفاية بحيث يكون احتمال خطأ الفيض مهملا. 





بين أن القيمة المتوقعة التي يعطيها العدّاد بعد :: عملية 19088818805 هي :< تمامًا. 


ب. يعتمد تحليل تباين #-5دفعه» العد المثّل بالعداد على المتثالية ::. لتأذ حالةٌ بسيطةٌ: 1001 > يم« 
اين القيمة الممثلة في العداد بعد : عملية :10088218201 
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2-5 البحث في صفيفة غير مفروزة 

تدرس هذه المسألة ثلاث حوارزميات للبحث عن قيمة * في صفيفة غير مفروزة 4 مؤلّفة من « عنصرا. 
لندرس الاستراتيجية ذات العشوائية المضافة التالية: اختر دليلاً عشوائيًا : في 4. إذا كان + ح [4]1» 

ينتهي عملناء وإلآ فإننا نتابع البحث باختيار دليل عشوؤائي جديد في 4. نتابع اختيار أدلّة عشوائية من 4 

حتى بحد دليلاً ار بحيث يكون * > [/]4 أو حتى نكون قد تحققنا من كل عنصر 4. لاحظ أننا نختار الدليل 

من مجموعة الأدلة الكاملة في كل مرّة ولهذا السبب قد نتفشخص عنصرًا ما أكثر من مرّة. 

أ. اكتب شبه رمازٍ للإجراء #اعضهع5-دمم دم الذي ينيز الاستراتيجية السابقة. تأكُد أن إجراءك 
يتوقف عندما تكون كل الأدلّة في 4 قد اختيرت. 

ب. افترض أن هناك دليلاً واحدًا ؛ بحيث يكون * > [4]1. ما هو العدد المتوقع للأدلة الني يجب اختيارها 
في 4 قبل العثور على * وتوقّف 00101-58/414:ىهم2؟ 

ت. بتعميم حلّك للسؤال (ب)» افترض أن هناك 1 < / دليلاً : بحيث يكون + - [4]1. ما هو العدد 
المتوقع للأدلة التي يجب اختيارها في 4 قبل العثور على +« وتوقّف 34:0010-588014؟ يجب أن يكون 
جوابك بدلالة « و /. 

ث. افترض أنه لا يوجد أي دليل ؛ بحيث يكون + [4]1. ما هو العدد المنوقع للأدلة التي يجب اختيارها 
في 4 حتى تكون كل الأدلة في #4 قد اختيرت وحتى يتوقف 58/014-/220000؟ 

لندرمئ الآن حوارزمية بحث خخطيّة حتميّق نشير إليها ب 1عهم58-©887801001511. تقوم الخوارزمية» 

تحديداء بالبحث عن * داخل 4 بالترتيب» متفحصةٌ []4,... ,[4]1[,4]2[,4]3. بالترتيب حتى نحد 

* > [4]1 أو حتى الوصول إلى تحاية الصفيفة. افترض أن كل التباديل الممكنة لصفيفة الدخل متساوية 

الاحتمال. 








ج. افترض أن هناك دليلاً واحدًا : بحيث يكون *- [/]4. ما هو زمن | المتوقع 


ل الهم 1001511-5لجمع081؟ وما هو زمن تنفيذ بزعهمع287820011511-5 في أسوأ الحالات؟ 


ح. بتعميم حلّك للسؤال (ج)» افترض أن هناك 1 < 6 دليلاً ؛ بحيث يكون + > [4]1. ما هو زين 
التنفيذ المتوقع ل 1إعه#مع5-©80121511ع227؟ وما هو زمن تنفيذ 11عج#م28187001015716-58 في 
أسوأ الحالات؟ يجب أن يكون جوابك بدلالة © و /. 

خ. افترض أنه لا يوجد أي دليل 8 بحيث يكون *- [:]4. ما هو زمن التنفيذ المتوقع 
ل انع قمعك-1511«لاجهع7ع2؟ وما هو زمن 





المع 30/1:1571-5ع1ع2 في أسوأ الحالات؟ 
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وأخيراء لندرس خوارزمية ذات عشوائية مضافة 5084018115-584©14 تعمل أولاً على خلط صفيفة الدخل 

عشوائياء ثم على تنفيذ البحث الخطئ الحتمئ لمعطى هنا على الصفيفة 

د. إذاكان # عدد الأدلة ) بحيث يكون * > [4]4 2 أعطٍ زمن تنفيذ 8011مع8-5اه لم5 ف أسوأ 
الحالات وزمن التنفيذ المنوقع في الحالتين 0 -6/ و 1 -4. عَمَمْ حلّك ليعالج الحالة التي يكون 
فيها 1< 6. 





ذ. ما الخوارزمية التي قد تستخدمها من حوارزميات البحث الثلاث؟ اشرح جوابك. 


ملاحظات الفصل 

تضم المراجع كؤداهلا80 [54]» و 14053 [174] و 6ع0معم5 [321] كمًا كبيرا من الطرق الاحتمالية المتقدمة. 
ويقدّم كل من مهكا [200] و «زطه8 [288] مناقشةٌ لفوائد الخوارزميات ذات العشوائية المضافة ومعاينةٌ ها. 
ويقدّم الكتاب التدريسي أمه«هك2 و مه«هطوهم [262] دراسة موسّعة للخوارزميات ذات العشوائية 
المضافة. 

القد جرت دراسة عدّة نماذج معدّلة من مسألة التوظيف على نطاق واسع. والأكثر شيوعًا أن يشار إلى 
هذه المسائل باسم "مسائل السكرترة كسعاطه,م بمماعمعوة". يُعَدُ مقال نهازخ و ملنهيء1ة و كاتمدالا 
[11] مثالاً على أعمالٍ في هذا الجال. 








01 الفرز وإحصائيات الترتيب 





يعرض هذا الباب خحوارزميات عديدة تحل مسألة الفرز التالية: 


الدخل: متتالية من 6 عددًا (ييه ,... بههبيه). 
الخرج: تبديل (إعادة ترتيب) (يه,... ,يه ريه) متتالية الدخل بحيث تطّق (,ه > ١‏ ك يه ك يه). 


تكون متتالية الدخخل عادةٌ صفيفةٌ من 7 عنصراء ويمكن تمثيلها بطرق أخرى عنتلفة, كاللائحة المترابطة مثلاً. 


بئية المعطيات 
نادرًا ما تكون الأعداد التي نريد فرزها قيمًا مُنفصلةً عمليّك بل يكون كل منهاء عاد جزها من تشكيلة من 
ا معطيات تسمّى مسجيلة 666074. تتضمن كلٌ تسجيلةٍ مفتاححا «و8؛ هو القيمة التي يجب فرزها. وتتألف 
بقية التسجيلة من معطيات تابعة 6/هل ع/ذااع/وي رك عادةٌ مع المفتاح. عملي عندما تقوم خوارزمية الفرز 
بتبديل المفاتيج» فلا بد أن تُبدّل هذه الخوارزميةٌ المعطيات التابعة أيضًا. فإذا تضمّنت كل تسجيلةٍ حجمًا كبيرا 
من المعطيات التابعة» فإننا غالبًا ما نبدّل صفيفةٌ من مؤشرات التسجيلات بدلاً من التسجيلات نفسهاء 
وذلك لتقليص حركة المعطيات. 

إن تفاصيل التنجيز هذه هي التي مير في الحقيقة خوارزمية ما من برنامج متكامل. تُصِفُ خحوارزمية الفرزٍ 
الطريعَةٌ #م:ا/»مم التي تحدّد بما الترتيب المفروز» بصرف النظر عن كوننا نفرز أعدادًا مستقلةٌ أم تسجيلات 
ضحمة تحوي كثيرًا من بايتات المعطيات التابعة. لذلك؛ عندما نركز على مسألة الفرزء فإننا نفترض تموذجيًا 
بأن الدخحل ملف من أعداد فقط. إن ترجمة خوارزمية فرز الأعداد إلى برنامج لفرز التسجيلات هو أمر مباشر 
مفاهيميًا (نظريًا): مع أنه في حالات هندسية دق قد تجعل بعض التفاصيل الدقيقة الأخرى من مهمة 
البرحة الفعلية تحديًا. 
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لماذا الفرز؟ 

يعتبدُ الكثير من علماء الحواسيب أن الفررٌ أهم المسائل الأساسية في دراسة الخوارزميات. وذلك لعدة أسباب: 

أحيانًا تكون الحاجة إلى فرز المعلومات أمرًا جوهريًا في 
بيانات الزبائن إلى قرز الشيكات وفق أرقامها. 

ه غالبًا ما تُستخدم الخوارزمياث الفرزٌ باعتباره مسائًا فرعيًا أساسيًا. فمثلً» قد يكون على البرنامج الذي 

متوضعة بعضها فوق بعضء أن يفرز هذه الأغراض وفق علاقة "فوق" بحيث يمكنه 





ما. فمثلاء تحتاج المصارف عند تجهيز 





برسم أغراضًا 
رسم هذه الأغراض من الأسفل إلى الأعلى. سنرى في هذا النص العديد من الخوارزميات التي تستخدم 
الفررٌ باعتباره مسائًا فرعيًا. 


ه يمكتنا أن نستنتج تشكيلة واسعة من خوارزميات الفرزء وهي تستخدم مجموعة غنية من التقنيات. 





والواقع؛ أن العديد من التقنيات الامة المستخدمة أثناء تصميم الخوارزمية تظهر في متن خوارزمياتٍ فرزٍ 
جرى تطويرها عبر السنين. ومن ثم» فالفرز مسألة ذات أهمية تاريفية أيضًا. 

ه يمكن أن نيرهن وجود حدٌّ أدن غير بديهي للفرز ركما ستفعل ني الفصل 8). تطابق حدودنا العليا 
الُضلى الحدٌ الأدن على نحو مقارب؛ وبذلك نعلم أن خوارزمياتنا للفرز ممثلى على نحو مقارب. إضافة 
إلى ذلك؛ يمكننا استخدام الحد الأدق للقرز لإثبات حدود دنيا لبعض المسائل الأخرى. 

تظهر العديد من المسائل الهندسية عند تنجيز خوارزميات الفرز. قد يعتمد أسرع برنامج فرز اص بحالة 
معينة على عدة عوامل؛ مثل المعرفة المسبقة عن المفانيح والمعطيات التابعة» وبنيان الذاكرة (الذواكر 
المحبئة وعاعدع» والذاكرة الافتراضية موعدم اهدم.1) للحاسوب المضيف» والبيئة البرجية. 
تُعالَجُ العديدُ من هذه المسائل أمثليًا على مستوى الخوارزميات: وليس ب "إضافة تحسينات 088!108" 
إلى الرماز. 


خوارزميات الفرز 

قدمنا في الفصل الثاني خوارزمين لفرز « عددًا حقيقيًا. أولاهما خوارزمية الفرز بالإدراج» وهي تنطلّب زمئًا 
قدره (82)© في أسوأ الحالات. ولكن, لما كانت الحلقات الداخلية لهذه الخوارزمية محكمة؛ فهي خوارزمية فرزٍ 
سربعة في المكاث »عهاردم«ة في حال حجوم دخعل صغيرة. (تذكّر أن خوارزمية فرزٍ تفرز في المكان إذا كان 
عدد العناصر من صفيفة الدخحل - التي تَخرّن في أي وقت ارج الصفيفة - عددًا ثابثًا.) والثائية خوارزمية 
الفرز بالدمج؛ وها زمن تنفيذ مقارب أفضل وهو (:91187 ولكن إجراء 818808 الذي تستخدمه لا ينقد 
في المكان. 


استقدم» في هذا الباب» خحوارزميئيْن إضافتين تفرزان أعدادًا حقيقية لا على التعيين. الأولى محوارزمية الفرز 
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بالكومة 0:4وم1»2]: ستعرضها في الفصل 6. تفرز هذه الخوارزمية « عددًا في المكان في زمن (00187: 
وتّستخدم بنية معطيات هامة تسمى كومة «هعء يمكننا استخدامها أيضًا لتنجيز رتل ذو أولوية 
عنعسو تواتمم امم 

والثانية خوارزمية الفرز السريع 50:6اءذناي» سنعرضها في الفصل 7. تفرز هذه الخوارزمية < عددًا أيضًا في 
المكان» ولكن زمن تنفيذها في أسوأ الحالات هو (9)2. ومع هذا فإن زمن تنفيذها المتوقع هو (:ج|)©: 
وعادة ما يفوق أداؤها عملا خوارزمية الفرز بالكومة. وعتاز رماز خوارزمية الفرز السريع بأنه محكمء كالفرز 
بالإدراج» لذلك فإن العامل الثابت المخفي في زمن تنفيذها صغير. وهي خوارزمية شائعة الاستخدام لفرز 
دخل كبيرة. 

تعد حوارزمياث الفرز بالإدراج والفرز بالدمج؛ والفرز بالكومة والفرز السريع خبوارزمياتٍ فرزٍ بالمقارنة 
كانم (هولمةصدروه: أي إنما تحدّد الترتيب المفروز لصفيفة دحل بمقارنة عناصرها. يبدأ الفصل 8 بتقلدم نموذج 
شجرة القرار 0615100-56 بحدف دراسة حدود أداء خوارزميات الفرز بالمقارئة. نبرهن؛ باستخدام هذا 
التموذج» وجود حد أدى (29)31871 لزمن تنفيذ أي فرز بالمقارنة على < دخخلاً في أسوأ الحالات؛ موضّحين 
بذلك أن الفرز بالكومة والفرز بالدمج هما خوارزميتا فرز بالمقارنة أمثليتان على نحو مقارب. 

يتابع الفصل 8 بعد ذلك ليثبت أنه يمكننا التغلّب على الحد الأدى (201187 إذا استطعنا جع 
معلوماتٍ عن ترتيب الدخخل المفروز بأسلوب عختلف عن مقارنة العناصر. فمثلاًء تفترض خوارزمية الفرز بالعد 
أن أعداد الدحل تقع ضمن المجموعة (6,... ,0,1). وباستخخدام دليل الصفيفة أداةٌ لتحديد الترتيب النسبي» 
يستطيع الفررٌ بالعد فرزٌ # عددًا في زمن (1 + 6)©. ومن ثم؛ في حال  0)32(‏ / يكون زمن تنفيذ الفرز 
بالعد خحطيًا بالنسبة إلى طول صفيفة الدعحل. يمكن استخدام خخوارزمية ذات صلة؛ وهي الفرز حسب الأساس 
»أله لتوسيع محال الفرز بالعد. فإذا كان علينا فرز « عددًا صحيحاء وكل عدد فيه 4 رقمًاء وكل رقم 
يمكن أن يأخذ قيمًا محتملة قد تصل إلى / قيمةٌ على الأكثرء فيمكن للفرز حسب الأساس أن يفرز الأعداد 
ف زمن ((/ + 9)4)71. وعندما يكون 4 ثابت و / من رتبة (0)1» فإن الفرز حسب الأساس يُنَقْد ف زمن 
خطي. ثمة خوارزمية ثالثة» هي الفرز بالدلاء 505 4©ماعناداء وتتطلب معرفةٌ عن التوزع الاحتمالي للأعداد في 
صفيفة الدحل. يمكن لهذه الخوارزمية أن تفرز : عددًا حقيقيًا موزعًا بانتظام لإلتدم0نمن في لمجال نصف 
المفتوح (0,1] ف زمن (002 في الحالة الوسطى. 

يلخحص الحددول التالي أزمان تنفيذ حوارزميات الفرز الموجودة في الفصل 2 والفصول من 6 إلى 8. تمل 1ك 
كالمعتاد. عدد العناصر التي سُفرَز. قفي حالة الفرز بالعدء تكون العناصر التي 
المجموعة (0,1,...,6). وف حالة الفرز حسب الأساسء كل عنصر هو عدد من 4 رقمّاء حيث يأخذ كل 
رقم م قيمة محتملة. وف حالة الفرز بالدلاء» تفترض أن المفاتيح هي أعداد حقيقية موزعة بانتظام ضمن الخال 
نصف المفتوح (0,1]. يعطي العمود الأيسر زمن التنفيذ في الحالة الوسطى أو المتوقع؛ مبيّمًا الحالة التي تعطيه 














أعدادًا صحيحة من 
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عندما يكون مغايرا لزمن التنفيذ في أسوأ الحالات. لم نورد زمن التنفيذ في الحالة الوسطى للفرز بالكومة لأننا ل 
تحلله في هذا الكتاب. 








زمن التنفيذ في الحالة 


0 الوسطىالتوقع 




















غرمة ممتارع كما (012© (9)02 

00 («علم)ة (جوام)هة 

امكم مم («ها)0 ِِ 

لين 9002 (لمتوقع) (0ها )© 

50 عمتامدام0 . 0+»)© («+ )© 

امه مالم 1+ 9)0)0 0+ 9)4)0 

مه املعن8 (9)02 (الحالة الوسطى) (7)© 

إحصائيات الترتيب 


إن إحصائية التزتيب من الرتبة ) مجموعة من : عددًا هي العدد ذو الترتيب : من حيث الصغر في الجموعة. 
يمكن طبعًا اخختيار إحصائية الترتيب من الرتبة ‏ بفرز الدخحل وفهرسة العنصر ذي الترتيب ؛ من الخرج. فإذا لم 
توجد أية فرضيات على توزع الدحل فإن هذه الطريقة تُنَقْذْ في زمن (2)187: وهو الحد الأدن المبرهن 
عليه في الفصل 8. 

نين في الفصل 9, أن يإمكاننا إيجاد العنصر ذي 
العناصر أعدادًا حقيقية لا على التعيين. نقدم خوارزميةٌ ذات 
(902 في أسوأ الحالات؛ ولكن في زمن متوقع (001. نقدم أيضًا خوارزمية أعقد تُنَقّدْ في زمن (002 في 
أسوأ الحالات. 





: من حيث الصغر في زمن (0)7: ولو كانت 








مع أن أغلب هذا الباب لا يعتمد على الرياضيات لمعقدة؛ إلا أن بعض المقاطع تتطلب درايةٌ رياضية. وبوحو 
خحاص؛ فإن تحليل الفرز السريع والفرز بالدلاء وخوارزمية إحصاء الترتيب يُستخخدم الاحتمالات؛ التي عرضناها 
في الملحق ت» إضافة إلى المادة المتعلقة بالتحليل الاحتمالي والخوارزميات ذات العشوائية المضافة في الفصل 5. 
يتطلب تحليل خوارزمية إحصائيات التزتيب؛ الخطية الزمن في أسوأ الحالات؛ رياضيات أكثر تعقيدًا من 
الرياضيات اللازمة لتحليل أسوأ حالات لخوارزميات أخرى في هذا الباب. 





1.6 


نعرض في هذا الفصل خوارزمية فرزٍ أخرى: الفرز بالكومة 50م2عط. وزمن تنفيذ خحوارزمية هذا الفرز يمائل 
زمن تنفيذ الفرز بالدمج؛ ويساوي (001187: وهو يخالف زمن تنفيذ الفرز بالإدراج. تفرز خحوارزمية الفرز 
بالكومة في المكان, كالفرز بالإدراج وحلاثًا للفرز بالدمج: إذ إنه بُحْرنُ - في أي وقت - عددًا ثابًا ف 
عناصر الصفيفة حارج صفيفة الدحل. وهكذاء بجممعٌ خوارزمية الفرز بالكومة أفضل واصفات خحوارزميثي الفرز 
اللتين ناقشناهما سابقًا. 

يقندم الفرز بالكومة أيضًا تقنيةٌ أخرى لتصميم الخوارزميات: وهي أنه يستخدم بنية معطيات؛ نسميها في 
هذه الحالة "كومة مدع": لإدارة المعلومات. ولا تقتصر الفائدةٌ من بنية معطيات "الكومة" على الفرز 
بالكومة فحسب؛ بل تتعداها لتشكيل رتل ذي أولوية فقال. ستظهر بنية المعطيات "الكومة" بحدًّا في 
خوارزمياتٍ تُعرَض في فصول لاحقة. 

صِيعَ المصطلح "كومة" في الأصل في سياق الفرز بالكومة» لكنه أصبح يشير إلى "تخزين النفايات المجمعة" 
عةءم ل4ماء16امء-عوهطبمع: كالذي توفره لغتا البريحة وونآ و 208ل. لكن بنية المعطيات "الكومة" ليست 
عَخزيًا للنفايات المجمعة» وحيثما نشير إلى الكومات في هذا الكتاب؛ فإننا نعني بنية المعطيات؛ وليس سمة 


لتجميع التفايات. 


الكومات 

بنيةٌ ا معطيات الكومة «رمه:! «الشائية «مودوؤة) هي غرضٌ صفيفي كن اعتباره شجرة ثنائية كاملة تقرينًا 
(انظر المقطع ب-3.5): كما هو مبين في الشكل 1-6. فكلٌ عقدةٍ من الشجرة توافق عنصرًا من الصفيفة. 
وجميع مستويات الشجرة ممتلكة, رما باستثناء المستوى الأدن؛ الذي ملا ابتداءٌ من اليسار وحتى نقطةٍ ما. إِنّ 
الصفيفة 4 التي مُث كومةٌ ما هي غرضٌ له واصفتان: 68و4.16؛ التي تعطي (كالعادة) عد العناصر في 
الصفيفة» و 26زك-به»4.8؛ التي تثّل عدد عناصر الكومة المحرّنة في الصفيفة 4. أي إن - بافتراض أن 
[/+4.1©29.. 4]1 يمكن أن تتضمن أعدادًا - العناصر الموجودة في [5126-طه4]1..4.86: حيث 
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ب 


الشكل 1.6 الكومة وفق الأكبر باعتبارها (أ) شجرة ثنائية و (ب) صفيفة. إن العدد الموحود ضمن الدائرة في كل 
عقدة من الشحرة هو القيمة المخزنة في تلك العقدة. والعدد الموجود في أعلى عقدة ما هو الدليل الموافق في الصفيفة, 
تين الخطوط الموجودة أسفل وأعلى الصفيفة العلاقات من تمط أب-اين؛ يكون الآباء دومًا إلى يسار أبنائهم. ارتفاع 
هذه الشجرة ثلاثة؛ وارتفاع العقدة التي دليلها 4 (وقيمتها 8) هو واحد. 





4.6104 ك 126ى-مم 4.86 > 0: هي وحدها العناصر التي يمكن أن تكون في الكومة. إن جذر الشجرة 

هو [4]1, وإذا أعطينا دليل عقدة ما :» أمكتنا بسهولة حساب أدلة الأب (880704م8: والابن الأيسر 
(7)1تنلء والابن الأيمن ()210111 لهذه العقدة: 

(0) لقعم 

1١ سعد‎ ]/2[ 


)قا 
]2 سعسسع 1 


كن 
1 +20 سعسعم 1 


يمكن للإجراء 1.857 حساب 2 بتعليمة واحدة؛ في أغلب الحواسيب» وذلك بإزاحة تمثيل ] الاثنافي ب 





واحدًا 
نحو اليسار. وبالمثل؛ يمكن للإجراء 810117 حساب 1 + 24 بسرعةء وذلك بإزاحة تمثيل ؛ الاثناني نا واحدًا 
نحو اليسار» ثم وضع 1 في اليت ذي اللرتبة الدنيا. ومكن للإجراء 07«ع 88 حساب [4/2] بإزاحة ؛ بنا 
واحدًا نحو اليمين. وغالبًا ما تدجّر هذه الإجراءات الثلاثة» في التنجيز الحيد للفرز بالكومة؛ باعتبارها إجراءات 





"ماكرو" 5ه67ةدم أو إجراءات "مُضكّنة 6مذا 

ثمة نوعان من الكومات الثنائية: الكومة وفق الأكير مهع-عهدى والكومة وفق الأصغر م8010-62. وف 
كليهما عَذْق القيمٌ ني العقد خاصية الكومة «#«عممءم «رهعاء أي المميزات التي يعتمد عليها نط الكومة. 
فخاصية الكومة وفق الأكبر «اعبرمجم ررهه:انحهه: هي أن كل عقدة : عدا الحذر 2 





, []4 ع [()تسععمم]م 
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أبيها. وبذلك؛ يرن العنصرٌ الأكبر في كومة وفق الأكبر في 
الجذر» والشجرة الفرعية - التي جذرها عقدة ما - لا تتضمن قيمًا أقل أو تساوي تلك الموجودة في العقدة 
نفسها. أما الكومة وفق الأصغر «رهه«-«ة»« فننظّم بالطربقة العاكسة؛ فخاصية الكومة وفق الأصغر 
«ارعرهمم «رهه:!-م«ز:م هي أنه كل عقدة : عدا الحذر تحنّق: 
]4 > [)جعممم]م 

ويكون أصغْرٌ عنصر ني كومة وفق الأصغر موجودًا في جذرها. 

نستخحدم الكومات وفق الأكير في خوارزمية الفرز بالكومة. تنج الكومات وفق الأصغر عادةٌ الأرتال 
ذات الأولويات؛ التي نناقشها في المقطع 5.6. وستحدّد بدقةٍ - في أي تطبيق معيّن -: هل نحن بحاجةٍ إلى 
كومةٍ وفق الأكبر أم إلى كومةٍ وفق الأصغر؟ فإذا كانت الخاصيات تنطبق على الكومة وفق الأكبر أو على 
الكومة وفق الأصغر, فإننا نستخدم المصطلح "كومة" فقط. 

بالنظر إلى الكومة على أنما شجرة نعرّف ارتفاتح »اهز عقدةٍ في كومة بأنه عدد الوصلات ومهله 
الموجودة على أطول مسار بسيط نازل من العقدة إلى ورقةٍ ماء ونعرّف ارتفاع الكومة بأنه ارتفاع جذرها. ولما 
كانت الكومة المؤلفة من :7 عنصرًا مهيكلة على أساس شجرة ثنائية كاملة؛ فإن ارتفاعها هو (187)© (انظر 
التمرين 2-1.6). سنرى أن العمليات الأساسية على الكومات تُنَقَدُ في زمن متناسب طردًا مع ارتفاع الشحرة 
على الأكثرء وبذلك فهي تستغرق زمنًا (0018. يقدّم ما تبعّى من هذا الفصل عدة إحراءات أساسية وبين 
كيفية استخدامها في خخوارزمية الفرز وي بنية المعطيات ذات الأولوية. 





٠‏ إن إجراء لااهم186]-»ام]ق الذي يُشّدُ في زمن (:0)187: هو الأساس للمحافظة على خاصية الكومة 
وفق الأكبر. 

٠‏ يولّد إحراء 1847-+«م] حص اسه الذي يقد في زمن عطي كومة وفق الأكبر من صفيفة دحل غير 
مرقبة. 

يَفْرز إحراءُ 0#5وممع1ق. الذي يُقّدُ ف زمن (0)187» صفيفةٌ في المكان. 

تسمح الإجراءات تمتاكاها ممعل ةعمل( و عنداظ عمم ودع مدعلا و لاتلكاءععدع حا ممع 
و اانالطاحم ]ا ممعقق» التي تنشّذ في زمن ( م01 لبنية المعطيات بتنجيز رتل ذي أولوية. 

تمارين 

1-6 

ما هو عدد العناصر الأصغري والأعظمي في كومةٍ ارتفاعها :/؟ 

26 

بيّن أن ارتفاع كومة فيها :: عنصرًا هو [:ها]. 
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36 

بين أنه في أية شجرة فرعيةٍ لكومةٍ وفق 
في أي مكان في هذه الشجرة الفرعية. 

46 

أين يمكن أن يوجد أصغر عنصر في كومة وفق الأكبرء بافتراض أن جميع العناصر متما! 
56 

هل تشكل صفيفةٌ ذاثُ ترتيب مفروزٍ كومةٌ وفق الأصغر؟ 





يتضمن جذرٌ الشجرة الفرعية القيمةً العظمى للعناصر الموحودة 








6.6 

هل تشكل الصفيفة التي قيمها (13,10,1,5,7,12 ,6 ,23,17,14) كومةٌ وفق الأكبر؟ 

7_6 

بين أنه؛ عند استخدام التمثيل الصفيفي لفرز كومة ذات : عنصراء تكون الأوراق هي العقد التي دلائلها 
ب ,2 + [2/صابة + [2/اتا. 


الحفاظ على خاصية الكومة 

للحفاظ على خاصية الكومة وفق الأكبر. نستدعي الإجراء لامإممع1]-)زم]0. مُدخلاته هي صفيفة / 
ودليل ] في هذه الصفيفة. يفترض 8157م6-118زم]/9 عند استدعائه أن الشجربيْن الثنائيتون ذواق اللدذرين 
(])51آ و ()210111 هما كومتان وفق الأكبرء ولكن قيمة []]4 يمكن أن تكون أصغر من قيمة ابنيهاء 
وبذلك فهي تخرق حاصية الكومة وفق الأكبر. يجعل لاماطدع1]- :هال قيمة []] "تغوص 0100ل 086" في 
الكومة وفق الأكبر بحيث تستجيب الشجرة الفرعية التي جذرها عند الدليل : لخاصية الكومة وفق الأكبر. 





2 ,كل )لاعاممة ]امال 





)تمصا 1 

(2001110 د 2 

]4 < [1]ف4 قمه دوع .4 > ١‏ 16 3 
اعدعوهوها 4 

أدغوءوجها عقاء ‏ 5 

فكءوجما]ة < [«]ل قمه عمتعجوعط.4 > « كز 6 
« ع غوهوجها 7 

غتعوموجها كذ 8 

[غععوجما]ةق طنته [ :]4 عوممطعي 9 

كع وتجما رف )لا#اصمع 1[ جملا 10 


يبين الشكل 2.6 كيفية عمل لاماقه118-خ<ه9. يجري في كل مرحلة» تحديد العنصر الأكير ل [:]4 
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و [4]181)0 و [(4]816810 وتخزين دليله في غدءوجه1. إذا كان العنصر الأكبر هو [/]4 تكون 
الشجرة الفرعية التي جذرها عند العقدة : أصلاً كومة وفق الأكبر وينتهي الإجراء. وإلاء فإن أحد الابنين 
يتضمن العنصر الأكبرء وتحري مبادلة [:]4 مع [65و6ا]4» وهذا يؤدي إلى تحقيق العقدة ] وابنيها خاصية 
الكومة وفق الأكبر. لكن الآن أصبحت العقدة التي دليلها غ5موه! تحتوي القيمة الأصلية [4]8؛ ومن ثم 
فإن الشجرة الفرعية التي جذرها 1479656 يمكن أن تخرق خخاصية الكومة وفق الأكبر. وبالنتيجة» لا بد من 
استدعاء 243-1118819 عوديًا على هذه الشجرة الفرعية. 

فرعية - حجمها # وجذرها عقدة معطاة ] - هو الزمن 
(1)© اللازع لتصحيح العلاقات بين العناصر [4]4 و [(4]1-877)04 و [(4]51681701: إضافة إلى الزمن 
اللازم لتفيذ '184158]-)زم]8 على شجرة فرعية جذرها أحد أبناء العقدة : (بافتراض حدوث الاستدعاء 
العودي). حجم كل من الشجرتين الفرعيتين للابنين لا يتجاوز 22/3 على الأكثر- تحدث أسوأ الحالات 





إن زمن تنفيذ لاصمع1]-2141 على شجرة 





الشكل 2.6 كيفية عمل (2,)لا#اهمع1 تماق ف حال 10 - عهنى_مدءة.4. (أ) التشكيلة الابتدائية؛ 
حيث تخرق [4]2 عند العقدة 2 > : خاصية الكومة وفق الأكبرء لأنما ليست أكبر من أي من ابنيها. يُستعاد في 
(ب) نخاصية الكومة وفق الأكبر في العقدة 2 وذلك بمبادلة [4]2 ب [4]4 التي تؤدي إلى خخرق خاصية الكومة وفق 
الأكبر للعقدة 4. لدينا الآن 4 -: عند الاستدعاء العودي (4,4)لا7]م140-118/ة. وبعد مبادلة [4]4 ب [4]9: 
كما هو مبين ف (ت)؛ يجري تصحيح العقدة 4: ولا يؤدي الاستدعاء العودي (44,9) 140-1184815 إلى حدوث 
تغييرات إضافية في بنية المعطيات. 
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الفصل 6 / الفرز يالكومة. 


عندما يكون نصف المستوى الأدق من الشجرة ممتلئ تماًا - ومن ثم يمكن وصف زمن تنفيذ -6نما/ 
لا#اصمع1] بالمعادلة التكرارية. 

700 > 7)20/3( + 9)1( ٠. 
يكون حل هذه المعادلة التكرارية» حسب الحالة الثانية من النظرية العامة (النظرية 1.4)» هو‎ 
.0):( وبالمقابل» يمكننا وصف زمن تنفيذ لاماصمع1]-)ى]/8 على عقدة ارتفاعها / بأنه‎ .7)2( - 0)8«( 


تمارين 
1-6 
وضّح؛ باستخدام الشكل 2.6 نموذحاء كيفية تطبيق (6-8186157)4,3م]/3 على الصفيفة 


(27,17,3,16,13,10,1,.5,7,12,4,8,9,0) 42 
26 
اكتبء انطلاتًا من إجراء لا#اطمع1]-تم]لل شبه رماز للإجراء (1,/)لا#اممع11-:212 الذي يُنْجر العملية 
الموافقة على كومة وفق الأصغر. قارن بين زمن تنفيذ لاماصمع1]-10]/! وزمن تنفيذ لاماصمع1]-عامالا. 
36 
ما هي نتيجة استدعاء (] ,4)/ا1815]-:0/18 عندما يكون العنصر [4]1 أكبر من أبنائه؟ 
426 
ما هي نتيجة استدعاء (] ,اى)لاماضمع1]-عنمالا في حالة 2/عاك- مع .4 < :؟ 
000 
يعتبر رماز لااصه1]-8]42 فعالاً جدًا من حيث العوامل الثابتة؛ باستثناء الاستدعاء العودي في السطر 10 
الذي يمكن أن يسبّب في أن تولّد بعضٌ المترجمات رمائًا غير فعال. اكتب إجراء /15هم11-غم]/2 فعالاً 
يُستخدم بنية تحكم تكرارية (حلقة) بدلا من العودية. 





ذ 1188159-:]8 على كومة حجمها :: في أسوأ الحالات هو (2)1871. (للميح: أعط 
في حالة كومةٍ ذات « عقدة» قيم عقد تؤدي إلى استدعاءٍ عوديٌ ل لامراصه2/8-816 عند كل عقدة من 


مسار بسيط ابتداء من اللحذر نزولاً إلى ورقة.). 


بناء كومة 
يمكننا استخدام الإجراء لا#اصه118-<هل8 بطريقة صعودية لتحويل صفيفة [4]1..2:) حيث 
وه .4 - 0 إلى كومة وفق الأكبر. استنادًا إلى التمرين 27-1.6 فإن العناصر في الصفيفة الحزئية 
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1 
[:.. (1 + [4])]/2 كلها أوراق الشجرة» وبذلك فكلٌ منها يشكل كومةٌ ذات عنصر واحد يمكن البدء به. 
يفحص إجراء 0112-3143-11847#ا8 بقية العقد في الشجرة وينفذ ااه م18]-)زم]8 على كل منها. 
(0)ممعالعجم مس8 
الاودها.ق - عماك-جهءة .4 1 
1 مامومك [2/نلنوهها.4] > + 2 
10 ,)لاقام معلتماة 3 
يبين الشكل 3.6 مثالاً على عمل 0-91416-11848ااناهظ. 
لبيان لماذا يعمل 1310110-9-118 بصورة صحيحة؛ نستخدم لامتغير الحلقة: 
في بداية كل تكرار من حلقة 06؟ في الأسطر 3-2) تكون كل عقدةٍ من العقد :,... ,2 + 1,4 + ) هي 
الحذر لكومة وفق الأكبر. 
نحتاج إلى بيان أن هذا اللامتغير صحيحٌ قبل التكرار الأول للحلقة: وأن كل تكرار للحلقة يحافظ على 
غيدة لبيان الصحة عند انتهاء الحلقة. 





اللامتغيرء وأن اللامتغير يوفر خحاصية 

الاستبداء: قبل أول تكرار للحلقةق» يكون [7/2]-]. وككٌ عقدةٍ من العقد 
*”,... ,2 + [7/2] ,1 + [2/] هي ورقة» ومن ثم فمن البديهي أنما جذرٌ كومة وفق الأكبر. 

المحافظة: للتحقق من أن كل تكرار يحافظ على لامتغير الحلقة, لاحظ أن ابني العقدة ] مرقمان بأعداد أكير 
من 4. واستنادًا إلى لامتغير الحلقة: فهما جذران لكومتين وفق الأكبر. وهذا هو تمامًا الشرط اللازم لكي 
يجعل الاستدعاءٌ (:,/)0159م15]-)م]8 العقدةٌ : جذرًا لكومةٍ وفق الأكبر. إضافة إلى ذلك يحافظ 





الاستدعاءٌ لااهم118-)زم]/8 على خاصية كون جميع العقد ...2 + 1,4 + 4» جذورًا لكوماتٍ وفق 

الأكبر. إن إنقاص : ضمن تحديث حلقة 106 يعيد تميئة لامتغير الحلقة للتكرار الثالي. 
الانتهاء: لدينا عند النهاية 0 > :. واستنادًا إلى لامتغير الحلقة؛ فإن كلاً من العقد :... ,1,2 هي جذر كوم 

وفق الأكبر. وبوجه خاص. فإن العقدة 1 هي كذلك أيضًا. 

يمكننا حساب حدٌ أعلى بسيط لزمن تنفيذ «مع11-<2-84اانا8 كما يلي: يستغرق كل استدعاء 
لإجراء لاتناصمع1[-عدمالة زمنًا (7ع0)1)» ويقرم ممع11-عدداة-صان8 ب (0)0 استدعاءً مماثلاً. لذلك» فإن 
زمن التنفيذ هو (:0::187. ومع أن هذا الحد الأعلى صحيح: إلا أنه ليس مُحْكمًا تقاريًا. 

يمكننا استنتاج حدٌّ أكثر إحكامًا بملاحظة أن الزمن اللازم لتنفيذ امم ع1]-»زم]! على عقدة يتغير بتغيرٌ 
ارتفاع العقدة في الشجرةء وأن ارتفاعات أغلب العقد صغيرة. يعتمد تحليلنا الأكثر إحكامًا على خخاصية أن 
ارتفاع كومة ذات + عنصرًا هو [15] (انظر التمرين 2-1.6): وأن فيها [*+/2/2] عقدة على الأكثر 
ارتفاعها +/ (انظر التمرين 3-3.6) 
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إن الزمن اللازم لتنفيذ لاراصمع11-):م]2 عند استدعائه على عقدة ارتفاعها / هو (0)8» وبذلك يمكننا 
التعبير عن أن الكلفة الكلية لإجراء #هع112-2140-81نا8 محدودةٌ من الأعلى كما يلي: 


1 لدعلا 3 لدعلا 
: 3 0 2 


ا 





























الشكل 3.6 كيفية عمل 110-314-11887ناه: حيث تُظهر بنية المعطيات قبل استدعاء 21810-11158815 في 
السطر 3 من 112-38436-11848نا8. (أ) صفيفة دل 4 فيها 10 عناصر والشجرة الثنائية التي تمثلها. يبين الشكل 
أن دليل الحلقة : يشير إلى العقدة 5 قبل استدعاء (],4)ا2182-1184815. (ب) بنية المعطيات الناتحة. يشير دليل 
الحلقة : في التكرار التالي إلى العقدة 4. (ت)-(ج) التكرارات اللاحقة لحلقة 0# في «ه112-180-818نا8. لاحظ 
أنه عند كل استدعاء لإجرائية لااههع11-م]8 على عقدة» تكون الشجرتان الفرعيتان لحذه العقدة كلتاهما كومة 
وفق الأكبر. (ح) الكومة وفق الأكبر بعد انتهاء 36-118478م/18-9انا8. 
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نقيّم امجموع الأخير بتعويض 1/2 > بد في الصيغة (أ.8)؛ فيتتج 


قد قث 
0-22 7 2 


52 
وبذلك؛ يمكن وضع حدّ لزمن تنفيذ «م18]-11-01436ن81 كما يلي 


3 لمملا 
- به 
2 20 
0060 2 
ومن ثم يمكننا بناء كومة وفق الأكبر انطلاثًا من صفيفةٍ غير مرتبة في زمن نحطي. 
يمكننا بناء كومة وفق الأصغر باستخدام الإجراء «م118-:0-81ااناظء الذي يشبه -6زم]0-ص.ناناظ 
مم81 مع الاستعاضة عن استدعاء لا#امهع81-:م]3 في السطر 3 باستدعاء لا#امم818-/24 (انظر 


التمرين 2-2.6). يولّد 810110-21-11 كومة وفق الأصغر من صفيفةٍ خخطية غير مرتبة في زمن خخطي. 





تمارين 
1-6 
وضّحء باستخدام الشكل 3.6 نموذجاء عَمَلَ «م18]-6:م2-ه1ان8 على الصفيفة 


(5,3,17,10,84,19,6,22,9) - 4 
26 
الماذا نرغب ف أن يتناقص دليل الحلقة : في السطر 2 من 8#م118-)ن4]!-طناناه من [41/2و:4.!6] إلى 1 
بدلاً من أن يتزايد من 1 إلى [4//2و:4.16|؟ 
3-6 
بين أنه يوجد على الأكثر [1+"7/2] عقدةٌ ارتفاعها #؛ في أية كومة ذات 2 عنصرا. 


خوارزمية الفرز بالكومة 

تبدأ خوارزمية الفرز بالكومة باستخدام «810112-843-184 لبناء كومة وفق الأكبر من صقفيفة دحل 
[..4]1» حيث 4.1690 > 2. ولماكان العنصر الأكبر في الصفيفة مخزئًا في الجذر [4]1) فيمكن وضعه 
في موقعه النهائي الصحيح بتبديله ب [4]7. إذا تجاهلنا الآن العقدة # من الكومة - ومكننا فِعْل ذلك 
ببساطة بتقليص 26غك-م©4.8 - نلاحظ أن أبناء الجذر تبقى كوماتٍ وفق الأكبرء ولكن يمكن لعنصر 
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الجذر الحديد أن يخرق خخاصية الكومة وفق الأكير. ومع ذلك؛ فإن كل ما نحتاج إليه لاستعادة خاصية الكومة 
وفق الأكبر هو استدعاء إجراء (4,1)لاماصدع81-»«مالةء الذي مُِي في [1 -4]1..8 كومةٌ وفق الأكبر. 
بعد ذلك؛ تعيد خوارزمية الفرز بالكومة هذه الإجرائية على الكومة وفق الأكبر التي حجمها 2-1 لتصل 
إلى كومة حجمها 2. (انظر التمرين 24.6 لتحديد لامتغير الحلقة.) 





()ترموممعل 
(4)ممعلءعامالا-ماانه 1١‏ 





2 مامومل اعودها .ا ع ال +1 2 
[]4 طنتد [1]/ عوممطع 3 

1 - عماع-ججهع! .ال - مهاع-ججه ع .1 4 
(1,ا)لا#اصمع الماح 5 


يعرض الشكل 4-6 مثالاً لتطبيق 118875087 بعد أن يقوم السطر 1 ببناء الكومة وفق الأكبر الأولية. ويبيّن 
هذا الشكل الكومة وفق الأكبر قبل إجراء أول تكرار لحلقة 06 في الأسطر 5-2 وبعد كل تكرار. 
تستغرق إجرائية #7موممع11 زمنًا (هط )0 لأن استدعاء صمع!]-)زم]/غ-صاالا8 يستغرق 





()0) ويستغرق كل من ال 1 - :: استدعاء لإجراء لاراصمع1]-عنمالا زضًا (« ع[)0. 


تمارين 
14 
وضّح؛ باستخدام الشكل 4.6 موذجاء عَمَلَ 118485087 على الصفيفة 
(5,13,2,25,7,17,20,8,4) 2 4 
246 
برهن صحة 115475087 باستخدام لامتغير الحلقة التالي: 


في بداية كل تكرار لحلقة 606 في الأسطر 05-2 تكون الصفيفة الحزئية [1.. 4]1 كوم وفق الأكبر حاوية 





أصغْرٌ ] عنصرًا من [4]1..7: وتتضمن الصفيفة الحزئية [1..2 + 4]4 أكير 7-4 عنصرٍ من 
[4]1.1 مرتبة. 


346 
ما زمن تنفيذ الفرز بالكومة على صفيفة #4 طوها : مرتبة أصلاً ترد 





متزايدًا؟ ماذا عن الترتيب المتناقص؟ 
446 

بين أن زمن تنفيذ :5085ممع11 في أسوأ الحالات هو (0ه| )2. 

. 546 


بين أنه عندما تكون جميع العناصر متما: زة» يكون زمن تنفيذ 118885087 بأحسن الحالات هو (2):11871 . 
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3 
الى اليه (10[14[16] 11213141[71819] 4 
© © © : 
مغ ١غ‏ 


الشكل 4.6 كيقية عمل الفرز بالكومة. (أ) بنية المعطيات الكومة وفق الأكبر مباشرة بعد أن بناها -810110 
!]اما ني السطر .١‏ (ب)-زر) الكومة وفق الأكبر مباشرة بعد كل استدعاء لإجراء /ا1/]406-118485 في 
السطر 5 حيث تُعَرَضُ قيمة ؛ في ذلك الوقت. ييقى في الكومة العقد المظللة تظليلاً خفيًا فقط. (ز) الصفيقة م 
المفروزة التاتجحة. 





الأرتال ذات الأولوية 

يُعَدُ الفرز بالكومة خوارزمية متازة» غير أننا سنعرض تنجيرًا جيدًا للفرز السريع في الفصل 7 يتفؤق عليها 
عمليًا في العادة. ومع ذلك» فإن لبتية المعطيات "الكومة" نفسها استخدامات عديدة. نعرضء في هذا 
المقطع» إحدى أكثر تطبيقات الكومة شيوعاء مثل: رتل أولويات فعال. وكما في الكومات» هناك نوعان من 
الأرتال ذات الأولويات: الأرتال ذات أولوية الأكبر دعدهنن :ان:دمم-جهدس والأرتال ذات أولوية الأصغر 
5عنعنو نزالروة,م-منس. ستركز هنا على كيفية تنجيز الأرتال ذات أولوية الأكبر والتي تعتمد بدورها على 

















الفصل 6 / الفرز بالكومة 


الكومات وفق الأكبر يُطلّبٍ إليك في التمرين 3-5.6 أن تكتب إجرائيات الأرتال ذات أولوية الأصغر. 

الربل ذو الأولوية 6«6«و «0:1ذ:م هو بنية معطيات تسمح بتخزين مجموعة 5 من العناصرء يرفق مع 
كل منها قيمة تسمى مفتاحا «6ا. يدعم الرتل ذ وأولوية الأكبر معناو نزاةممف«صحدههم العمليات التالية: 
(,1«05887)5: تُدرجُ العنصرٌ ‏ في امجموعة كى وهذا يكافئ العملية («] نا 5 - 5. 
(0100031)5ه]/ل: تعيد العنصرٌ ذا أكبر مفتاح من 5. 
(1314:)5عم1<: تحذف العنصرّ ذا أكير مفتاح من 5 وتعيده. 
(/,,5)ك10058-1: تزيد قيمةٌ مفتاح العنصر +« إلى القيمة الجديدة #؛ التي يفترض أن تكون مساوية 

على الأقل قيمة مفتاح :د الحالي. 
يمكننا استخدام الأرتال ذات أولوية الأكبره من بين 











اتا الأخرى المتعددة؛ في جدولة المهام على 
حاسوب مشترك. يحتفظ الرتل ذو أولوية الأكبر بمسار المهام التي يجب إبجازها وأولوياتما الموافقة. عند انتهاء 
مهمة أو انقطاعهاء يختار للجدوِلٌ #اافعداءة المهمة ذات الأولوية العليا من بين المهام المُعلقة باستدعاء 





87341-4. يمكن للمجدول أن يضيف مهمةٌ جديدةٌ إلى الرتل في أي وقت باستدعاء '5817ل12. 
وبالمقابل: يدعم الرتل ذو أولوية الأصغر عادو اا«منتصدزم العمليات 205887[ و 0301ا1390ل1للا 
و لامعا و 89كا-458ع0828. يمكن استخدام الرتل ذي أولوية الأصغر في محاكِ مَقُودٍ بالأحداث 


؟ملةأنانة 65فل-امعبت. فالعناصر في الرتل هي أحداث يجب محاكاتماء ويُرفْق مع كل منها زمنٌ الحدوث 





الذي يُستخدم باعتباره مفتاحًا لما. ويجب محاكاة الأحداث وفق ترتيب زمن حدوثهاء لأن محاكاة حدثٍ ما 
يمكن أن يسبب محاكاةً أحداث أخرى في المستقبل. يستدعي برنامجٌ المحاكاةٍ إجراة 5258417-01 في كل 
مرحلةٍ لاختيار الحدث التالي الذي يجب محاكاته. كلما تولدت أحداثٌ جديدة: يضيفها المجدولُ إلى الرتل 
ذي أولوية الأصغر باستدعاء 125887. سنرى في الفصلين 23 و 24 استخدامات أخرى للأرتال ذات أولوية 
الأصفر تركز على عملية 80ك!-0888458. 

من غير المستغرب أن يكون بإمكاننا استخدام الكومة لتنجيز رتل ذي أولوية. قفي تطبيق ما مثل جدولة 
المهام؛ أو محاكاةٍ مَعُودةٍ بالأحداث» توافق عناصرٌ الرتل ذي الأولوية أغراضًا واءعزناه في ذلك التطبيق. وغالبًا 
ما تحتاج إلى تحديد غرض التطبيق الذي يوافق عنصرٌ الرتل ذي الأولوية» والعكس بالعكس. لذلك فإننا غالبًا 
- إلى تخزين متهبض 6ل0«4:/ يشير إلى غرض التطبيق 
الموافق في كل عنصر من الكومة. تعتمد بنية المقبض الفعلية (مثل مؤشر أو عدد صحيح) على التطبيق. 
وبالمثل» نحتاج إلى تخزين مقبض يشير إلى عنصر الكومة الموافق في كل غرض من التطبيق. في هذه الحالة» 
يمكن أن يكون المقبضٌ دليل صفيفة «م104 بز«جوه. عند التنجيز الفعلي» وبسبب تغيير عناصر الكومة لمواقعها 
ضمن الصفيفة خلال العمليات على الكومة: يجب - عند تغيُر موقع عنصر في الكومة - تحديث (تعديل) 
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دليل الصفيفة في غرض التطبيق الموافق. ولما كانت تفاصيل النفاذ إلى أغراض التطبيقات تعتمد كثيزا على 
التطبيق وعلى تنجيزه» فلن نتابع فيها هناء بل ستؤكد فقط أنه لا بد من المحافظة - عمليًا - على هذه 
المقابض بطريقة صحيحة. 

نناقش فيما يلي كيفية تنجيز عمليات الرتل ذي أولوية الأصغر. ينجُز الإجراءٌ 001م14:10-م8مع1 عملية 
8401311031 ف زمن (9)1. 


(0)لانا دماح ممع 
[4]1 سم 1 


وينكز الإجراء «8<241-814-ميع1ز عملية »2427-3 وهو شبيةٌ بحسم حلقة 400 
(الأسطر 5-3) من الإجراء 11885085. 

(0) كنم مومع ممعلر 

> عتاع-صهعط.4 كأ 

"مالع لمن ومع" مرجم 

[4]1 د عمم 

[ماك-جدعة .4] - [4]1 

1 - مقا جمع .ل ح عماع-جه1! .4 

(1,ا) لال اممعل ةملز 

710 لاتنتاعم 








سد دو سال ماهانا 


إن زمن تنفيذ »دم]7-8عمع<ع-ممعاة هو (ج00: لأنه يقوم بإنجاز عمل ثابتٍ فقط زيادةٌ على زمن 
اقمع لماز الذي هو (7ع0)1. 

ينجز الإجراء ال-8 قمعهع»«ا-صمعا عملية 7«#كل-ععمعمع«1. يُددُ دليلٌ : في الصفيفة عنصرٌ الرتل 
ذي الأولوية الذي نرغب في زيادة قيمة مفتاحه. يعدّل الإجراعٌ أولاً قيمة مفتاح العنصر [/]4/ إلى قيمته 
الجديدة. وحيث إن زيادةً قيمةٍ مفتاح [4]1 قد تخرق خاصية الكومة وفق الأكبرء فإن الإجراة -1480ة 
18088485668 يعبر (بطريقةٍ مشايمةٍ لحلقة الإدراج (في الأسطر 7-5) من 125877102-5087 المذكورة في 
المقطع 1.2) مسارًا بسيطًا ابتداءٌ من هذه العقدة باتحاه الجذر لإيجاد المكان المناسب للمفتاح الذي جرت 





زيادة قيمته. ويقارن 56-6809م1«8#-ممع11 - خلال عبوره هذا المسار - عنصرًا ما بأبيه بصورة تكرارية» 

ويبادل بين مفتاحَيْهماء فيتابع إذا كان مفتاح العنصر أكبرء وينتهي إذا كان مفتاح العنصر أصغرء وذلك لأن 
خاصية الكومة وفق الأكبر أصبحت محققة الآن. (انظر التمرين 55.6 المتعلق ب لامتغير الحلقة الدقيق.) 

(زعءا را ,قى) لاتلكل-عاكم عه جا ممعل1 

]ه > رمع ع1 1 


”رع سه ممطا ىأ المسد كز رعلا وعم" عمج 2 
بم - [ن]م4 3 
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1 > [()7ععدع]م لمه 1 < ؛ علنطر 4 

[()7جعممع]م طنتس [4]1 عوممطعي 5 

()كاععمم د 1 6 

يُظهر الشكل 5.6 مثالاً على كيفية عمل لكلعكدعمع!«ا-ممع1]. إن زمن تفيذ كا كمع عي«|-ممعل1 

على كومة ذات 7 عنصرًا هو (:00187) لأن طول المسار المرسوم من العقدة المُعدّلة في السطر 3 وحتى الحذر 

هو (0087. 

ينجز الإجراء 05877]-صدع6-11زم]/( عملية 1«2587. إن دحل هذا الإجراء هو مفتاح العنصر الحديد 

الذي سيُدرّج في الكومة وفق الأكبر 4. يوسّع الإجراء أولاً الكومة وفق الأكبر بإضافة ورقةٍ جديدةٍ مفتاحها 

مه- إلى الشجرة. بعد ذلك يستدعي 122858-1737-م1158 لوضع القيمة الصحيحة ف مفتاح العقدة 
الجديدة» وللحفاظ على خحاصية الكومة وفق الأكبر. 





(زء»! با/) تجع وجا ممع ]دماح 
1+ مماعجهع .ل > مقاعامهعة .4 ١‏ 
[قاع-صه4.86]م 2 
(زععا ,عام هع .ل ,ل) لاكا-عكمعمع جا ممعل1 3 
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إن زمن تنفيذ 12587-م18]-40]/( على كومةٍ ذات « عنصرًا هو (0)187. 
وبالجملة, فإن الكومة بمكنها أن تدعم أية عملية نخاصة بالأرتال ذات الأولوية على مجموعة مولّةٍ من # 


عنصرًا في زمن (:00187. 


تمارين 
1-56 

اشرح كيفية عمل 1847-01841-0]40] على الكومة (15,13,9,5,12,8,7,4,0,6,2,1) > ال. 
256 

اشرح كيفية عمل (448-10/5875)/,10|-)زمالة على الكومة (6,2,1 ,12,8,7,4,0 ,5 ,13,9 ,15) > ل. 
36 

أكتب شبه رماز للإجراءات التالية: ا(نااجااجتا معط و «االل- مهدع -ممعلا و -تاكمقمعع0-ممعار 


لامكا و #7عولد]-همع84-:«311: التي تنجز رتلاً ذا أولوية الأصغر باستخدام كومة وفق الأصغر. 





46 
لماذا نتعب أنفسنا بوضع القيمة ده- في مفتاح العقدة الواجب إضافتها إلى السطر 2 من -8م2ة]-<ها/( 
15887 عندما تكون العملية التالية التي ستنفذها بعدها مباشرة هي زيادة مفتاح هذه العقدة إلى القيمة المطلوبة؟ 
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4 


ت 





الشكل 5.6 كيفية عمل 11540-188848516-161(3. (أ) الكومة وفق الأكبر الموجودة في الشكل 1(4.6) وقد 
ظُللت فيها العقدة ذات الدليل ؛ تظليلاً شديدًا. (ب) زيدَثْ قيمٌ مفتاح هذه العقدة إلى 15. (ت) بعد تكرارٍ واحلٍ 
لحلقة عافط» الموجودة في الأسطر 6-4 تبادلت العقدة وأبوها مفتاحيْهماء وانتقل الدليل ) صعودًا إلى الأب. (ث) 
الكومة وفق الأكبر بعد تكرارٍ آخرّ لحلقة عافط». لدينا الآن [4]0 < [(82010مم] 4 وأصبحت خخاصية الكومة 
وفق الأكبر مقّقة الآن» وينتهي الإجراء. 


56 
برهن صحة '168-:10008856-مم118 باستخدام لامتغير الحلقة التالي: 
عند بداية كلٌ تكرارٍ لحلقة علفط» في الأسطر 64 لدينا [(4]185504 < [()5عهمم]ك 
و [4]80611100 < [()#1«عهمم]4 إذا كانت هذه العقد موجودة وكانت الصفيفةٌ الحزئية 
[5126-ة 116 .4.. 4]1 فق خاصية الكومة وفق الأكبرء باستثناء إمكان حصول خرق واحد: أن 
يكون [:]4 أكبر من [(7)0«عجدم]4. 
يمكنك افتراض أن الصفيفة الحزئية [5126-مه4.86.. 4]1 تحقّق خاصية الكومة وفق الأكبر عند استدعاء 
لكآت معمعن«[- ممع 


66 
تتطلّب كل عملية تبديلٍ في السطر 5 من كلع مت8ع»«ادهمعة1 غرذجيًا ثلاثة إسنادات كلدعم موادعة. 
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بيّن كيف نستخدم فكرة الحلقة الداخلية في 1805827100-5087 لتقليص هذه الإسنادات الثلاثة إلى إسناٍ 
كود 

76 

بين كيف يمكن تنجيز رتل "الداخعل أولأ» خارج أولا" باستخدام رتل ذي أولوية. وبيّن كيف يمكن تنجيز 
مكدس 16عهاة باستخخدام رتل ذي أولوية. (عرّفنا الأرتال وللكدسات في المقطع 1.10.) 


ك8 
تحذف العمليةٌ (:,78)4ا8-08مع11 العنصرّ الموجود في العقدة : من الكومة 4. أعطٍ تنجيرًا لإجراء 


81818 0-ممع1ط! زمنُ تنفيذه على كومةٍ وفق الأكبر ذات « عنصرًا هو (0)1870. 





9-6 
أعطٍ خوارزميةٌ زمنْ تنفيذها (/0)18 تدمج / لائحةٌ مرتبةٌ في لائحة مرتبة واحدةء حيث :: هو العدد 


الكلي للعناصر في جميع لوائح الدخل. (تلميح: استخدم كومة وفق الأصغر لدمج ع لائحة) 


مسائل 
1-6 بنا ءكومة باستخدام الإدراج 
يمكننا بناء كومة بتكرار استدعاء 11888-1«:588-:/3 لإدراج العناصر في الكومة. لتأخذ النسخحة المعدّلة 
التالية من الإجراء 1247| »م]0-طلانا8: 
(4) ممعلط ماح مناه 
1- عموسصهمط.4 1 


طغودعا.ة 16 12 موق 2 
([4]4 ,ف تمعكاجا ممع لل جمر 3 


ينشئ الإجراءان «دع1]-6نه](-هااناه و 'سمع1]-)اد]ا-هاانا8 الكومة نفسّها دومًا عند تنفيذها 


عل 
على صفيفة الدخعل نفسها؟ برهن أن هذا صحيح: أو أعطٍ مثالاً معاكسًا. 





ب. بن أن #هعا]-ع:م]!-ضنانا8 يتطلّب في أسوأ الحالات زمنًا (ع1 )9 لبناء كومةٍ ذات :: عنصرًا. 
2-6 تحليل الكومات ذات 4 فرتًا 

الكومة ذات 4 فركًا «رهء! «ررهك تشبه الكومة الثنائية (باستثناء اختلافٍ وحيدٍ محتمل) وهو أن العقد 
المغايرة للأوراق لها 4 انا بدلاً من 





أ. كيف يمكنك تمثيل كومة ذات 4 فرعًا باستخدام صفيفة؟ 
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'ب. ما هو ارتفاع كومة ذات 4 فرعًا و : عنصرًا بدلالة « و 4؟ 


6 


. أعطٍ تنجيرًا فعالاً لإجراء <8<5887-8]4 في كومةٍ وفق الأكبر ذات 4 فرعًا. حلَّن زمن تنفيذها 
بدلالة 4 و م. 


يرا فعالاً لإجراء 185887 في كومةٍ وفق الأكبر ذات 4 فرعًا. حل زمن تنفيذها بدلالة 4 و *. 


ع 


اع 





ج. أعطٍ تنجيرًا فعالاً لإجراء (/,4,1)ا#ك-#كمع105 الذي يعطي رسالة خطأ في حالة [4]1 > 2 وفي 
الحالة المعاكسة يُنفذ الإسناد 6 - [4]1 ثم يُعدّل بنية الكومة وفق الأكبر ذات ك فرعًا بصورة ملائمة. 
حل زمن تنفيذ هذا الإجراء بدلالة 4 و ::. 

3-6 جداول يونغ 

جدول يونغ «:معاذه! و««دولا هو مصفوفةٌ :: >< :7 بحيث أن عناصر كل سطر مرتبة من اليسار إلى اليمين» 

وعناصر كل عمود مرتبة من الأعلى إلى الأسفل. يمكن لبعض عناصر جدول يوتغ أن تكون د التي 

سنعاملها على أنما عناصر غير موجودة. لذلك؛ يمكن استخدام جدول يونغ لتخزين 7 عددًا مننهيًا حيث 

أن مك« 

أ. ارسم جدول يونغ 4 >< 4 يتضمن العناصر (09,16,3,2,4,8,5,14,12. 
اب. برهن أن جدول يونغ لا الذي بعداه << + يكون حاليًا إذا كان مه > [1,1]/. وأن لا يكون ممتلقًا 


(أي يتضمن 712 عنصرًا) إذاكان مه > [71,7] لا. 


(َ 


. اكتب خوارزميةٌ لتنجيز 5<18867-0190 على جدول يونغ 1< غير خال» بحيث تُنفذ في زمن 
(0)71+7. يجب أن تُستخحدم خحوارزميتك مسائًا فرعيًا عوديًا يح مسألةٌ »<< بحل مسألةٍ فرعية 
بُعداها « (1 -1) أو (2-1) »1 عوديًا (تلميح: فكر بالإجراء لاتاهم18]-)اما/ا.) عرف 
(م)7: حيث :+ 4 ح ص ليكون زم التنفيذ الأعظم لإجراء «5<78467-841 على أي جدول 
يونغ >< :. أكتب معادلةٌ تكرارية للزمن (م)7 تق الحدٌ الزمني (70 + +00: وخلّها. 

ث. بين كيفية إدراج عنصرٍ جديد في جدول يونغ :<< 71 غير متلئ في زمن (10 + +007. 

ج. بِيّنه دون استخدام أية طريقة فرزٍ أخرى كمساق فرعي؛ كيفية استخدام جدول يونغ بعداه 22 لفرز 

2 عددًا في زمن (0017. 
ح. أكتب غوارزمية تشَّذ في زمن (00+7 لتحديد كون عددٍ ما عزنا في جدول يونغ معطى» 


يعداه :2 16 
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ملاحظات الفصل 


ابتكر 5دمهز1/111ا [357] عوارزمية الفرز بالكومة. 





كذلك كيفية تنجيز رتل ذي أولوية باستخخدام 
كومة. واقترح فبروا؟ في [106] الإجراء «مع1]-6دماله-صلاناه. 

نستخخدم ني الفصول 16 و 23 و 24 الكومات وفق الأصغر لتنجيز الأرتال ذات أولوية الأصغر. ونقدم 
في الفصل 19 تنجيرًا ذا حدود زمنية حسّنة لعملياتٍ معيّة» وني الفصل 20 افتراضٌ بأن المفاتيح مشتقة من 
مجموعة محدودة من أعداد صحيحة غير سالبة. 

بين ممسوعم؟ و فعدااةللا في [115] كيفية تنجبز 011201300030 ف زمن (0)1. وكيفية تنجيز 1205885 
و 7< ني زمن (0),/187: وذلك في حال كانت المعطيات أعدادًا صحيحة ذات 8 بثّاه كانت 
ذاكرة الحاسوب مإلّفة من كلماتٍ ذات لط با قابلة للعنونة. وحكن «دمهط7 في [337] الحدّ (0)/1875 
ليصبح (0)18/87. يستخدم هذا الحدُ حجم تخزينٍ غير محدود بالقيمة :«: ولكن يمكن تنجيزها بحجم خنطي 
باستخدام تقطيع ذي عشرائية مضافة و«نطاكهط! 4هسنم40هم. 


تحدث حالةٌ خاصة 





لهٌ من الأرتال ذات الأولوية عندما تكون متتالية العسليات «1-0/1 8584 
مطردة «0/م:م:: أي إن القيم التي تعيدها عمليات 57881-0118 المتتالية تتزايد باطراد مع الزمن. 
تظهر هذه الحالة في العديد من التطبيقات الهامة؛ مثل خحوارمية 8)وعاز80 لحساب أقصر مسار من منبع 
واحد؛ التي نناقشها في الفصل 24, وف محاكاة الأحداث 





المتقطعة ووألة اانه معنم -عانعوال. من 
الضروري جدًا في خوارزمية ناىازز0 أن يمري. على وجه الخصوص, تنجيز عملية 809كا- 28885 
بفاعلية. في حالة الاطراد وكون المعطيات أعدادًا صحيحة ضمن المجال 1,2,...,6. وَصّفَ «زناذام 
و مطاطكا! و ملاء0 و ممزيه] ف [8] كيفية تنجيز 10/ا-1عمم7<ع و 883لا في زمن عنمّد (6 0018 
لزيد من المعلومات عن التحليل المخمّد انظر الفصل 17)» وكيفية تنجيز 1680-:51م21688 في زمن (20)1 
وذلك باستخدام بنية معطيات تسمى كومة الأسس (68! 52016 يمكن تحسين الحد (00186 ليصبح 
(0)/186 باستخدام كومات فيبونانشي 002001ؤةتة (انظر الفصل 19) إضافة إلى كومات الأسس. 
ادكه ع0 و عرعطفاه6 و منعادع:1ز5 ف [66] تحسيئًا إضانيًا على هذا الحد ليصل إلى زمن متوقع 
(6 0183/3*6: وذلك يدمج بنية الذّلاء امتعددة المستويات التي ابتكرها وفهه»2 و 80 في [86] مع كومة 
مم1 للكورة وأدخل ممسد* في [291] تحيئًا آخر على هذه الننائج لتصل إلى 
زر »*ة/نوارع »*1/4وا)هنه)0 في حالة أي 0 < ع عدد. 
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الفرز السريع 


الفرز السريع خحوارزمية زمنٌ تنفيذها في حالة صفيفة دخ فيها « عددًا هو (9)52 في أسوأ الحالات. وغالبًا 
ما يعد افر السريع؛ على الرغم من بطء زمن تنفيذه في أسوأالحالات» أفضل خيارٍ عملي للفرزء لأنه فعا 
عدا في الحالة العامة: فَزمنٌ تنفيذه المتوقع هو (711871)©» والعواملٌ الثابتة المخفية في تدوين (871| )© 
صغيرةٌ جدًا. وهذه الخوارزمية أيضًا ميزةٌ الفرز في المكان (انظر المقطع 1.2)؛ وهي تعمل جيدًا حتى في بيئات 
الذاكرة الافتراضية /ج100اعد لهلهاكان 

يصف المقطع 1.7 الخوارزمية ومسائًا فرعيًا هامًا يستخدمه الفرز السريع في عملية التجزئة ه«له0نانائهم. 
ونظرا لتعقيد سلوك خحوارزمية الفرز السريع؛ سنبداأ بمناقشةٍ بديهية لأدائها في المقطع 2.7 ونؤجل تحليلها الدقيق 
إلى نحاية هذا الفصل. تعرض المقطع 3.7 نسخخة من الفرز السريع تُستعمل عيّناتِ عشوائية. ولهذه الخوارزمية 
رمن تنفيٍ متوقع جيدء ولا يستخخلص دحل خاصيٌ سلوئكها في أسوأ الحالات. يحلل لمقطغ 4.7 الخوارزمية ذات 


ئية المضافة 3180611113 5200001260 حيث يبرهن أنما تُنَقُدُ في زمن (2)© في أسوأ الحالات؛ وفي 





زمن متوقّع ( 1# :000 عند افتراض أن جميع عناصر الصفيفة متمايزة. 


وصف الفرز السريع 

يعتمد الفررٌ السريع؛ مثل الفرز بالمرج 500 عهعدم» مبداً "فرق تسد" المذكور في المقطع 1-3.2. نعرض فيما 

يلي إجرائية "فرق تسد" ذات المراحل الثلاث لفرز صفيفة جزئية نموذجية [.. ط]لل: 

جرّئ (أَعِدْ ترتيب) الصفيفة [.. ]4 إلى صفيفتين جزئيتين يمكن أن تكونا خاليتين) [1 - و.. 45 
و [1..7 + 4]4 بحيث يكون كل عنصر من [1 - 4.. ]4 أصغر من [4]4 أو يساويه» والذي هو 
بدوره؛ أصغر من أي عنصر من عناصر [1..7 + 4]4 أو يساويه. احسب الدليل © باعتباره جزءًا من 
إجراء التجزئة هذا. 

سُدُ: افرز الصفيفتين ١‏ 








ن [1 - و.. ]ف و [1..7 + ج]4 باستدعاء عَوْدي للفرز السريع. 





2202 الفصل 7/ الفرز السريع 





ادمج: لما كانت الصفيفتان المزئيتات مفروزتين سلقاء فلا داعي لدبجهما: الصفيفة [.. ص]م كلها 
مفروزة الآن. 
يكز الإحراة اللي الف السريع. 
( ,م ,)موي انا 
-> م 1 
2 ,م لماز اكتتهمم عو 


2 
(1 -بو ,م ,ار)تممىعاناو 3 
7 ,1+ و ,ل)ك#مككء ان 4 


الفرز كامل الصفيفة 4: يكون الاستدعاء البدئي من الشكل (/167194 .41 ,1 ,1/) 1508لا ©. 


تجزئة الصفيفة 
بُعَدّ إحراُ 048717100 الذي يعيد ترتيب الصفيفة الحزئية [7.. «]4. في المكان» أساسيّ خحوارزمية الفرز 
السريع. 
(7,ص ,رال) 117100كهممط 
]4 دع 1١‏ 
1-م-1 2 
1-خ ما ص زعم 3 
* > [ن]ف كذ 4 
1+غعة ٌ 
[ز]ف منت [أ]م عومممعي 6 
[5] ضام [1 + ]لم عوممدعى 7 
1+غ مسعم 8 
يبين الشكل 1.7 كيف يعمل 88871710 على صفيفة من 8 عناصر. يختار 887171020 دائمًا عنصرًا 
[*]4 - : ليكون عنس! محوريًا /0«زم برا الصفيفة الحزئية [.. م]4 بالنسبة إليه. ير الإجراة» عند 
تشغيله؛ الصفيفة إلى أربع مناطق (يمكن أن تكون خالية). عند بداية كلٌ تكرارٍ من حلقة 408 في 
السطور 26-3 تَمحقّق المناطق خواصصٌ مُحدّدةٌ مييّةٌ في الشكل 2.7. نعتبر هذه الخواص لامتغير الحلقة 
امماعودمز مها 
الدينا في بداية كل نكرار من الحلقة في السطور 6-3) ولكل دليلٍ # من الصفيفة: 
1. إذاكان ؛ > > م فإن + > [/]4. 
2 إذا كان 1 - رك / > 1 + : فإن > < [/]4. 


3. إذاكان + > ع فإن « > [/]4. 
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: ذنم 
ب [4(:[؟[:[!]2]*]7] 
, _ابسر 
(ت) [2]9]7]1]3]5]6[4 
: 5 فم 
دك [3]516]4 كل 
06 1 1 
1 





5 14 4 
© (+1*]61اشلد انتما 
ك2 ُ 1 
ف 15س 21 
]1159ل 
: دده 
21*13 
الشكل 1.7 عملية تطبيق التجزئة 248715100 على صفيفة عيّنة. يصبح عنصر الصفيفة [4]7 العنصر 
حوري بد. تقع جميع عناصر الصفيفة الخفيفة التظليل في المزء الأول» وقيمها لا تتجاوز <. ونقع العناصر الشديدة 
التظليل ني اللجزء الثاني؛ وقيسها أكبر من . لم توضع العناصر غير المظللة بعدُ في أول جزأين» والعنصر الأبيض الأخير 
هو انحور :د. (أ) الصفيفة البدائية ومواضع المتحولات. لم يوضع أي من العناصر في أول جزأين. (ب) جرى تبديل 
موقع القيمة 2 "مع نفسه"؛ ووضعت في الحزء الخاص بالقيم الصغرى. (ت)-(ث) أضيفت القيمتان 8 و 7 إلى ابليزه 
الخاص بالقيم الكبرى. (ج) جرى تبديل موقعي القيمتين 1 و 08 وَكَبْرَ جزء القيم الصغرى. (ح) جرى تبديل 
موقعي 3 و 07 وِكبْرَ جزء القيم الصغرى. (خ)-(د) كبْرَ الجزه الأكير ليتضمن 5 و 6 وتنتهي الحلقة. (3) في 
السطرين 8-7 جرى تبديل موقع احور بحيث يقع بين الحزأين. 


- 














لا الأدلهُ الواقعة بين نر و 7-1 بأيّ من الحالات الثلاث؛ وليس لقيم هذه العناصر أية علاقة مع 
الور عد. 

ينبغي أن نبيّن أن لامتغير الحلقة هذا صحيحٌ عدم؛ قبل التكرار الأول» وأن كل تكرارٍ لهذه الحلقة يحافظ. 
على هذا اللامتغير؛ الذي يقدم خواصيٌ مفيدةٌ لبيان الصحة ووعماءهم0ه عند انتهاء الحلقة. 





بين م و 4 ولا 





الاستبداء: لدينا قبل التكرار الأول للحلقة, 1 - م > ؛ و م ع ز. وحيث إنه لا توجحد 
قيمٌ بين 1 +: و 1- أن فإن أول شرطَيْن اصن بلامتغير الحلقة محقّقان بديهيًا. يُحقق الإسناد في 


السطر 1 الشرط الثالث. 
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_. 1 3 . 


95-0هك 


غير مقيدة 2 51 




















الشكل 2.7 الخاطق الأربع التي يحافظ عليها إجراء 8887171004 ضمن الصفيفة 





زثية [.. ]4. جميع القيم في 


أن تأخذ 





[1.. ]4 أصغر من + أو تساويهاء وجميع القيم في [1 - ...1 + 4]4 أكير من ده و * > [4]7/. > 
العناصر ف الصفيفة 





رية [1 - ".. []4 أية قيمة. 


المحافظة: يبين الشكل 3.7: أننا نعتير حالتين اعتمادًا على خرج الات 





ار في السطر 4. يبين الشكل 03.7 
ماذا يحدث عندما يكون * < [(]4؛ الفعل الوحيد في الحلقة هو زيادة قيمة ثر. بعد زيادة 0 ييقى 
الشرط 2 محقًا في حالة [1 - []4؛ وتبقى جميع العناصر الأخرى دون تعديل. يبين الشكل 3-7(ب) 


ماذا يحدث عندما تكون + ك [/]4؛ حيث تزيد الحلقة قيمة » وتبدّل موققي [4]1 و [/]4 ثم تزيد 





قيمة زر لدينا الآذء بسبب تبديل المواقعء * > [4]4: ويكون الشرط 1 عُمّمًا. وبالمثلء يكون لدينا 
أيضًا د < [1 - /]4: لأن العنصرّ الذي وْضَعَهُ لامتغرد الحلقة في [1 - /]4 أكيرُ من »د. 





الانتهاء: عند الانتهاء يكون لدينا ‏ > ز. لذاء يوحد كك عنصر في الصفيفة في إحدى المجموعات الثلاث 
الموصوفة باللامتغير: ونكون قد جزأنا القيم في العفيفة إلى ثلاث بجموعات: أقل أو تساوي ١»‏ وأكبر 
من 3) وبجموعة فيها عنصر وحيد هو بد. 
ييدّل السطران الأخيران من 88271510 في النهاية العنصرّ حوري بالعنصر الموجود في أقصى يسار 
امجموعة التي قيمها أكبر من يده وبذلك تنقل انحور إلى مكانه الصحيح في الصفيفة ابحزأة 
الدليل الجديد للمحور. يمفّقَ خرجُ «871710مم الآن المواصفات المحددة لمرحلة 3 
يحقق الخرج شرطا أقوى بقليل: بعد السطر 2 من 2010105087 يكون []4 أصغر تمامًا من أي عنصر 





ف [..1+ وإلى. 
إن زمن تنفيذ 8483717100 على الصفيفة الحزئية [7.. <ز]4, هو (2)©؛ حيث 1 + م - ” > (انظر 
التمرين 7. 3-1). 
تمارين 
1-7 


وضّحء باستخدام الشكل 1.7 تموذحاء كيفية تطبيق التجزئة 84271110 على الصفيفة 


4> )13,19,9,5,12,8,7,4,21,2,6,11( 
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ب 1:1 


























الشكل 3.7 حالنا تكرارٍ واحدٍ للإجراء «84871510. (أ) إذا كان :د < [/]4» فالفعل الوحيد هو زيادة قيمة ني 
الذي يحافظ على لامتغير الحلقة. (ب) إذا كان * > [(]4: ثراد قيمة الدليل 6 ثم يجري تبديل مكاق العنصرين [/41 
و [ز]ال» ثم ثزاد قيمة [. جرت المحافظة على لامتغير الحلقة ثانية. 

207 

ما قيمة و التي يعيدها إجراء 84871710 عندما تكون قيم جميع عناصر الصفيفة [7.. ]4 متساوية؟ عدّل 
15100 بحيث يكون [7(/2 + م)] > و عندما تكون قيم جميع العناصر في الصفيفة [«.. ]4 
متساوية. 

37 

أعط برهانًا مختصرًا على أن زمن تنفيذ 883517100 على صفيفة جزئية طوطا :: هو (71)©. 


4-7 
كيف يمكنك تعديل :0101015087 لإجراء الفرز وفق الترتيب المتناقتص؟ 


أداء الفرز السريع 

يعتمد زمن تنفيذ الفرز السريع على كون التحزئة متوازنة أو غير متوازنة» وهذا بدوره يعتمد على العناصر 
المستخحدمة في التجزئة. فإذا كانت التجزئة متوازنة» تكون سرعة تنفيذ الخوارزمية مقاربة لسرعة البحث بالمرج. 
أما إذا كانت غير متوازنة» فيمكن أن تنقّذ الخوارزمية ببطءٍ مقارب للفرز بالإدراج. ستبحث في هذا المقطع» 
بصورة غير رسعية (مفصلة)» في أداء الفرز السريع بافتراض أن التجزئة المتوازنة مقارنة بأدائه عند التجزئة 
غير المتوازنة. 
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ة في أسوأ الحالات 
تحدث أسوأ حالات الفرز السريع عندما يولّد مساق التجزئة مسألةٌ جزئية فيها 1 -: عنصرًا ومسألةٌ ليس 
هذا الطرح في المقطع 1-4.7.) لتفترض أن هذه التجزئة غير المتوازنة ستحدث في كل 
رق التجزئة زمثًا (:)9. ولما كان تطبيق الاستدعاء العودي على صفيفة طوها 0 يخرج 
فإن (1)© > (7)0: وتكون العلاقة التكرارية لزمن التنفيذ هي: 
()9 + (7)0 + (1)0-1 
٠.‏ (60+ 12 - )7 
بديهياء إذا جمعنا الأزمنة التي يستغرقها كل مستوى من العودية» نحصل على سلسلة حسابية (المعادلة أ.2)؟ 
قيمتها (90:2. بالفعلء يمكن استخدام طريقة التعويض مباشرة لإثبات أن حل العلاقة التكرارية 
(60 + (1 -7)0 > (7)2 هو (02)© > (7)0. (انظر التمرين 1-2.7.) 
أي إنه: إذا كانت التجزئة غير متوازنة كليًا ني كل مستوى عودي من الخوارزمية» فإن زمن التنفيذ 
هو (9)52. ولذلك يكون زمن تنفيذ الفرز السريع في أسوأ الحالات ليس أفضل من الفرز بالإدرا 
إلى ذلك؛ يكون زمن التنفيذ (72)© عندما تكون صفيفةٌ الدعل مفروزةٌ كليًا سلفًا - وهي حالةٌ شائعةٌ زم 
تنفيذ الفرز بالإدراج فيها هو (0)7. 







1 


700 








التجزئة في أحسن الحالات 

يود :1510م في الحالة التي يجري فيها التفريق إلى جز نين» مسألتين فرعيتين؛ لا 
يتجاوز طول كل منهما 7/2 حيث إن طول إحداها [2/2] وطول الثانية 1- 0 في هذه الحالة. 
حوارزمية الفرز السريع أسرع بكثير. وتكون المعادلة التكرارية لزمن التنفيذ عندها: 








3 





700 > 27)2/2( + ©)( , 

حيث نتساهل في عدم الدقة الناتج من إهمال دالة الأرضية 1006؛ ودالة السقف ع10اأعن ومن طرح القيمة 1. 

حْلُ هذه المعادلة التكرارية حسب الحالة الثانية من النظرية العامة (النظرية 1.4) هو (870| :)© > (7)03. 
وهكذاء فإن موازنة طرق التحزئة بصورة متساوية في كل مستوى من العودية تعطينا خحوارزميةٌ أسرعٌ تقاريً. 





التجزئة المتوازنة 

إن زمن التنفيذ في الحالة الوسطى للفرز السريع أقرب كثيرًا إلى الحالة المثلى منه إلى أسوأ الحالات» وهو ما 
ستيئته التحليلات في المقطع 4.7. إن مفتاح فهم السيب هو في فهم كيف يؤل توازن التجزئة على المعادلة 
التكرارية التي توصّف زمن التنفيق. 
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0 
د ع 1 





لك 

الشكل 4.7 شجرة عودية لخوارزمية 010101503 تولّد فيها 887717100 تفريقاً بنسبة 9 إلى ١‏ دوماء وهذا يولّد 
زمن تنفيذ (0)187. تبيّن العقد حجوم المسائل الحزئية؛ وقد جرى وضع كلفة كل مستوى إلى اليمين. تتضمن كلفة 
كل مستوى الثابت ع الضمني في الحد (7)©. 






لد دوا جزأين نسبة أحدها إلى الآخر 9 إلى 1؛ الشيء الذي 
رة. نحصل في هذه الحالة على المعادلة التكرارية التالية لزمن تنفيل 


لنفترض» مثلأ» أن حوارزمية التجزئة 
يبدو للوهلة الأولى غير متوازن إلى درجة 
الفرز السريع: 
,ات + (7)0:/10 + (7)9/10 - 100 
حيث أضفنا الثابت ع صراحة بعد أن كان عنفيًا في الحد (::)9. يبين الشكل 4.7 شجرة العودية لهذه المعادلة 
التكرارية. لاحظ أن كلفة كل مستوى من الشجرة تساوي 64 إلى أن تمدق العودية شرطًا حديًا عند العمق 
(087© > #ورهماء تصبح بعدها كلفة كل مستوى مساوية © على الأكثر. تنتهي العودية عند العمق 
(918 > « ورويهها. وبذلك تكون الكلفة الكلية للفرز السريع (:0):187. ومن ثم) ومع تفريق نسبته 9 
إلى 1 في كل مستوى من العودية» وهو ما يبدو بديهيًا غير متوازن إلى حدٌ بعيد» فإن خوارزمية الفرز السريع 
قد ني زمن (00:187 - أي في زمن مقارب للحالة التي تجري فيها عملية التفريق في الوسط. فعليا. حتى 
عملية التفريق الذي نسبته 99 إلى 1 تنتج زمن تنفيذ (002187. في الحقيقة أي تفربق نسبته ثاببة ينتج 
شجرة عودية عمقها (:87)©: حيث كلفة كل مستوى (003. بالنتيجة؛ يكون زمن التنفيذ (0021870 في 
حال كان التفريق يجري بنسبة ثابتة. 











حدس بشأن الحالة الوسطى 
لتكوين فكرة واضحة عن السلوك العشوائي للفرز السربع؛ يحب أن نضع فرضية عن مدى التواتر الذي نتوقع 
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الى اام 
0 ب 
الشكل 5.7 () من شجرة العودية للفرز السريع. 
"غير جيد": صفيفتَيْن جزئيتين طولهما 0 و 8-1 أما بحزئة الصفيفة الحزئية التي طوها 1 - «: فتكلف 1 -8؛ 


ن تكلفة التجزئة عند الجذر هي 0 وهي تولّد تفريقاً 





وتولد تفريقاً "جيدا": صفيفئين جزثيتين طولمما 1 -1(/2 -2) و 1(/2-). (ب) مستوى واحد من شجرة 
العودية متوازن جدًا. في كلا الجزأين» كلفة تحرئة المسائل المزثية للمثلة بشكل ييضوي مظلّلٍ هي ()9. ولكن 
المسألتين الحزئيتين الواجب حلهما في (أ) والممثلتين بمربعين ليستا أكبر من المسألتين الحزئيتين اللتين يلزم 
حلهما في (ب). 





أن نصادف فيه المدخخلات المختلفة. يعتمد سلوك الفرز السريع على الترتيب النسبي للقيم في عناصر الصفيفة 
المعطاة باعتبارها دخعلاء وليس على القيم الخاصة في الصفيقة. سنفترضء كما في تحليلنا الاحتمالي لمسألة 
التوظيف في المقطع 5 أن كل تباديل أعداد الدخخل متساوية الاحتمال. 

عندما ننفذ الفرز السربع على صفيفة دحل قيمها عشوائية: فمن غير المحتمل أن تمري التجزئة بالطريقة 
نفسها ني كل مستوى؛ كما افترض تحليلنا غير الربعي. من المنطقي أن نتوقع أن بعض حالات التفريق ستكون 
جيدة التوازنه وبعضها ستكون متوازنة قليلاً. على ٠‏ يُطلّب إليك في التمرين 6-2.7 إد 
في 80 بالمشة من المرات تقرينًا يولّد :«871710م8 تفريقاً أكثر توازنًا من 9 إلى 1 وفي 20 بالمثة من المرات تقريئًا 
يولد تفريقا أقل تواثًا من 9 إلى 1. 

تود 15109ت#مطء في الحالة الوسطىء مزيجًا من التفاريق "البيدة" و"غير الجيدة". وفي الشجرة العودية 
المخاصة بتنفيذ 88851500 في الحالة الوسطى» تنويّع التفاريق الجيدة وغير الحيدة عضوائتًا في جميع أرجاء 
الشجرة. ولكن, لنفترض للتبسيط أن التفاربق الجيدة وغير الجيدة تتبادلان المستويات في الشجرة» وأن التفاريق 
اللميدة هي من أحسن الحالات؛ و التفاريق غير الجيدة هي من أسوأ الحالات. بييّن الشكل 5.7(أ) التفاريق 
على مستوبين متتاليين من شجرة العودية. إن كلفة التجزئة عند جذر الشجرة هي 8: وطول الصفيفتين 
الجزئيتين هو 1 -: و 0: وفق أسوأ الحالات. وفي المستوى التالي» برا الصفيفة الحزئية التي طوطا 1 - 70 وفق 
أحسن الحالات إلى صفيفتين جزثيتين طولهما 1- 10/2 -2) و 1(/2-. لنفترض أن كلفة الشرط 
الحدّي هي 1 للصغيفة نزئية التي طوطا 0. 

يولّد تركيث التفريق غير الحيد مع التفريق الميد ثلاث صفيفات جزئية أطولها: 0 و 1 - 4-1(/2) 
و 4-1(/2) بكلفةٍ بَزئةٍ مركبة تساوي (0© > (1-:00 + (:90. إن هذه الحالة ليست بالتأكيد 
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أسوأ من تلك المذكورة في الشكل 5-7(ب): أي حالة مستوى واحد من التحزئة التي تلد صفيفتين جزثيتين 
طول كل منهما 1(/2 -)؛ وكلفة (9)2. ومع ذلك؛ فإن هذه الحالة الأخيرة متوازنة! ومن البديهي أن 
تمنتص كلفةٌ التفريق الحيد (7)© كلفة التفريق غير الحيد (1 -90: ويكون التفربق الناتج جيداً. وهكذاء فإن 
من تنفيذ الفرز السريع - عند تبديل المستويات بين تفريق جيد وغير جيد - يماثل زمن التنفيذ عند إجراء 
التفريق اليد فقط: أي (4001187 ولكن مع ثابتٍ أكبر قليلاً عنفي ضمن تدوين- 0. سنجري تحليلاً 
مفصلاً للحالة الوسطى للنسخحة ذي العشوائية المضافة للفرز السربع في المقطع 2-4.7. 


تمارين 

2 

استخدم طريقة التعويض لإثيات أن حل للمعادلة التكرارية (901 + (708-1 > (700 هو 
(12)© > (70: حسيما ذكرنا في بداية اللقطع 2.7. 


2-7 
ما هو زمن تنفيذ 0101015087 عندما تكون لكل عناصر الصفيفة 4 القيمة نفسها؟ 


7م36 
برهن أن زمن تنفيذ 0101015087 هو (12)© عندما تتضمن الصفيفة 4 عناصر متمايزة ومريّبة وفق الترتيب 
4 

التزولي. 

427 


تسجل المصارف عادة التداولات على حساب ما وفق ترتيب زمن التداول؛ ولكن يرغب العديد من الناس أن 
يتلقوا بياناتهم المصرفية بحيث تكون الشيكات مرتبة وفق رقم الشيك. يرّر الناس عادة الشيكات وفق ترتيب 
أرقام الشيكات» وتصرف الباعة هذه الشيكات عادة بعد فترة معقولة. إن مسألة تحويل الترتيب وفق زمن 
التداول إلى ترتيب وفق رقم الشيك هي مسألة فرز دخلٍ مفروز تقريًا. برهن أن إجراء '5087-/105887100 قد 
يتفوّق على إجراء 0101015087 في هذه المسألة. 

577 

نفترض أن نسبة التفاريق على كل مستوى من الفرز السريع هي © -1 إلى »؛ حيث 1/2 > © > 0 ثابت. 
بين أن العمق الأصغري لورقة ما في شجرة العودية هو تقريبًا »187/18 وأن العمق الأعظمي هو 
(© -18)1/ #ه- تقريًا. (لا تمتم بشأن تدوير العدد الصحيح.) 

*06--7 

برهن أن احتمال أن يولّد «58271710 تفريقاً أكثرٌ توازنًا من »1 إلى » على صفيفة دخلٍ عشوائية هو 
»2 -1 تقرياء وذلك مهما يكن الثابت 1/2 > »© > 0. 
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نسخةٌ للفرز السريع ذو عشوائية مضافة 
عند سبر سلوك الحالة الوسطى للفرز السريع؛ افترضنا أن جميع تباديل أعداد الدخل ذات احتمال متساو. 
ولكنا لا نستطيع أن تتوقع تق ذلك دائمًا في مسألة هندسية (انظر التمرين 4-2.7). يمكننا في بعض 
الأحيان - كما رأينا في المقطع 3.5 - إضافةٌ عشوائية إلى خوارزمية بهدف الحصول على أداء جيد في الحالة 
الوسطى على جميع المدخلات. هذا وينظر كثيرون إلى نسخة الفرز السريع ذي العشوائية الناتحة على أنما 
خوارزمية الفرز الأنسب في حالة مدخحلات كبيرة كفاية. 

قمنا في المقطع 23.5 بإضافة عشوائيةٍ إلى خوارزميتناء وذلك بتبديل عناصر الدخعل صراحة. وكان 
بإمكاننا إجراء ذلك للفرز السريع أيضاء ولكن عتلفة» تسمى اختيار عينات عشوالي 
11 اامفنروم تعطي تليلاً أبسط. فبدلاً من استخدام [4]7 محورًا على الدوام؛ نستخدم عنصرًا 












بة [7.. م]. بحري ذلك بتبديل موقع العنصر [4]7 بعنصر جرى 
من المجحال #,...,صء أن يكون العنصر المحوري 
[4]7 > * أَيّا من عناصر الصفيفة الحزئية التي عددها 1 + م - م: وذلك باحتمال متساو. ولما كان اختيار 
العنصر امحوري قد جرى عشواياء فنحن نتوقع أن يكود 

إن التعديلات التي بُخرى على 88871510 و 0001085085 طفيفة؛ قفي إجراء التجزئة المدديد ما 
علينا سوى تنجيز تبديل المواقع قبل إجراء التجزثة ١‏ 





اخنياره عشوائيًا من [7.. ]4. يضمن أحدُ عينات عشوائ 





ريق صفيفة الدخل متوازناً وسطيًا إلى حدٌ معقول. 





,م ,)1100 تممه -مع جوم جم 
(7,م)المصجيم د 1 1 

:]4 تم [جم عوممطعى 2 
(,ص,110(0)4اتهمم مسمم 3 


يستدعى الفرز السريع اللحديد <00</120-8751110الجه بدلاً من 871100م8: 


(7 ,ص رك) كتهو كعاء انا 0-0 ااحمم حمر 


«>معز 1 

(7 ,م بام)ا(1110كتهمط-مع2ااجمط همع حو 3 
(1 - و ,م ,165087)4نا0-مع2احممحجمعر 3 
(7 ,1 + و ,ف)تعمككعان0-معمتاحمم جم 4 


سل هذه اغوازمية ف لتم الي 


تمارين 
1-7 
اذا نقوم بتحليل زمن التنفيف المتوقع للخحوارزمية ذات العشوائية المضافة وليس زمن الت 





بذ في أسوأ الحالات؟ 
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خلال تنفيذ 00«/120-0101©1508المء كم مرة يُستدعى مولّد الأعداد العشرائية 840/001 في أسوأً 
الحالات؟ وكم مرة في أفضل الحالات؟ أعطٍ إجابتك باستخدام تدوين-©. 


تحليل الفرز السريع 

قدم المقطع 2.7 بعض الأمور البديهية المتعلقة بسلوك الفرز السربع في أسوأ الحالات» ولماذا نتوقع أن تقذ 
بسرعة. وت هذا المقطع, تل سلوك الفرز السريع تحليلاً دقيًا. نبدأ بالتحليل في أسوأ الحالات؛ الذي ينطبق 
على 087قكءانا0 أو 280-00105087 ائحوم دمج ونختم بتحليل زمن التنفيذ المتوقع لإجراء 
'011)50 0111210-00 لهل . 


7ه التحليل في أسوأ الحالات 
رأينا في المقطع 2.7 أن إجراء التفريق في أسوأ الحالات في كل مستوى من مستويات العودية في الفرز السريع 
يولّد زمن تنفيذ (29)032 وهو - بديهيًا - زمن تنفيذ الخوارزمية في أسوأ الحالات. نبرهن فيما يلي هذه 
الفرضية المؤكّدة: 

يمكنناء باستعمال طريقة التعويض (انظر المقطع 3.4): أن نبيّن أن زمن تنفيذ الفرز السريع هو (7:2)©, 
ليكن ()7 زمن أسوأ الحالات لإجراء 0101015087 على دخعل طوله :. لدينا المعادلة التكرارية: 
٠ (17‏ 90 + ((1 - و -70 + 00000 لبقي 700 








حيث تقع قيمة الوط و بين 0 و 8-1 وذلك لأن إجراء 888715100 يولّد مسألتين جزئيتين طوهما 
الكلي 1 - 2. نتوقع أن يكون 2 > (7)5: حيث » ثابت ما. وبتعويض هذا التوقع في المعادلة (1.7) 
نحصل على: 

900 + (1(2 - و -م)ء + 2وع) فضي > 700 


- 6 (1(2-و- م + 2) قط‎ +96 ٠. 


يبلغ التعبير 2-4-1(2) + 2؟ قيمته العظمى على محال المُوسِط 2-1 > + > 0 عند 
نقطتَيّه الطرفيّيْن. ولإثبات هذا الإدعاء» نلاحظ أن المشتق الثاني للتعبير بالنسبة إلى 4 موجب (انظر 
التمرين 3-4.7): وهذه الملاحظة تعطينا الحدّ - 1(2-©) > (1(2-و- 2) + 42) يدروووو تق 

1 +201 - 212 ومتابعة عملية وضع حد ل (:700: نحصل على: 
(6)0 + (1 -»2)ء - ته > (10 


562 
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وذلك لأن بإمكاننا اختيار الثابت ع كبيرا كفاية بحيث يطغى الحد (1 -+2)ع على الحد (8)©. وبذلك 
يكون (0)32 > (7)5. وقد رأينا قي المقطع 2.7 حالةٌ خاصة يستغرق فيها الفرز السريع زمنًا (2):2: وذلك 
عندما تكون التجزئة غير متوازنة. وبالمقابلء يُطلب إليك في التمرين 1-4.7 برهان أن للمعادلة التكرارية (1.7) 
حلاً يح (9)22 - (7001. وبذلك؛ يكون زمن النفيذ للفرز السريع في أسوأ الحالات هو (92. 


7 زمن التنفيذ المتوقع 

رأينا فيما سبق ل يكون الزمن المتوقع 
(0)187: إذا كان التغريق الناجم عن 8400201112:80-8875111000 في كل مستوى من العودية؛ يضع أية 
نسبة ثابتة من العناصر في جهة واحدة من التجزئة؛ يكون لشجرة العودية العمق (1871)©: كما يجري تنفيذ 
أعمال من رتبة ()0 0 حتى لو أضفنا بين هذه المستويات مستويات جديد: قليل 
التوازن إلى حد بعيدء فسيبقى الزمن الكلي (0)2187. يمكننا تحليل زمن التنفيذ المتوقع للإجراء 
840000011280-010161507 بدقة إذا عرفنا كيف يعمل إجراء التجزئة أولأ: ثم استخدمنا هذه المعرفة 
لاستنتاج حدٌ (00187 لزمن التنفيف المتوقع. يولّد هذا الحد الأعلى لزمن التنفيذ المتوقع؛ إضافة إلى الحد في 
أفضل الحالات (9)217 الذي ذكرناه في المقطع 2.7: زمن تنفيذ متوقع (9):1870. نفترض في أثناء ذلك 
أن قيم العناصر المفروزة متسايزة. 





بذ خوارزمية 1508لا20000011280-0 في أسوأ الحالات هو 








زمن التنفيذ ومقارنات 

الاختلاف الوحيد بين إجراءي 001615087 و '000211288-010165087(م هو في كيفية اختيار العناصر 
المحورية؛ وثما متماثلان فيما عدا ذلك. لذاء يمكننا صياغة تحليلنا لإجراء 000/1288-0101015087للمظ 
بمناق 





إحراغي 010165087 و #711100دطء ولكن بافتراض أن اختيار العناصر المحورية يجري عشوائيًا من 
الصفيفة الحزئية الممررة إلى 184005011280-000110508 

يهيمن الزمن الذي يقضيه إجراء 888717100 على زمن تنفيذ 001015087. ففي كلٌ استدعاءٍ لإجراء 
817100 يختار عنصرًا مورب ولا يُضْمّن هذا العنصر في أي استدعاءٍ عودي مستقبلي لإجراةي 
00165087 و 8517109مم. لذلك؛ يمكن أن يكون هناك « استدعاءٌ على الأكثر لإجراء 2811171071 
خلال التنفيذ الكامل خوارزمية الفرز السريع. 
إلى زمنٍ منناسب طردًا مع عدد تكرارات حلقة 806 الموجودة في الأسطر 6-3. يري كل تكرار لحلقة ,10 هذه 
مقارنة في السطر 4: يقارن فيها الحو بعنصر آخر من الصفيفة 4. لمذاء إذا كان بإمكائنا عد العدد 
الكلي لمرات تنفيذ السطر 4: يمكننا وضع حدٌ للزمن الكلي الذي تستغرقه حلقة 806 خلال التنفيذ الكامل 


لإجراء 101615087 0. 





يستغرق استدعاءٌ واحد لإجراء 888717107 زمنًا (0)1 إضافة 
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توطلة 1.7 

ليكن / عدد المقارنات التي أجريت في السطر 4 من 588717108 خلال التنفيذ الكامل الإجراء 
001015087 على صفيفة ذات : عنصرًا. عندهاء يكون زمن تنفيذ 0101015087 هو (/1 + 0)8. 
البرهان نستنتج من المناقشة السابقة أن الخوارزمية تستدعي 881717100 1 مرةٌ على الأكثر يُنجز في كل 
منها مقدارٌ ثابثُ من الأعمالء ثم تنقّذْ حلقة 80# عددًا من المرات. ويَُفُدُ كك تكرار لحلقة «0] السطرٌ 4. «ا 





إذن حساب /؛ وهو عدد المقارنات الكلية المنقّذة في جميع استدعاءات 8887171000. ولن نحاول 
تحليل كم هو عدد المقارنات التي أحريت عند كان استدعاء للإجراء 888515100 بل» سنستنتج بدلا من 
ذلك» حدًا شموليًا لعدد المقارنات الكلي. ولفعل ذلك؛ علينا أن تُعرف متى تقارنٌ الخوارزميةٌ بين عنصرين من 
الصفيفة» ومتى لا تقارن. نسمّي: لسهولة التحليل» عناصرٌ الصفيفة 4 ب «2,... ,و,ر2؛ حيث 2 هو 
العنصر ذو الترتيب ‏ من حيث الصغر. وتعرّف أيضًا المجموعة [/2,...,وج2,,2] - رن بأنما بجموعة العناصر 
]2 و ارت وما بينهما. 

والسؤال هو: متى تقارنُ الخوارزميةٌ بين ,2 و /2؟ للإجابة عن هذا السؤال؛ نلاحظ أولاً أنه تحري مقارنة 
كل زوج من العناصر فيما بينها مرةٌ واحدةٌ على الأكثر. لماذا؟ لأن العناصرٌ تُقَارَنَ بالعنصر المحوري فقط؛ وبعد 
انتهاء استدعاءٍ محدّدٍ لإجرائية 8477151009 لا يقارن العنصٌ امحوري المستخدّم في هذا الاستدعاء بأيّ عنصي 





آر أبًا. 
يستخدم تحليلنا متحولات عشوائية مؤشرة وعاطهة,ة؛ :0000م #ملهء نم1 (انظر المقطع 2.5). تعرقف: 

, [2 مالعمفمسم كا يع]! - رلا 
حيث نعتبر المقارنات التي تجحري في أي وقت خلال تنفيذ الخوارزمية؛ وليس خلال تكرارٍ واحد أو استدعاو 
واحد لإجراء 8817100 فقط. ولما كانت مقارنة كل زوج بحري مرةٌ واحدة على الأكثرء يمكتنا بسهولة 
تقدير العدد الكلي للمقارئات في الخوارزمية: 

د جد 


ا 


ع حم 


انكاة 2 2 


1-1-1 


وبأحذ توق الطرفين: ثم باستخدام حطية التوقع والتوطئة 1.5 نحصل على: 


ا 
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ع 
0272 إرهمالتهمسم عذيع]ءة |0 |( - 
كر 6 


ييقى علينا حساب [ر 0] 7©4مهه» 15 :57]2؛ أي احتمال مقارنة ,2 ب 2. يفترض تحليلنا أن إجراء 
871710م 0012808 م اجمع يختار كل حور عشوائيًا واستقلائيًا. 

لندرس الحالات التي لا بحري فيها المقارنة بين عنصرين. لنأخذ دخحلاً للفرز السريع الأعداد من 1 إلى 10 
(بأي ترتيب كان)» ولنفترض أن أول عنصرٍ محوريٌ هو 7. إن أول استدعاءٍ لإجراء 581517102 يَفصلٌ 
الأعداد إلى بجموعتين: (1,2,3,4,5,6] و (8,9,10). ثم تحري مقارنة العنصر 7 يجميع العناصر الأخرى» 
ولكن ل بحر (ولن تحري) مقارنة أي عددٍ من المجموعة الأولى (وليكن 2 مثلً) بأيّ عددٍ من المجموعة الثانية 
(وليكن 9 مثلا). 

وما كنا نفترض أن قيمَ العناصر متمايزةٌ بوجي عامء فإننا 








رفء بعد اختيار المحور * حيث 
بن جهة أخرى؛ إذا اتير :2 حورا قبل أي 
عنصرٍ في رر2؛ فإن ,2 سيقارن بكلٌ عنصر في ر2: ما عداه هو نفسه. وبالمثل؛ إذا اتير ني محورًا قبل أي 
عنصر في ع2 فإن |2 سيقارن بكلٌ عنصرٍ في ر,2: ما عداه هو نفسه. في مثالناء بحري مقارنة القيمنين 7 
و 9 لأن 7 هو العنصر الأول الذي سيجري اختياره حورا من ور2. وبالمقابل» لن بحري مقارنة 2 و 9 أبذاء 
لأن أول مور اخجير من ور هو 7. وهكذاء تمري مقارنة :2 و رت إذا وفقط إذا كان العنصر الأول الذي 
سيجري اختياره محونا من 2 هو إما :2 وإما رظة. 

نحسب الآن احتمال وقوع هذا الحدث. إن لمجموعة ز,2 تكون بكاملها في الحزء نفسهء قبل اللحظة التي 


> * > ]2 أنه لا يمكن مقارنة :2 و ,2 في أي وقت الا. 





نختار فيها أحد عناصر )2 ليكون محونا. ولذاء فإن أي عنصرٍ من :2 يمكن أن يكون أو عنصر 
بالاحتمال نفسه. ولما كانت المجموعة :2 تحوي 1 + : - زر عنصرّاء وكانت ١‏ 
فإن احتمال أن يكون عنصرٌ ما هو العنصر الأول المختار ليكون محورًا هو (1 + : - /)/1. وبذلك؛ يكون 


الدينا': 





ارةٌ بعشوائية واستقلالية» 





[ن2 سه معدمط عملم غومة ع ره عه يماءه - [رة ما لعمهمسم كلي2]ءم 


[ن2 سمم؟ معدمط عملم غمم8 كل ي2]ءم 


[ن2 صدم؟؟ معدمط مام غوظ كذ رج]5 + 





' أي إن احتمال أن يقارن :2 ب رت يساوي احتمال أن يكون ,2 أو رج هو أول محور حرى اختياره من بن, وهذا 
يساوي بحموع احتمال أن يكون :2 هو أول تحور حرى اختياره من ن2 واحتمال أن يكون :2 هو أول محور جرى 
اختياره عن و2 
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3 1 


«+محودع 


ا 7 





يمكن الانتقال من السطر الأول إلى السطر الثاني لأن الحدنَيْن يُقصي أحدمما الآخر ع«تعساععت اقئاس 
وبدمج المعادلتين (2.7) و (3.7): جد أن 


ا 
2 
0 2 > 5 
يا 
يمكننا أن نقيّم هذا المجموع باستخدام تبديل المتحولات (: -[ - ) والحد على السلاسل التوافقية 
وعلمعد عتممطصعط في المعادلة (أ.7): 





5 
2 
2 - ]8 
22 ل 


3 
0_3 
ع 


1 
8 

0 
0 


472 
نستنتج من ذلك أنه عند استخدام «0001120-88771110/جمء يكون زمن التنفيذ المتوقع للفرز السريع 
عندما تكون قيم العناصر متمايزة هو (0)187. 


تمارين 

1-7 

بين أن المعادلة التكرارية (8)© + ((706-4-1+ (7)4):-وومولة > (702 تحقق 
(02» - (1. 

2-7 


بين أن زمن تنفيذ الفرز السريع في أحسن الحالات هو (201870. 


3-7 
بين أن التعبير 1(2 -2-4) + 42 يصل إلى قيمته العظمى ضمن 2-1,... ,0,1 - © عندما 


186 


مسائل 


القضل 7 القرؤ السريع 


تكون 0 - وأو 1-« - و. 

447 

بين أن زمن التنفيذ المتوقع لإجراء 165085نا0-0ع12احجوم نجه هو (0ى ا )2. 

5» 

يمكن تحسين زمن تنفيذ الفرز السريع عمليًا بالاستفادة من زمن التنفيذ السريع للفرز بالإدراج حين يكون 
دخله مفرورًا "تقريًا". عند استدعاء الفرز السريع على صفيفة جزئية عدد عناصرها أقل من / عنصرّاء دَعْهُ 
يَعدْ «تنااع6 دون فرز الصفيفة الحزئية. وبعد أن يعود استدعاءٌ الفرز السريع ذو المستوى الأعلى, نقد الفرز 
بالإدراج على كامل الصقيفة لإثماء إجرائية الفرز. برهن أن خوارزمية الفرز هذه تُقّد في زمن متوقع 
((180:/1: + 0):16. كيف يجب انتقاء 4 من الناحيتين النظرية والعملية؟ 











00647* 
لنبحث في تعديل إجراء 28851510 بانتقاء عشوائي لثلاثة عناصر من الصقيفة 4 ثم بالتجزئة حول وسطها 


0187 (القيمة الوسطى للعناصر الثلاثة). قرب احتمال الحصول على تفريق بنسبة © إلى (© - 1) في أسوأ 





الحالات؛ وذلك بصيغة دالة بدلالة » على المجال 1 > » > 0. 


1-7 صحة تجزلة 1007[ 





إن نسخحة 888715100 المعطاة في هذا الفصل ليست نسححة الخوارزمية الأصلية للتجزئة. 
الأصلية للتحرثة وتُنسب إلى عنهه11 .11 .هم .©: 


وفيما يلي 





(,ص ,)10 عمط ععدمكا 
زمه دع 1١‏ 
1لمع 
1+«در 

انا علطا 

ممم 








ل 
ع > [ز]4 لتتسس 
ممعم 
1+غ2ة 
د [1]ل قد 10 
ز>غ كذ 11 
[ز]4 طاتد ]م عومممعي 12 
ل وعم عواء. 13 
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أ. اعرض ناتج تطبيق :110878-288717102 على الصفيقة 
(13,19,9,5,12,8,7,4,11,2,6,21) 42ل 
بحيث تُظهر قيم الصفيفة والقيم المساندة بعد كل تكرار لحلقة عافط" في الأسطر 13-4. 
يطلب إليك في الأسئلة الثلاثة التالية أن تقدم دليلاً محكمًا على أن إجراء 28-888717100م110 صحيح. 
بافتراض أن الصفيفة الحزئية [7.. ]4 تتضمن عنصرين على الأقل؛ أثيت ما يلي: 
ب. يحقق الدليلان : و ز عدم إمكان الوصول إلى أي عنصر من 4 واقع خارج الصفيفة الحزئية [7.. (]4: 
ات. عندما تنتهي (1108885-88171710) تعيد قيمة [ بحيث تحقق 7 > [ ك [, 
ث. عندما ننتهي 888717100-:11081 يكون أي عنصر من [إ.. ]4 أصفر أو يساوي أي عنصر من 
[.1+ ]4 


فصل إجراء 88877710 ني المقطع 1.7 قيمة احور (الموجودة أصلاً في [4]7) عن الجزأين اللذين تشكلهما. 
من ناحية أخرى: يضع إجراء 110488-88717100 قيمةٌ احور (الموجودة أصلاً في []4) في أحد الحزأين 
[.. ص]ا و [..1 + ]4 دومًا. ولما كانت « > ز > سء فهذا التفريق ليس بديهياً دومًا. 





ج أعد كتابة إجراء 0101215087 بحيث يستخدم 11018-80517100 


0-7 الفرز السريع في حالة تساوي قيم العناصر 
يفترض تحليل الزمن المتوقع للفرز السريع ذي العشوائية المضافة في المقطع 2-4.7 أن قيم جميع العناصر متمايزة. 
ندرس في هذه المسألة ماذا يحدث عندما لا تكون كذلك. 
أ. افترض أن قيم جميع العناصر متساوية. ماذا يمكن أن يكون زمن تنفيذ الفرز السريع ذي العشوائية 
المضافة في هذه الحالة. 
ب. يعيد إجراء 888717100 دليلاً و بحيث أن قيمة كل عنصر في [1 - 4.. م] أصغر أو تساوي [4]4 
وقيمة كل عنصر في [1..7 + ]4 أكبر من [4]9. عدّل إجراء «85110مم لإنشاء إجراء 
(7,م,117100')4عمطء الذي يبدل مواقع عناصر [.. م4 ويعيد دليلين و و » حيث 


” > > و > م وبحيث تكون 
ه جميع عناصر [8.. ]4 متساوية 
قيمة كل عنصر في [1 - ب.. ]4 أصغر من [2]9» 


ه وقيمة كل عنصر في [1..7 + غ]4 أكبر من [4]9. 


الفصل 7 / الفرز السريع 


وكما في 5887171000 يجب أن يستغرق 





بذ إجراء '87111070مم رما (م - )©. 

ت. عدّل إجراء 00001280-848711100لله8 بحيث يستدعي /848711100: وسمٌّ الإجراء الحديد 
'17100كقدم-معجااجممجمع. ثم عدّل إجراء 7«وكعكنانا0 لإنشاء إجراء (7,م ,ام) '05085ان 
يستدعي '24010010120-84:717100 ويطبق عوديًا فقط على الأجزاء التي لا يُعرف عناصرها بأنما 
متساوية فيما بينها. 


ث. باستخدام 010166508: كيف يمكنك مواءمة التحليل في المقطع 24.7 لتجتُّب افتراض أن كل 
العناصر متمايزة؟ 


0-7 تحليل بديل للفرز السريع 
يركز تحليلٌ بديلٌ لزمن تنفيذ الفرز السريع ذي العشوائية المضافة على زمن التنفيذ المتوقع لكل استدعاء عودي 
مستفل لإجراء 0200280-0101©15087 تالجم بدلاً من عدد المقارنات المنفذة. 





أ. ناقش أنه إذا كانت لدينا صفيفة طوها #: فإن احتمال أن يجري اختيار عنصر ما محورًا هو /1. 
استخخدم هذا لتعريف متحولات عشوائية مؤشرة / > ,لا (يجري اختيار العنصر ذي الترتيب ؛ من حيث 
الصغر حورا . ما هو [,/]8؟ 


ب. ليكن (7)0 متحولاً عشوايًا يرمز إلى زمن تنفيذ الفرز السريع على صفيفة طوها +<. ناقش أن : 





٠ 7‏ |(960 +( - »7 + جا - )راد م 8 - [()8]7 
2 
ات. بين أن بالإمكان كتابة المعادلة (5.7) على الشكل: 
2 
67 مه + زروسزة ١‏ 2 - زرمم]ء 
22 
اث 
1 2 
07 «وامج > ا 2 
2 





(تلميح: افصل المجموع إلى جزأينء الأول لقيم 1-[2,3,...,]2/2 م والآخر لقيم 
اس [ق/م] دعي 

ج. بين باستخدام الحد للموجود في للعادلة (7.7) أن للمعادلة التكرارية (6,7) خلا 
(96018 - [(:8]7. (لميح: أثبت بالتعويض» أن مها نمه > [(:8]70 في حالة كون + كبرة 
كفاية و © ثابنًا موجبًا.) 
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4-7 عمق المكدس في الفرز السريع 

تتضمن خوارزمية 0101015087 في المقطع 1.7 استدعاءَين عوديين لنفسها. بعد استدعاء :0101615083 
لإحراء 888717100 يفرز عوديًا الصفيفة الحزئية اليسرى ثم الصفيفة الحزئية اليمنى. يعتير الاستدعاء العودي 
الثاي خوارزمية 01010507 غير ضروري حقَّا؛ إذ يمكن تجنبه باستخدام بنية تحكم تكرارية. تتوثّر هذه 
التقنية» التي تسمى تتودية الذيل «منعمماعم اذمل آليّا في لمترجمات ومع امدممء الجيدة. لتأخذ النسخحة 
التالية من الفرز السريع» الذي يحاكي عودية الذيل. 





(7,7 ,)5087 1نا6-0/الكاناع8 سالم 1 

كم علتطير 1 

لإدموطناك الع| )رم لهة موتاتامدط // 2 

(7,ص,4) 1000 عمط د و 3 

(1 - ورم ,رق) “8-0101©5087/ا1ك اناعم ال14" 4 
20+1م 5 


أ. ناقش أن («عوه! .4 ,1 ,ل/) تهوىء1ن85-0/ااك«ناعع #اسالم1 تفرز الصفيفة 4 فررًا صحيحًا. 

تنّذ المترجماث عادةٌ الإحرائيات العودية باستخدام مكدس #عهلى يحوي معلوماتٍ متعلقةٌ بكلٌ استدعاءٍ 

عَوْدِيه ومن ضمنها قيعٌ المُوسِطات وعنالة؛ ع!عدهءوم. توجد للعلوماث المتعلقة بأحدث استدعاء على 

قمة المكدس. والمعلوماث المتعلقة بالاستدعاء الابتدائي في الأسفل. عند طلب الإجراء؛ يمري دفع معلوماته 

في المكدس؛ وعندما تنتهي: تزع معلوماته من المكدس. ولما كنا نفترض أن موسطات الصفيفة كُتنُ بمؤإشرات» 

فإن المعلومات المتعلقة بكل استدعاء إجراء على المكدس تتطلب حجم تخزين (0)1 في المكدس. يُعرْف عمتى 

المكدس انر ع ملى بأنه مقدار حجم التخزين الأعظمي المستخدّم في أي وقت أثناء الحساب. 

ب. صِفْ مشهدًا يكون فيه عمق المكدس في 7411-1817511/8-0101615087 (2)© على صفيفة دخل 
ذات « عنصرًا. 

ات. عدّل رماز 7411-881085108-0101©15077 بحيث يكون عمق المكدس في أسوأ الحالات (187)©. 
حافظ على زمن تنفيذ متوقع للخوارزمية (0)01871. 

05-7 العجيئة وفق وسط ثلاثة عناصر 

إحدى طرائق تحسين إجراء 247:00111288-0101©15077 هي إجراء التجزئة حول محور يجري اختياره بعناية 

أكبر من بحرد أخذ عنصر عشوائًا من الصفيقة امزئية. إحدى المنهجيات الشائعة هي طربقة وسط الثلالة 

ق-ره-«هنوم: اختر انحور هو العنصر الوسط «هذقعم: (العنصر الأوسط ع801ؤدم) من بجموعة مؤلفة من 3 

عناصر جرى اختيارها عشوائيًا من الصفيفة الحزئية. (انظر التمرين 6-4.7.) لنفترض؛ في هذه المسألة» أن 
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ملاحظا: 


القضل 7 | القرز السريع 


عناصر صفيفة الدخخل [4]1..7 متمايزة وأن 3 < #. نرمز لصفيفة الخرج !١‏ 
باستخدام طريقة وسط الثلاثة لاختيار احور به القيمة ([4] /4 - )5 > ,م. 





الرمز [7.. 4']1. عرّفء 





أ. أعط الصيغة الدق 





لقيم ,م كدالة في * او 4غ لقيم 8-1,.. 


:. (لاحظ أن 





عترم درص) 

ب. بكم زدنا إمكان 4وهطناءعز! كون انحور [[1(/2 + 02]]/ > د هو وسط الصقيفة [7.. 1]/: مقارنة 
بالتنجيز العادي؟ افترض أن © + 02 وأعطٍ نسبة حدية لهذا الاحتمال. 

ات. إذا عرّفنا النفريق "الحيد" بأنه اختيار المحور [4/]4 > ده حيث 28/3 > 1 > 2/3: بكم نكون قد زدنا 
إمكان الحصول على تفربق جيد مقارنةٌ بالتنجيز العادي؟ (تلسيح: قرب المجموع إلى تكامل.) 

ث. ناقش كون طريقة وسط الثلاثة تؤثر فقط على العامل الثابت في زمن تنفيذ الفرز السريع (1870 0 2©. 

7 0 الفرز الترجيحي للمجالات 

لنأيذ مسألة نعف فيها الأعدادً بالتحديد. بل تعرف أن لكاع عددٍ مجالاً ينتمي إليه على مستقيم 





أي لدينا « بحالاً مغلقًا من الشكل [زط,:»]؛ حيث وط > :». ادف هنا هو فرز هذه 





الجحالات فررًا ترجيحيا /#معترجتءدل أي إيجاد تبديل «واهالادمعم (مة,... ,د ,ة) من المحالات بحيث أنه في 
احالة 8,.. 





1 > [ يود [ررنا,ريه] © ن تق ,ه ك ١:‏ ك يت ك .ن. 

أ. صم خوارزمية ذات عشوائية مضافة لفرز « بحالاً ترجيحيًا. يجب أن يكون لخوارزميتك البئية العامة 
لخوارزمية تفرز سريعًا النقاط الحدية اليسرى (قيم :©)» ولكنها يجب أن تستفيد من المحالات المتراكبة 
8هأومهاءءه لتحسين زمن التنفيذ. (كلما تراكبت المحالات أكثرء أصبحت مسألة فرز المجالات 
ترجيحًا أسهل. يجب أن تستفيد خوارزميتك من هذا التراكب إلى أقصى حد.) 

ب. برهن أن خوارزميتك هذه تقد بزمن متوقع (616 في الحالة العامة ولكنها تُشّدُ في زمن متوقع 
(7) عندما تتراكب جميع المحالات (أي عندما توجد قيمة * بحيث يكون [يط,به] © ند لكل قيم 4). 
يجب ألا تتحقق خوارزميتك من هذه الحالة بصورة صريحة» بل يجب أن يتحسن أداؤها طبيعيًا عندما 
يزداد حجم التزاكب. 


ات الفصل 
ابتكر 110356 [170] إجراء الفرز السريع؛ وقد عرضنا نسخته في المسألة 1.7. ويعود الفضل في إجراء 
71510همم المذكور في المقطع 1.7 إلى وانسومط .ل2. ويعود التحليل في لمقطع 4.7 إلى سا8 سترحخ. 
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يقدّم »لءزب«موؤء5 [305] و نر»اامع8 [43] مرجمًا جيدًا حول تفاصيل التنجيز ومدى أهميتها. 

بين لإ0ماك21 [248] كيفية هندسة "خصم قاتل 7ةد»200 أ" يولّد صفيفة يُستغرق أي تنجيز 
للفرز السريع عليهاء افتراضياء زمثًا (902. إذا كان التتجيرٌ ذا عشوائية مضافة فإن الخصم يولّد الصفيفة 
بعد مشاهدة الخيارات العشوائية من خحوارزمية الفرز السريع. 
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الفرز في زمن خطي 


عرضنا حتى الآن العديد من الخوارزميات التي تستطيع فرز « عددًا قي زمن (001187. مُحرز الفررٌ بالدمج 
والفرز بالكومة هذا الحد الأعلى في أسوأ الحالات؛ في حين يُحرز الفرز السريع هذا الحد على نحو وسطي. 
إضافةٌ إلى ذلك؛ يمكنناء في كل خوارزمية من هذه الخوارزميات: إيجاد متالية من «, عددًا تؤدي إلى تنفيذ 
الخوارزسية في زمن (1820 )2 

اتتشارك هذه الخوارزميات بخاصية جديرة 





الاهتمام: يعتمد الترتيب ا مفروز الذي تحدده هذه ا خوارزميات 
فقط على امقارنات بين عناصر الدخل. تُسمي مثل خوارزميات الفرز هذه ب الفرز بالمقارنة 
50715 001كة#7رسرون. إن جميع خوارزميات الفرز المقدّمة حتى الآن هي من نوع الفرز بالمقارنة. 

نبرهن في المقطع 1.8 أن أية خحوارزمية قرز با 
الحالات لفرز « عنصرًا. وعلى ذلك؛ فإن الفرز بالدمج والفرز بالكومة أ. 
فرز بالمقارنة أسرع منهما بأكثر من معامل ثابت. 

تناقش المقاطع 2.8 و 3.8 و 4.8 ثلاث حوارزميات فرز تُنقّد في زمن عحطي؛ وهي: الفرز بالعد 


ب أن بحري (2)21801© عملية مقارنة في أسوأ 








بالمقاربة: ولا توجد خوارزميات 


50 متاصده: والفرز حسب الأساس رو عتقو. والفرز بالدّلاء 5056 6هماءناا. تُستخدم هذه 
الخوارزميات؛ طبعٌاء عملياتٍ غبر عمليات المقارنة لنحديد الترتيب المفروز. لذلك؛ فإن الحد الأدى (1870 :)2 
لا ينطبق عليها. 





الحدود الدنيا للفرز 
لا بحري في الفرز بالمقارنة سوى مقارنات بين العناصرء وذلك للحصول على معلومات عن ترتيب متتالية 
دخل (مه,...ريه,رة). أيء إذا كان لدينا العنصران .© و زه؛ فإننا ننجز أحد الاختبارات: ره > .© 
أو زه > :6 أو زه > ,ه أو ره < ,ه أو زه < زه لتحديد ترتيبها النسبي. ولا يمكننا فحص قيم العناصر 
أو الحصول على معلومات عن ترتيبها بأية طريقة أخرى. 

سنفترض في هذا المقطع؛ دون أن يؤثر ذلك على العمومية: أن جميع عناصر الدخخل متما 





إذا أذنا 
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هذه الفرضية بالحسبان؛ فإن مقارنات من الشكل ره - .ه ستكون عدعة الحدوى؛ لذا يمكننا أن نفترض أنه 
لن جر مقارنات من هذا الشكل. تُشير أيضًا إلى أن لمقارنات ره > ,© و ره < ,ه و ره < يه 
و زه > نه جميعها متكافئة لكوتما تقدم معلومات متطابقة عن الترتيب النسبي ل .© و ره. لذلك» فإننا 
سنفترض أن جميع المقارنات هي من الشكل ره ك ,ه. 
نموذج شجرة القرار 
يمكننا دراسة الفرز بالمقارنة على نحو بحرد باستخدام أشجار القرار. شجرة القرار 5مم”! 4605/00 هي شجرة 
ثنائية ملأى مُتل المقارنات بين العناصر التي تُنَجُر باستخدام خوارزمية فرزٍ محدّدة تعمل على دخلٍ ححقه 
معطى. يتجاهل هذا التمثيل عمليات التحكم وتحريك المعطيات وجميع الحوانب الأخرى للخوارزمية. يبين 
الشكل 1.8 شجرة قرار مقابلة لخوارزمية الفرز بالإدراج؛ المشروحة في المقطع 1.2؛ تعمل على متالية دل من 
ثلاثة عناصر. 

ُشيرء في شجة القرارء إلى كل عقدة داخلية ب ز :؛ لقيمةٍ ما ل ؛ وز ضمن المجال « > !ا 5 1» 
حيث : عدد العناصر في متتالية الدخل. أيضًا إلى كل ورقة بتبديل ((3)... .,(1(,7)2)). (انظر 
المقطع ت.1 للاطلاع على التباديل.) يقايل تنفيدُ خوارزبية الفرز تعدّتِ مسارٍ بسيط ما من جذر شجرة 
القرار نزولاً إلى أحد الأوراق. تُشير كل عقدة دانخلية إلى المقارنة زه > ,». مُلي بعدها الشجرة اللمزثية اليسرى 
مقارنات تالية عندما ره > به؛ في حين تُلي الشجرة الحزئية اليمنى مقارنات تالية عندما ره < ,». عندما 











نصل إلى ورقةٍ ماء تكون خوارزمية الفرز قد أرسّت الترقيب رمج ك ٠٠١‏ ك روه ك رو)بية. وحيث إنه يجب 
بةٍ فرزٍ صحيحةٍ قادرةٌ على إنتاج كل تبديل من تباديل دَْلهاء فإن كلٌ تبديلٍ من تباديل 
عنصيًا (وعددها !2) يجب أن يَظهر على أنه إحدى أوراق شجرة القرار حتى يكون الفررٌ بالمقارنة صحيحًا. 
إضافةٌ إلى ذلك؛ يجب أن يكون من الممكن الوصول إلى كل من هذه الأوراق» بدءًا من الجذر عبر مسارٍ نازلٍ 
مقابل لتنفيذٍ فعليٌ للفرز بالمقارنة. (نَصِفُ مثل هذه الأوراق بأنما "أوراق يمكن الوصول إليها عاطداءمعم".). 
لذاء فإننا سنقصر دراستنا على أشجار القرار التي يَظهر فيها كل تبديل على أنه ورقةٌ بمكن الوصول إليها. 


أن تكون أيه خوار: 





حد أدنى لأسوأ الحالات 
إن طول أطول مسارٍ بسيطٍ من جذر شجرة قار إلى أي من أوراقها التي يمكن الوصول إليها تل عددد 
المقارنات التي تنفّذها وارزميةٌ البحث المقابلة في أسوأ الحالات. لذلك؛ فإن عدد المقارنات في أسوأ الحالات 

فرزٍ شجرة قرارها. إن حدًا أدن لارتفاعات جميع أشحار القرار التي يظهر فيها 
كل تبديل على أنه ورقةٌ يمكن الوصول إليها هو إذن حدّ أدق لزمن تنفيذ أية خوارزمية يحث بالقارنة. تُعطي 
المبرهنة التالية مثل هذا الحد الأدق. 
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الشكل 1.8 شجة القرار لفرزٍ بالإدراج يعمل على ثلاثة عناصر. تشير العقدة الداخلية المشار إليها ب ر:ة إلى 
مقارنة بين ,© وره. وتشير الورقة المشار إليها بالتبديل ((5)1(,*)2(,...,5)2) إلى الترتيب 
رمه > - > رومه ك رربيه. وشير لسار للظلّل إلى القرارات المتتخذة عند فرز متتالية الدخل 
(5- وه,8 > وه,6 > ره)؛ ويشير التبديل (3.1,2) عند الورقة إلى أن الترتيب المفروز هو 
8 > > 6 - ,ه > 5 - وه. لدينا 6 > !3 تباديل ممكنة لعناصر الدخل؛ لذلك يجب أن تحتوي شجرة القرار 
على الأقل على 6 أوراق. 


مبرهنة 1.8 

تحتاج أية خوارزمية بحث بالمقارنة إلى (:22)71187 عملية مقارنة في أسوأ الحالات. 

البرهان يكفي. من المناقشة السابقق تحديدٌ ارتفاع شجرة القرار التي يَظهر فيها كل تبديل على أنه ورقةٌ 
يمكن الوصول إليها. لتكن لدينا شجرة قرار ارتفاعها :/ وها / ورقة يمكن الوصول إليهاء وهي شجرة تقابل فررًا 
بالمقارنة على : عنصرًا. ولما كان كل تبديل من تباديل الدل (وعددها !:2) يَظهر على أنه إحدى الأوراق» 
فإن 1 > !<. ولماكانت أيه شجرة ثنائية ارتفاعها 8 لا تزيد عدد أوراقها على "2 ورقة؛ فإن لدينا 





2# عاق 


وبأخذ لغاريتم الطرفين بحد: 








(لأن الدالة ها متزايدة بانتظام) مها < نر 
8 (من المعادلة (19.3)) 0 
الفرز بالكومة والفرز بالدمج هما خحوارزميتا فر بالمقارنة أمثليتان بالمقاربة. 


البرهاتك إن الحدود العليا (0)5187 لأزمنة تنفيذ الفرز بالكومة والفرز بالدمج تطابق الحد الأدق في أسوأ 
الحالات (2)187 من المبرهنة 1.8 8 


2.8 
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تمارين 

1-8 

ما هو أصغر عمق مكن لورقة في شجرة قرار الفرز بالمقارنة؟ 

2-8 

احصل على حد ملاصق بالمقاربة ل (!:180 دون استخدام تقريب ستبولينغ. وذلك بأن تُقَدَرَ المجموع 
ا .لزن باستخدام تقنيات من المقطع أ.2. 

3-8 

بين أنه لا توحد خوارزميةٌ فرزٍ بالمقارنة زمنُ تنفيذها خطيٌ لنصف المُدخلات (التي عددها !0 وطوها 2) 
على الأقل. ماذا عن الجزء «/1 من المدعحلات التي طوها <؟ وماذا عن الخزء 1/27؟ 

ع4 

ليكن المطلوب فرز متتالية من < عنصرًا. تتكون متتالية الدخعل من 71/16 متتاليةٌ جزئية» تحتوي كلق منها على 
عنصرًا. إن جميع العناصر في متتالية جزئية ما أصغر من العناصر في المتتالية الحزئية التالية وأكبر من العناصر 
في المتتالية الحزئية السابقة. ومن ثم: فإن كل ما تناج إليه لفرز كامل المنتالية بطول « هو فرز / عنصرًا لمدميع 
ال 71/16 متتالية جزئية. أعطٍ حدًا أدى من الرتبة (/2)0218 لعدد المقارنات اللازبة لحلٌ هذا الصيغة المعدّلة 
من مسألة الفرز. (لدسيح: إن تجميع الحدود الدنيا لكل من المتتاليات الحزئية تنقصه الدقة الرياضية.) 









الفرز بالعد 
يفترض الفرز بالعد 5071 6008/1# أن كن عنصر من عناصر الدخل (3 عنصرًا) هو عددٌ صحيح من الخال 
من 0 إلى /ء حيث / عدد صحيح. فإذاكان ()0 - عل فإن الفرز يُنَقُدْ في زمن (7)©. 

يُحْدّد الفررٌ بالعدٌ لكل عنصر دعل +دء عددّ العناصر التي هي أصغر من *. يستخدم الفررٌ هذه 
المعلومات لوضع العنصر 6د ميا. 8 دَ 17 عنصرًا أقل من +ء فإن + 
تظهر ني الخرج في الموقع 18. وعلينا تعديل هذه الآلية قليلاً لمعالجة الحالة التي يوجد فيها عدة عناصر لها 
القيمة نفسهاء لأننا لا نريد وضعها جميعًا في الموقع نفسه. 

نفترض» في رماز الفرز بالعد؛ أن الدحل هو الصفيفة [4]1..7: ومن ثم فإن + /6و4.16. نتاج 
إلى صفيفتين إضافيتين: الصفيفة [8]1..7 لتخزين الخرج المفروزه والصفيفة [/.. 0]© التي تتيح ذاكرة 
تخزين مؤقتة. 





موقعه في صفيفة الخرج. فمثلاء إذا 





8,1 ,)87 6-50 ج11 اإنا0ع 
اسه #عموعة [1.. 6]0 غ1 1 
0106 د : +4 2 
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3 6©]1-0 

و41 16 1 ع ز مك 4 

1 + [[/]6]4 > [[نام]» 5 

أ ها لمدوى كتمعمعك كه أطمسم عط كمتمامم دهم [6]1 // 6 

» 166 2غ 6ه 7 

[1-غ]© + ]© - [ف]6 8 

.أ ما لمبوء عه عمل جدع! كتمعمعكء [ن عمتسم عطا كمتهلممه عمج [1] © // 9 

1 مسومل وجا .م - ز ج15 10 

[]4 > [[[نافاعاة 1 

1- [[ز]ه]© > [[ناف]» 12 
ايوضح الشكل 2.8 الفرز بالعد. بعد حلقة 806 في السطرين 3-2 التي تسند أصفارًا إلى جميع عناصر الصفيفة 
© تتفحص حلقة +80 في السطرين 5-4 قيمة كل عنصر دخل. إذا كانت قيمة عنصر دحل تساوي 4 فإننا 
نزيد واحدًا على [6]4. وهكذاء تحتفظ [6]1: بعد السطر 5: بعدد عناصر الدخل التي تساوي ؛ لكل عدد 
صحيح ,...,0,1 > ؛. يُحَدّد السطران 48-7 لكل 0,1....,6 > ؛؛ عدد عناصر الدخل التي هي أقل من 

(أو تساوي) ] وذلك بالقيام بجمع تراكمي ناد ع«ثههدم للصفيفة 6©. 

في النهاية؛ تضع حلقة :50 في الأسطر 12-10 كل عنصر [/]4, في مكان فرزه الصحيح ضمن الصفيفة 

8 إذاكانت جميعٌ العناصر (وعددها 8) متمايزةٌ فإننا عندما تُدخل السطر 10 أُوّلَ مرقء لكل عنصر [/]4؛ 
فإن قيمة [[/]6]4 تعطي المكانٌ النهائي الصحيح ل [/]4: لأنه يوحد [[/]4]© عنصرًا أصغر من (أو 
تساوي) [/]4. ولكن لما كان من الممكن ألا تكون العناصر متمايزة» فإننا ُنقِص [[(]6]41 في كل مرة نضع 
































وق شو 1 
03 512943 
ف ل + [21214171718]» 
1 2]» 
0 ب 





كل واف , 


1 
تلم > 311 121]3للاس نلا ه فدثوودهةدة) 


00335 






























































04 5ه 11 
8 ]4إثلناء 24575 نا 
(ث )8 60 


الشكل 2.8 تطبيق 0102/713/6-5087© على صفيفة الدخل [4]1..8: حيث كل عتصر من #4 هو عدد صحيح 
غير سالب لا يزيد على 5 > . (أ) الصفيفة # والصفيفة المساعدة © بعد السطر 5. (ب) الصفيفة © بعد السطر 
8 (ت)-(ج) صفيفة الخرج 8 والصفيفة المساعدة © بعد تكرار الحلقة في الأسطر 12-0 مرة ومرتين وثلاث مرات» 
على الترتيب. العناصر المظلّلة قليلاً فقط من الصفيفة 8 هي التي جرى تعبئتها. (ح) صفيفة الخرج النهائية المرتبة 8. 
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القيمة [[]4 في الصفيفة 8. يؤدي إنقاص [[[]4]© إلى وضع عنصرٍ تال له قيمة []4 نفسها - إن ؤجد 
هذا العنصر - قبل موقع [(]4 تمامًا في صفيفة الخرج. 

كم من الوقت يتطلب تنفيذ الفرز بالعد؟ تستغرق حلقة 50# في السطرين 3-2 زمنًا (9)1: وقي السطرين 
5-4 زمنًا (2)©: وف السطرين 8-7 زمنًا (4)©: وف الأسطر 12-10 زمن (9)0. وبذلك: يكون الزمن 
الكلي (2 + 9)6. عمليّاء نستخدم الفرز بالعد عادةٌ عندما يكون لدينا ()0 > عا؛ ويساوي زمن التنفيذ 
في هذه الحالة (6©. 

يتغلّب الفرز بالعد على الحد الأدى (20187 المبرهن في المقطع 1.8 لكونه ليس فررًا بالمقارنة. في 
الواقع» ليست هناك أية مقارنة بين عناصر الدخخل في أي مكان من الرماز. عوضًا عن ذلك» يستخدم الفررٌ 
بالعد القيمّ الفعلية للعناصر كمؤشرات داعحل صفيفة. إن الحد الأدق (157+)2 للفرز لا ينطبق عندما تبتعد 
عن تموذج الفرز بالمقارنة. 

إحدى الخواص المامة للفرز بالعد هي الاستهرار ءازاهلى: حيث تُظهر الأعدادٌ الني لا القيمة نفسها في 
صفيفة الخرج بالترتيب نفسه التي تكون عليه في صفيفة الدحل. وهذا يعني؛ أنه عند تساوي عددين تُعتمّد 
القاعدة التي تنص على أن العدد الذي ُظهر أولاً ني صفيغة الدخحل يُظهر أولاً ني صفيفة الخرج. هذا وتتجلّى 
أهميةٌ خاصية الاستقرارء عادةٌ عندما يكون هناك معطيات تابعة للعنصر الذي يجري فرزه. وثمة سب آععرٌ 
يتعلّق بأهمية استقرار الفرز بالعدء وهو أن الفرز بالعد كثيرا ما يُستخدم باعتباره مسائًا فرعيًا في الفرز حسب 
الأساس 50:6 :ز70. وسنرى في المقطع التالي؛ أن الفرز بالعد يجب أن يكون مستقرًا كي يكون عمل الفرز 


حسب الأساس صحيحًا. 


تمارين 
1-8 
اشرحء بالاستعانة بالشكل 2.8 نموذجاء عَمَلَ 00021116-5087 على الصفيفة 
(6,1,3,2 ,6,0,2,0,1,3,4) 2 ل 
2-28 


برهن أن 0101/11010-5087© مستقر. 
378 
افترض أننا أعدنا كتابة حلقة 06؟ التي تبدأ في السطر 10 لإجرائية '001]518:6-5083 كما يلي: 
«غوده .4 116 دز ع1 10 
بيّنْ أن الخوارزمية سوف تبقى تعمل كما يجب. هل الخوارزمية المُعَدّلة مستقرة؟ 
4228 
صِفْ؛ لكل عدد صحيح معطى ‏ ضمن المحال 0 إلى /» خوارزميةٌ تعاليج دَخْلّها سبقيا. ثم تحيب عن أي 
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استفسار عن عدد الأعداد الصحيحة من الأعداد :: التي تقع ضمن لمجال [8.. 2] في زمن (0)1. يجب أن 
نُستغرق المعابحة السبقيّة 





في خوارزميتك زمنًا (6 + *)©. 


الفرز حسب الأساس 


خوارزمية الفرز حسب الأساس 50 م7 هي الخوارزمية المستخدمة في آلات فرز البطاقات التي لا بجدها 
عموده يمكن لآ 





الآن إلا في متاحف الحواسيب. تحتوي كل بطاقة 80 عموداء وني كلّ آلة 


تثقيب إحداث ثقب 
في موقع واحد من 12 موقعًا. يمكن "بريحة" الفارزة ميكانيكيًا بحيث تَفُحص عمودًا محددًا في كل بطاقة من 
رزمة بطاقات؛ ثم تضع كك بطاقة في حاوية من 12 حاوية تبعًا لموقع الثقب. بعد ذلك؛ يَجمْمع عاملٌ بطاقات 
الحاويات حاويةٌ تلو الأخرى. بحيث تكون البطاقات المثقبة في الموقع الأول في أعلى البطاقات؛ تليها تلك 
المثقبة في الموقع الثانيء وهكذا دواليك. 

في الأرقام العشرية؛ يستخدم كل عمودٍ 10 مواقع ف 
رقمية.) وبذلك فإن عددًا مؤلَهًا من 4 خحانةٌ 
النظر إلى عمود واحد فقط في كل 
فز 

من البديهي أنه يمكنك فرز الأعداد تبعًا للخانة الأعلى قيمةٌ ؛تونل )همع نموأة :و0 ثم ثفرز كل 


. (يُستخخدم الموقعان الآخران لترميز محارف غير 






من 4 عمودًا. ولماكان بمقدور فارزة البطاقاث 





فإن مسألة فرز : بطاقة تمثل أعدادًا من 4 خحانة تحتاج إلى خوارزمية 


حاوية من الحاويات الناتحة عوديّك وبعد ذلك ممع الرزم بالترتيب. ولما كان يجب وضع البطاقات في تسع 
حاويات من الحاويات العشر جانبًا لفرز كل حاوية على حده. فإن هذه الإجرائية: لسوء الحظ؛ تُولّد العديد 
من كدسات البطاقات الوسيطة التي يجب عليك متابعتها. (انظر التمرين 5-3.8.) 

يحل الفرز حسب الأساس مسألة فرز البطاقات بطريقة غير حدسية: وذلك بالفرز أولاً تبعًا للخحانة 
الأصغر قيمة. ثم ممع الخوارزميةٌ البطاقاتٍ في رزمةٍ واحدة بحيث تُسبق البطاقاث في الحاوية 0 البطافاتٍ في 
الحاوية 1. والتي بدورها د فيد فرز كامل الرزمة مرة أ. 
الخانة ذات المرتبة الثائية وتُعيد تجميع الحاويات بطريقة مشاهة. تستمر العملية حتى يجري فرز البطاقات تبعًا 
للخعانات 4 كلها. من المدهش؛ أنه في هذه المرحلة تكون البطاقات مرتبة كليًا بحسب الأعداد من 4 خحانة. 
إذن» يحتاج الفرز فقط إلى 4 مرورًا على الرزمة. يبين الشكل 3.8 كيف يعمل الفرز حسب الأساس على 
"رزمة" من 7 أعداد كل منها مؤلٌّ من 3 خخانات. 

وحتى يكون عمل الفرز حسب الأساس صحيحاء يجب أن يكون فرز الخانات مستقرًا. إن الفرز الذي 
تقوم به فارزة البطاقات مستقرء ولكن يجب أن يكون العامل حذرًا حتى لا يغير ترتيب البطاقات عندما 






رحسب 






البطاقاتٍ في الحاوية 2 وهكذا .. 








يخرجها من الحاوية» حتى لو كانت جميع ١‏ في الحاوية الواحدة لها الرقم نفسه في العمود المختار. 
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329 720 2720 





329 2355 257 
436 436 657 
م “نت 839 
255 436 
457 329 720 
65 839 355 


الشكل 3.8 عملية الفرز حسب الأساس على لائحة مؤلفةٍ من 7 أعداد» وكل عدد يتكون من ثلاث خحانات. 
بين العمودٌ الأيسر لائحة الدخحل. في حين تبي الأعمدةٌ المنبقية اللوائخ بعد الفرز المنتاللي وفق الخانات ذات المراتب 
الزايدة. يشير التظليل إلى موقع الخانة التي يجري الفرز عليها فج كلل لائحةٍ من اللائحة التي تسيقها. 


في الحواسيب التقليدية؛ وهي آلاتٌ ذاثُ نفاذٍ عشوائئ تسلسلي 5وعءعة مهمه لهنامعبومى 
نُستخخحدم الفرزٌ حسب الأساس أحيانًا لفرز تسجيلات 7600505 من المعلومات ذات مفاتيح متعددة الحقول. 
على سبيل المثال» قد نرغب في فرز تواريخ من ثلاثة مفاتيح: السنة» والشهرء واليوم. يمكننا تنفيذ خوارزمية 
فرز مع دالة مقارنة بحيث إذا كان لدينا تاريخان فإننا نقارن السنتين؛ فإذا تساوتا نقارن الشهرين؛ فإذا تساؤيا 
أيضًا نقارن الأيام. بطريقة أخرى, يمكدنا فرز المعلومات ثلاث مرات باستخدام فرز مستقر: أولاً نفرز تبًا 
للأيام؛ ثم تبعًا للأشهر, وأخيزا تيعًا للسنين. 

إن رماز الفرز حسب الأساس بسيط. تفترض الإجرائية التالية أن كلل عنصرٍ في الصفيفة 4 ذات اك 2 
عنصرًا يتكوّن من 4 خحانة» حيث الخانة 1 هي الخانة الدنيا مرتبةٌ والخانة 4 هي العليا مرتبة. 





(5025),4-)اممر 
4 - ) ممم 1 
) اتعتل مه ف بزقسة أرمد 6 )رد عأطقاة ه مكنا 7 


توطلة 3.8 

إذا كان لدينا : عددًاء كله منها يتكوّن من 4 خانق وك خانة يمكن أن تأخذ إحدى + قيمةٌ ممكنة» فإن 
'5087-“اهمم تفرز هذه الأعداد فررًا صحيحًا في زمن ((/ + 4)2)© في حال كان الفرز المستقر الذي 
يستخدمه يستغرق زمثًا 0/ + )©. 

البرهان: نستنتج صحة الفرز حسب الأساسء بالاستقراء» على العمود الذي يجري فرزه (انظر التمرين 
3-8). يعتمد تحليل زمن التنفيذ على الفرز المستقر المستخدم بوصفه خموارزمية فرزٍ وسيطة. عندما تقع كل 
انةٍ في المحال من 0 إلى 2-1 (أي إنما يمكن أن تأخذ إحدى # قيمة ممكنة)» وقيمة ع/ ليست حدٌ كبيرقه 
فإن الفرز بالعد يكون الخيار البديهي. يستغرق إذن كل مرورٍ على # عددًا من 4 نخانة زممًا 
(/ + 90. ولما كان لدينا 4 مروراء فإن الزمن الكلي للفرز حسب الأساس يساوي  .6)402+1((‏ ها 
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إذا كان 4 ثابئاء وكان (00 > ؛ يمكننا جعل الفرز حسب الأساس يُنق في زمن خطي. وفي الحالة 
الأعمء لدينا بعض المرونة في كيفية تفريق كل مفتاح إلى خحانات. 





توطئة 4.8 

إذا كان لدينا « عدداء كلد منها يتكرّن من ط با وأيّ عددٍ صحيح موجب ط > فإن 5087-غامم8 
تفرز هذه الأعداد فررًا صحيحًا في زمن ((27 + #)(9))8/7 إذا كان الفرز المستقر الذي يستخدمه يستغرق 
زمنًا (/ +90 في حال مُدخعلات تقع ضمن المحال من 0 إلى 4. 

البرهانف: يمكننا اعتبار أن كل مقتاج وكأنه يتكوّن من [/0] - 4 خانةٌ من + بثاء لكل قيمة 8 > ". إِنَّ 
كل خانةٍ هي عددٌ صحيح في المحال من 0 إلى 1 - 27, ومنه يمكننا استخدام فرز بالعدٌ ل 1 - "2 ح ع/. 
(فمثلاء يمكن اعتبار كلمةٍ من 32 تاد وكأنما مكؤّنة من أربع خاناتٍ كلل منها مؤْلٌّ من 
لدينا 32 > ف و 8 > م و 255 -1- 25 > #: و 4 > جل > 4.) يستغرق كل مرور للفرز بالعد زمنًا 
27 +908 (/+6)8. وحيث إنه لدينا كك مروثاء فإن زمن التنفيذ الكلي يساوي 
((2 + 9))0/"()2- ((”2 + :0)4. .- 





ة بنات. إذن» 





إذا كانت لدينا قيمتان معطاتان # و طء فكيف تختار القيمة م 8 >7 التي تجعل التعبير 
(2 +0/7()2) أصغريًا؟ إذاكانت [«ها] > ط» فإن ()9- (25 + ) لأ: 
زمن التنفيذ مساويًا (:)9- (20 + )(6/ط): والتي هي أمثلية بالمقاربة. وإذا كانت 


[1871] < ف فإن اعتبار [ها] > ” يحقّق أفضل زمن ضمن عامل ثابت؛ وهو ما سنراه هنا. وبذلك» فإن 


ط > م. وهكذاء إذا 








اختيارنا [هإ]  -‏ يجعل زمن التنفيذ من الرتبة (187 /:9)67. فإذا زدنا « فوق [:87|]ء فإن الحد ”2 في 

فإن زيادة « فوق [#7|] يجعل زمن التنفيذ من 

الرتبة (:87:/187)©. أما إذا أنقصنا : عوضًا عن زيادتماء تحت [#[]ء فإن الحد #/ط سيزداد ويبقى الحد 
27 + عند (0)©. 

هل خوارزمية الفرز حسب الأساس أفضل من خوارزميات الفرز التي تعتمد على المقارنة: كالفرز السريع 

مثلا؟ إذا كانت (0)18 - ل كما هو الحال غالب واخترنا ها - «: فإن زمن تنفيذ الفرز حسب 


البسط يزداد بسرعة أكبر من الحد ‏ الموحود في المقام» ومن 





الأساس يكون (902؛ والذي يظهر أنه أفضل من توقع زمن الفرز السريع (:9187. إلا أن المعاملات 
الثابتة المخبأة في تدوين_© مختلفة. ومع أن الفرز حسب الأساس يمكن أن يمر (على * مفتاحا) عددًا من 
امات أقلٌ من الفرز السريع؛ فإن كل مرورٍ للفرز حسب الأساس يمكن أن يستغرق زمنًا أطول بكثير من نظيره 
في الفرز السريع. لذا فإن احتيارنا لخوارزمية الفرز الفضلى يعتمد على مميزات التنجيزء وعلى الحاسوب 
المستخحدم (على سبيل المثال. غالبا ما يستخدم الفرز السريع عتاديات الذاكرة السريعة بفعالية أكبر من الفرز 


4.8 
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حسب الأساس)» وعلى معطيات الدخل. يضاف إلى ذلك: أن نسخة الفرز حسب الأساس - التي 
تُستخدم الفرز بالعد باعتباره فررًا مستقرًا وسيطًا - لا تفرز المعطيات في المكان ع20ام-«ذ» على حين أن كثيزا 
من طرق الفرز بالمقارنة التي تستغرق زمنًا (:9017 تفرز المعطيات في المكان. وبناء على ذلك» إذا احتلت 
ذاكرةٌ التخحزين الأولية المقامّ الأول في الأهمية» يمكننا تفضيل خوارزمية فرزٍ تُنَقُدَ في المكان كالفرز السريع مفلاً. 
تمارين 

1-8 

استخدم الشكل 3.8 تموذجاء واشرخ عَمَل 8241-5087 على لائحة الكلمات الإنكليزية التالية: 
ب184 ,810 ,216 ,اله بالف ,تلظ ,قلخ ,800 ,8108 ,/2010 ,نا ,54 ,500 ,/ل01©. 
*20 ,/011ل2. 


2-8 
أعِيّ من خحوارزميات الفرز التالية مستقرة: الفرز بالإدراج» الفرز بالدمج؛ الفرز بالكومة؛ الفرز السريع؟ أعطٍ آليةٌ 
#«اعداءة بسيطة تمعل أية خحوارزمية فرز مستقرة. كم من الزمن الإضافي والذاكرة تستلزم آليتنك؟ 


38 
استخخدم الاستقراء لتبرهن أن الفرز حسب الأساس يعمل كما يجب. أين يتطلب برهانك افتراض كون الفرز 
الوسيط مستقرًا؟ 

4-8 


بينْ كيف نفرز 74 عددًا صحيحًا في اجال من 0 إلى 1 - 3+ في زمن (0)53. 

* 53 

ما هو بالضبط عدد مرات الفرز اللازمة؛ في أول حوارزمية لفرز البطاقات وردت في هذا المقطع؛ وذلك لفرز 
أعداد عشرية من 4 نخانة؟ وما هو عدد كدسات البطاقات التي قد يحتاج إليها العامل ليتابع البطاقات على 
نحو مستمر في أسوأ الحالات؟ 


الفرز بالدلاء 

يفترض الفرز بالدلاء +«مو/»#عماة أن الدخل متمد من توزيع منتظم «تاناطتتادتك «05اتصناء وأن زمن 
تنفيذ هذا الفرز في الحالة الوسطى (0)5. إن الفرز بالدلاء سريع مثل الفرز بالعده لأنه يفترض بعض 
الفرضيات على الدخحل. ففي حين يفترض الفرز بالعد أن الدحل يتكون من أعداد صحيحة من بحال صغير» 
يفترض الفرز بالدلاء أن الدحعل مولَدٌ من إجرائية عشوائية بور العناصر توزيعًا مننظمًا ومستقلا في امحال 
(0,1]. (انظر المقطع ت.2» قفيه تعريف التوزيع المتتظم.) 
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الشكل 4.8 
من لوائح مفروزة (دلاء) بعد السطر 8 للخوارزمية. يضم الدلو ؛ القيم التي تقع في امال نصف. 
(1(/10 + ),1/10]. يتكون الخرج المفروز من صم اللوائح [8]9,... .[8]0[,8]1 ١‏ الترتيب. 


0161-5087نا8 في حال 10 > «. (أ) صفيفة الدحل [2]1..10. (ب) الصفيفة [8]0..9 








يَقُسم الفررٌ بالدلاء لمجال (0,1] إلى « بحالاً جزئيًا متساويًا أو دلاء عمم#عءرق. ثم يورّع الدل المتمثل 
في « عددًا في هذه الدلاء. ولما كان الدحل موزّعًا توزيعًا مننظمًا ومستقلاً في المجال (0,1]» فإتنا لا نتوقع 
وقوع عدد كبير من الأعداد في كل دلو. وللحصول على الخرج. ما علينا إلا أن نفرز الأعداد في كل دلو ثم 
مر على الدلاء بالتزتيب» ونضع عناصر كل منها في لائحة. 
يفترض رمازنا للفرز بالدلاء أن الدعل هو صفيفة 4 من « عنصرًاء وأن كلٌ عنصرٍ [4]1/ في الصفيفة 
يحقق المتراجحة 1 > [:]4 > 0. يحتاج الرماز إلى صفيفة مساعدة [1 - 2.. 8]0 من الواح مترابطة (دلاء) 
ويفتوض وجود آلية للمحافظة على هذه اللوائح. (يصف المقطع 2.10 كيفية تنجيز العمليات الأساسية على 
اللوائح المترابطة.). 
(1-507)4تمعناهظ 


عودعا م عر 
تردمة عمو عط [1 - .. 8]0 نما 





1-م 16 0د أ عل 
غكنا ترمد مه [/]8 ماهس 
7 21106 أ عمل 


]اه سا8 عنا منها [ :]4 كم 
1-م 06د عم 
انمه ممتمععم طائد [ ]8 اكلا كمع 
ععلمه مذ معطاعوها [1 - :]8 ,... ,[1] 8 ,[0] 8 اهنا عطا عتهدعتمعومه 


سا نو سا لله ماج ان مها صا 


يبين الشكل 4.8 عملية الفرز بالدلاء على صفيفة دحل من 10 أعداد. 
حت نتأكد من صحة عمل هذه الخوارزمية: نتأمّل العنصرين [4]4 و [[]4. نفترض» دون أن يؤثر ذلك 
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على الحالة العامةء أن []4 > [4]1. لما كان ([/]4:] > [[4]1]؛ فإن العنصر [:]4 سيدخل إما ضمن 
الدلو نفسه مع [4]7, أو في دلو دليله أقل. فإذا دحل [4]1 و [/]4 في الدلو نفسه. فإن حلقة 608 في 
السطرين 8-7 تضعهما في الترتيب الصحيح. وإذا دخلت [4]4 و [/]4 في دلؤن مختلفين» فإن السطر 9 
يضعهما ف الترتيب الصحيح. لذلك؛ فإن الفرز بالدلاء يعمل على نحو صحيح. 

لتحليل زمن 'حظ أن جميع الأسطر ما عدا السطر 8 يستغرق تنفيذها زمنًا (0)5 في أسوأ 
الحالات. نحتاج إلى تحليل الزمن الكلي اللازم لاستدعاء فرز بالإدراج + مرةٌ في السطر 8. 

ولتحليل كلفة استدعاءات الفرز بالإدراج؛ نفترض أن :2 المنحول العشوائي الذي يشير إلى عدد العناصر 
الموضوعة في [8]1. ولما كان الفرز بالإدراج يقد في زمنٍ تربيعي (انظر المقطع 2.2)» فإن زمن تنفيذ الفرز 
بالدلاء يساوي 





0 


700 - 900+ 0 062 ٠ 


2 
ندرس الآن زمن تنفيذ الفرز بالدلاء في الحالة الوسطى؛ وذلك بحساب قيمة التوقع لزمن التنفيذ» حيث 
نحسب التوقع اعتمادًا على التوزيع الاحتمالي للدخعل. بأخذ توقع الطرفين وباستخدام خخطية التوقع» 


نحصل على 
م 
مه + مه 8 > [()”ا8 
2 
ك2 
(اعتمادًا على خعطية التوقع) [مما]ة 9 +دمه - 
82 
ى 
08 (اعتمادًا على المعادلة (ات.22)) (غس]0)8 2 +600 2 
8 
نتعي أن 
رمع 2-1 د [جم]ع 


لقيم 1 - :,... ,0,1 > ؛. ليس من المفاجئ أن يكون لكل دلو القيمة نفسها ل [8]77؛ لأن كل قيمة في 
صفيفة الدخل / تقع باحتمال متساو في أي دلو. ولبرهان المعادلة (2.8) تُعرف المتحولات العشوائية المؤشرة 
(انظر المقطع 2.5) 

( اعكعسط مذ كاله [4]1) 1د رركا 
حيث 1-1,.. ,0,1 > ) و 1,2,1 ح ارء ومته 


03 
ا - 21 


21 
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ولحساب [8]32: فإننا ننشر التربيع ونعيد تجميع الحدود: 


5] 


1 
- 
--- 
]5 
ل 
يي 


0 
2 

2 

3-1 
ا 
2 


05 2 2 + قد راع 
15212 7 2 
زعا 8< 56 


هم ١‏ لمتساء به بر +اقنةيع 
120 


0 


11 





إن المتحول العشوائي المؤشر 





حيث ينتج السطر الأخير من خمطية التوق 
رلا يساوي 1 باحتمال 1/7 و 0 ما عدا ذلك؛ ولذا يكون لدينا 


. سوف نحسب كل بجموع على حد 


1 5 
3ت برهو م ترفوت 21 
2 * اننا 
1 
6 
عندما خه عا» فإن المتحولئن )1 و يننلا مستقلان ومنه 
ب اانا 


بتعويض هاتين القيممَيْن المتوقعتين في المعادلة (3.8): نحصل على 


3 1 
ما - مه 


عمد عم د 
»0-1 + 2م د 


2-1 
هوم 








وهذا ما يبرهن المعادلة (2.8). 
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باستخدام قيمة التوقع في المعادلة (1.8) نستنتج أن زمن 
(900- (1/0 -0)2 + (60. 

إن الفرز بالدلاء لايزال بمكن التنفيذ في زمن ختطي؛ ولو كان الدخل غير ناتج عن توزيع مننظم. فماذام 
الدخحلٌ يتمتع بخاصية كون بجموع مربعاتٍ حجوم الدلاء خطيًا مع العدد الكلي للعناصرء فإن المعادلة (1.8) 
تبيّن أن الفرز بالدلاء سوف ينقد في زمن خمطي. 


ذ الفرز بالدلاء في الحالة الوسطى يساوي 





تمارين 
1-8 
استخدم الشكل 4.8 نموذجاء لشرح عَمَل 8106157-5087 على الصفيفة 
(42. ,71 ,53 ,89. ,20. ,39. ب64. ,16. ,13. ,79) 2 4 


5 يكون زمن تنفيذ خحوارزمية الفرز بالدلاء في أسوأ الحالات (9)72؟ كيف يمكن أن بحري تعديلاً 
بسيعلًا على الخوارزمية بحيث يحافظ على زمن التنفيذ في الحالة الوسطى ويجعل زمن التنفيذ في أسوأ الحالاث 
(«هام)ه؟ 
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ليكن / متحولاً عشوائيًا يساوي عدد مرات الحصول على وجه 6005 في رميتين لقطعة نقود عادلة. ما هي 
قيمة [8](/2؟ وما هي قيمة [/]82؟ 

48 

ليكن لدينا : نقطة ضمن الدائرة الواحدية (/ز,|؛:) > رم بحيث يكون 1 > #بر+ # > 0 لكل 
- 4. افترض أن النقاط موزعة بانتظام؛ أي إن احتمال وجود نقطة في أية منطقة من الدائرة 
يتناسب مع مساحة تلك المنطقة. صمّم خوارزمية يكون زمن تنفيذها في الحالة الوسطى (001© لفرز :: نقطة 
تبعًا لبعد كل منها 2+ أ > يك عن المبدأ. (تلميح: صممٌ أحجام الدلاء في 1527-5087©نا8 كي 
يتَظهر التوزيٌ المنتظم للنقاط في الدائرة الواحدية.) 

* 5-8 

تُعرّف دالة التوزيع الاحتمالي «مفك در «مضدطة معنف «افازفهؤهجم (+)ص لمتحول عشوائي 6 بالعلاقة 
(* > 6) 5 > ()م. افترض أننا سحبنا لائحدٌ من « متحولاً عشوائيًا «لل,... رولا, جا تتبع دالة توزيع 
احتمالي مستمر ‏ قابل للحساب في زمن (0)1. بِيَنْ كيف نفرز هذه الأعداد في زمن توقعه نحطي في الحالة 
الوسعلى. 
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1-8 حدود احتمالية دنيا على الفرز بالمقارنة 


نبرهن في هذه المسألة؛ أن (2)8187 عمل حدًا أدق احتماليًا لزمن تنفيذٍ أنيّ فرز بالمقارنة حتمئ 





عنادزمتهمعاءل أو ذي عشوائية مضافة 2000124: على : عنصرٌ دخل متمايرًا. نبدأ بدراسة قرز بالمقارنة 


حتمئ 4 مع شجرة قرار ,3. ونفترض أن كل تبديل لمُدعلات 4 له الاحتمال نفسه. 


أ. افتوض أن كل ورقةٍ من ,1 أُلْعِيقَ بحا احتمال بلوغها دخعلاً عشوائيًا ما. برهن أن !:: ورقة تمائا سوف 
يُلْسّق بحا #/1 ويُلصق بالباقي 0. 





ب. نرمز ب (2)7 إلى طول المسار الخارجي لشجرة قرار 7؛ أي إن (2)7 يساوي بجموع أعماق جميع 


ن 1.7 و 77 الشجرتين الفرعيتين اليسرى 





أوراف 7. ولتكن 7 شجرة قرارٍ عددُ أوراقها 1 < 4 ود 
واليمنى ل '1. بيَنْ أن +/ + (2)81 + (آنا) > (8)7. 





ت. ليكن (4)4 القيمة الصغرى ل (0)7 على جميع أشجار 
10+ (- )4 + ()4) _يوورهام - (4)1. (تلميح: فكّر في شجرة قرار 7 عدد أوراقها / 
تحقق القيمة الصغرى. وافترض أن و؛ عدد الأوراق في 17 و وم - ع عدد الأوراق في '87.) 





7 التي عدد أوراقها 1 < /. 


ث. برهن أن الدالة (- )ها (- ) + ها أصغرية عند 4/2 -4» حيث 1< 4 و ] في الال 
4-1 > > 1. استتج أن (لها)ه - (4)10. 


ج. برهن أن ((2)11801 > (,2)7؛ واستنتج أن زمن التنفيذ في الحالة الوسطى لفرز < عنصيًا هو 
(مهلمعه. 





الآثء وارزمية فرز بالمقارنة ذات عشوائية مضافة 8. يمكننا توسيع نموذج شجرة القرار ليتعامل مع 





المضافة: وذلك بتعريف نوعين من العقد: عقد مقارنة اعتيادية وعقد "إضافة عشوائية 


نامتنسهلمم". تُتَمذِج عْقَدُ الإضافة العشوائية الخيارٌ العشوائيَ من الشكل (” ,22001)1 الذي 








تستخدمه الخوارزمية 8؛ حيث يكون للعقدة ” ابنّاء يمكن احتيار أي منهم باحتمال متساو خلال تنفيذ 
ا خوارزمية. 
نْ أنه في أي فرزٍ بالمقارنة ذي عشوائية مضافة 08 يوجد فررٌ حتميٌ بالمقارنة 4 لا يتجاوز عدة 


ارنات المتوقع مثيله في الفرز 8. 






02-8 الفرز في المكان في زمن خطي 


افترض أننا نريد فرز صفيفة من 7 تسجيلة معطيات؛ وأن مفتاح كل تسجيلة له القيمة 0 أو 1. لعل خوارزمية 








الباب 11 / الفرز وإحصائيات 207 
فرز مثل هذه التسجيلات تمتلك بعضًا من المميزات الثلاث التالية المرغوب فيها: 
1 تُنفذ اخوارزمية في زمن (008. 
0.2 الخوارزمية مستقرة. 
0.3 تفرز الخوارزمية في المكان» مستخدمة قدرًا ثابنًا وليس أكثر من مساحة التخزين إضافة إلى الصفيفة 
الأصلية. 


أ. أعطٍ خوارزمية تحقق المعيارين 1 و 2. 


ب. أعطٍ خوارزمية تحقق المعيارين 1 و 3. 


8 


أعطٍ وارزمية تحقق المعيارين 2 و 3. 

اث. هل يمكدك استخدام أي من حوارزميات الفرز التي اقترحتها في (أ) إلى (ت) طريقةٌ للفرز الممستخدم في 
السطر 2 في 5087-<اتلمظ؛ بحيث تفرز 4019-5087 :< تسجيلةٌ تتكون مفاتيحها من ف با في زمن 
(0)8 ؟ اشر كيف أو خ لا. 

ج. افترض أن مفاتيح ‏ تسجيلة تقع في المجال من 1 إلى /. بيّنْ كيف يمكن تعديل الفرز بالعد ببحيث تُفرز 
التسجيلات في المكان في زمن (/ + 0)2. يمكنك استخدام مساحة تخزين (0)4 إضافة إلى صفيفة 
الدخعل. هل خوارزميتك مستقرة؟ (نلميح: ما الذي كنت ستفعله في حالة 3 - ع/؟) 

3-8 فرز عناصر ذات أطوال مختلفة 

أ. ليكن لدينا صفيفة من أعداد صحيحة» حيث يمكن أن يكون للأعداد الصحيحة المختلفة عددٌ مختلتٌ 
من الخانات؛ إلا أن عدد الخانات الكلي لكل الأعداد الصحيحة في الصفيفة يساوي . بيّنْ كيف 
يمكن فرز الصفيفة في زمن ()0. 

ب. ليكن لديك صفيفة من متناليات محارف؛ حيث يمكن أن يكون لمتتاليات المحارف المختلفة عددٌ مختلٌ 

من المحارف؛ إلا أن عدد المحارف الكلي في جميع متتاليات المحارف يساوي . بِيّنْ كيف يمكن فرز 


متتثاليات المحارف في زمن ()0. 





رتيب المرغوب فيه هنا هو الترتيب الأبيجدي المتعارف؛ ط > طق > 2؛ مثلاً.) 





(انتبه إلى أن 


4-8 أباريق الماء 
افترض أن لديك ‏ إبريقًا أحمر و 2 إبريمًا أزرق» جميعها مختلفة في الشكل والحجم. تنسع الأباريق الحمر 
كميات مختلفة من الماءء كما هو حال الأباريق الزرقاء. إضافة إلى ذلك؛ يوجد لكل إبريق أحمر إبريقٌ أزرق 
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يتسع كمية الماء نفسهاء والعكس بالعكس. 

تكمن مهمتك في تجميع الأباريق في أزواج من الأباريق الحمراء والزرقاء المتساوية السعة. لتحقيق ذلك» 
يمكنلك القيام بالعملية التالية: اختر زوجًا من الأباربق أحدهما أحمر والآخر أزرق. املا الإبريق الأحمر بالماء» ثم 
أفرغ هذا الماء في الإبريق الأزرق. ستعلم من هذه العملية أي من الإبريقين الأحمر أم الأزرق يمكن أن يتسع إلى 
كمية مياه أكبرء أو إن كان لهما الحجم نفسه. افترض أن عملية المقارنة هذه تستغرق وحدة 
تكمن مهمتك ف إيجاد خوارزمية تنفذ عددًا أصغريًا من المقارنات لتحديد المجموعات. تذكر أنك لا تستطيع 
مقارنة إبرييْن أ-مرئن أو إبريقين أزرقئن مباشرة. 





زمنية واححدة. 


أ. صِفْ خوارزمية حتمية تستخدم (32)© عملية مقارنة لتجميع الأباريق في أزواج. 





ب. برهن أن الحد الأدى لعدد المقارنات التي يجب أن تُنفذها الخوارزمية لحل هذه المسألة هو (:2)::|82. 

ات. أعطٍ وارزمية ذات عشوائية مضافة يكون عدد المقارنات المتوقع فيها هو (:0)2187.: وبرهن أن هذا 
الحد صحيح. ما هو عدد المقارنات في أسوأ الحالات في حوارزميتك؟ 

5-8 الفرز الوسطي 

افترض أنناء عوضًا عن فرز صفيفة؛ نريد فقط أن تتزايد العناصر في المتوسط. وبعبارة أدق. نقول عن صفيفة 

4 من « عنصرًا إنها #-مرقبة 64/ممع-6 إذا كانت العلاقة التالية محققة لكل قيم #- 


الفط ع الاق قاذ 
8 


12 12, 





أ. ماذا يعني أن تكون الصفيفة 1-مرتبة. 
اب. أعطٍ تبديلاً للأعداد 10,... .1,2 بحيث تكون 2-مرتبة: دون أن تكون مرتبة 


ات. برهن أن صفيفة من 7 عنصرًا تكون #-مرتبة إذا وفقط إذا كان [/ + 4]4 > [4]1 لكل قيم 





12 1,2, 


اح 


. أعطٍ خوارزمية بجعل صفيفة من + عنصرًا +سمرتبة في زمن ((//::0)0:180. 
يمكننا أيضًا إيجاد حدّ أدى للزمن اللازم لإنتاج صفيغة #-مرتبة عندما تكون / ثابتة. 
ج. بِْنْ أنه يمكننا فرز صفيقة #-مرتبة ظوها :< في زمن (/0):18. (نلميح: استخدم حل التمرين 9-5.6.) 


اح. بِيّنْ أنه عندما تكون 6 ثابتة» تتاج إلى زمن (2)02187 لمعل صفيفة من < عنصرًا /-مرتية. 
(شميح: استخدم حل الحزء السابق مع الحد الأدق للفرز بالمقارنة.) 
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68 الحد الأدنى لدم ج لالح مرية 
يبو مسألةُ دمج لائحتَين مرتبتين كثيرا. وقد رأينا في المقطع 1-3.2 إجرائيةٌ لدمج لائحتين مرتبتين بوصفها 
مسائًا فرعيًا يُدعى 24#68. ستُبرهن في هذه المسألة أن حدًا أدق يساوي 2-1 لعدد المقارنات اللازمة 
في أسوأ الحالات لدمج لائحتَّين مرتبتين» تضم كل منهما < عنصرًا. 

سنبيّن أولً» حدًا أدى للمقارنات (28-0)71 باستخدام شجرة قرار. 








أ. ليكن لدينا «2 عددّاء احسب عدد الطرق الممكنة لتقسيم العناصر إلى لائحتّيْن مرتبتين» تضم كل 
منهما :7 عتصرًا. 


ب. بِيّنْء باستخدام شجرة قرار وجوابك عن السؤال (أ)» أن أية خوارزمية تدمج لائحتين مرتبتين دجما 
صحيحًا يجب أن تُنجز على الأقل (0071 -22 مقارنة. 


نبين الآن حدًا أكثر ملاصقة نوعًا ما وهو 20-1. 





إذا كان عنصران متناليان في ترتيب مفروز هما من لائحتَيْن مختلفتين» فلا بد أنه قد جرت 
مقارنتهما. 


ث. استخدم إجابتك عن الحزء السابق لتبيّن أن 1 2 هو حدّ أدن للمقارنات لدمج لائحتين مرتبتين. 


7-5 توطئة الفرز 0-1 وخوارزمية ا7مك«مدام 
تأخذ عملية قارن-بادل مع«عداءعه-ه«هسسروء على عُنصرَّي صفيفة []]4 و [/]4؛ حيث [ > 1؛ الصيغة 
التالية: 
(ز,أ را/) 8 6اج 0030118-18 
[ن]4 < [ن]ه عا 1 
[]/ طاتد [4]م عوممدعي 2 
نعلم؛ بعد تنفيذ العملية قارن-بادل؛ أن [/]4 ك [4]4. 
تعمل خوارزمية قارن-بادل مغفلة ««ءطلة«مهاه عع«مراععم-ء مع «مء كمدهزوزاؤه فقط على متتالية 
مُحددة سلقًا من عمليات قارن-بادل. يجب أن تكون أدلة المواقع المُراد مقارنتها في المنتالية محددة سلقاء ومع 
أن هذه الأدلة قد تعتمد على عدد العناصر المفروزة» إلا أنه لا يمكنها أن تعتمد على القيم المفروزة» ولا على 
انتيجة أية عملية قارن-بادل سابقة. على سبيل المثال؛ تُعر هنا عن فرز بالإدراج باعتباره خحوارزمية قارن-بادل 
مغفلة: 
(1)ت08ة-جماتمعوجا 
غودها.4 16 2 دز عه 1 


1 ماسزنمل 1 - زح غ عمو 2 
(1 + ارا ,)ع امن -عهمم 001 8 
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تقدم توطئة الفرز 0-1 مها ج«ثلممد 0-1 طريقة فعالة لليرهان على أن خوارزمية قارن-بادل مغفلة 
تُقدم نتيجة مفروزة. تنص هذه التوطئة على أنه إذا كانت خوارزمية قارن-بادل المغفلة تفرز فررًا صحيحا كل 
متتالية دخحل مكونة من أصفارٍ ووحدانٍ فقطء فإنها تفرز فررًا صحيحًا كل المُدخلات مهما تكن قيمها. 
المطلوب برهان توطة الفرز 0-1 بطريقة البرهان المعاكس الموجب ع0إنودمدماووه: إذا أحفقت حوارزمية 
-بادل مغفلة في فرز دل اعتباطي: فستُخفق في فرز دخلٍ ما من الأصفار والوحدان. افترض أن 
خوارزمية قارن-بادل مغفلة أخفقت في فرز الصفيفة [7.. 4]1 فررًا صحيحًا. لتكن [م]4 أصغر قيمة في 4 
تضعها الخوارزبية ا في المكان الخاطئ ولتكن [4]4 القيمة التي تضعها الخوارزمية »ا في المكان الذي من 
المفترض أن تذهب إليه []4. عرف صفيفة [8]1..7 من الأصفار والوحدان كما يلي: 





. اماك > []ه 6غ 20 
. [صاف < [4]1 عا ؟] - اناه 


أ. ناقش أنه إذاكان [م]ا < [و]ف» فإن 0 > [م]8 و 1 > [و]8. 
ب. الإتمام برهان توطبة الفرز 0-1: برهن أن الخوارزمية 6< تُخفق في فرز الصفيفة 8 فررًا صحيحًا. 
سوف تستخدم الآن توطنة الفرز 0-1 للبرهان على أن خوارزمية فرز معينة تعمل بوجو صحيح. تعمل 
ا خوارزمية 6611005074 على صفيفة مستطيلة من : عنصرًا. تتكون الصفيفة من # سطرًا و 5 عسودًا 
أي 5" - 2)» وتخضع لثلاثة قيود: 
ه يجب أن يكون « زوجياء 
ه يجب أن تقبل 7 القسمة على ى 
٠.‏ 7222 
عند انتهاء 50موساو»: تكون الصفيفة مفروزة وفق أعمدتها «ع0مه «مزهس-««سدام»: أي إذا قرأنا 
الأعمدة نزولاً» من اليسار إلى اليمين: تكون العناصر متزايدة باطراد. 
تتبع 506هد ناوه ثماني خخطوات» بقطع النظر عن قيمة 2. المخطوات الفردية كلها متمائلة: افرز كل 
عمود على حدة. تنجز كل خخطوة زو. 
1 افرز كل عمود. 
2. انقل #وموددهم الصفيفة» ولكن مع إعادة تشكيلها لتصبح 7 سطرًا و ى عمودًا. بعبارة أخرى» ضع 
العمود الأيسر الأول في الأسطر 7/5 العلياء بالترتيب؛ ثم ضع العمود التالي في الأسطر 7/5 التالية» 
بالترتيب» وهكذا ... 





ديلا محددًا. وهذه الخطوات هي: 


3 ففرزكل عمود. 
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عيفد بودي ضع 4 -384يا) اله 
ا 21 18 16 12 7 28 25 
ف اسن الا 3 3 4 تافر 4 س0 
1 5000 11 9 12 15 14 >9 05 13 :9 2 229 
45 13 14 16 6 22050 17 14 11 16 13 5 
8-5 77 15 18 17 11-33 18 16 12 15 72315 
0 ١ب‏ ١ت‏ رثن 3 
14 16 10 5 16 10 4 1-5 
2 17 2195 507 28614 
1ك 18 612 كل 309 
6 0 5 0 6 3 
17 13 6 12 238 ا 2 900111 
5 4 39 15 039 18 12 6 
2 6 6 3 





الشكل 5-8 خخطوات 0:08 م«داد. (أ) صفيفة الدخل من 6 أسطر و 3 أعمدة. (ب) بعد فرز كل عمود في 
الخطوة 1. (ت) بعد عملية النقل وإعادة التشكيل في الخطوة 2. (ث) بعد فرز كل عمود في الخطوة 3. (ج) بعد 
تنفيذ الخطوة 4: التي تنجز عكس التبديل النّذ ني الخطوة 2. (ح) بعد فرز كل عمود في الخطوة 5. (خ) بعد إزاحة 
بمقدار نصف عمود في الخطوة 6. (د) بعد فرز كل عمود في الخطوة 7. (ذ) بعد تنفيذ الخطوة 8: التي تنجز عكس 
التبديل المقّذ في النطوة 6. الصفيفة الآن مفروزة وفق أعمدتها. 


4. أبحر عكس التبديل المُتقّذ في الخطوة 2. 

5. افرز كل عمود. 

6. انقل النصف الأعلى من كل عمود إلى النصف الأسفل من العمود نفسهء واثقل النصف الأسفل من كل 
عمود إلى النصف الأعلى من العمود الذي يليه بميئًا. اترك النصف الأعلى من العمود الأيسر الأول 
فارعًا. اتقل النصف الأسفل من العمود الأبمن الأخير إلى النصف الأعلى من عمود أمن أخير جديد 
تنشئه» واترك النصف الأسفل من هذا العمود الجديد فارعًا. 

7 افرز كل عمود. 

8. أنبحر عكس التبديل المُتقّدَ في الخطوة 6. 

يبين الشكل 5.8 مثالاً على خطوات ,موسدمساده في حالة 6 > + و 3 - 5. (ومع أن هذا المثال لا يحَنّق 

المطلب 252 < « فإنه يعمل.) 

ت. بين أنه يمكننا معاملة ,موصدهداده كخوارزمية قارن-بادل مغقلة» ولو كنا لا ثعلم طريقة الفرز التي 
تستخدمها الخطوات الفردية. 


وعلى الرغم من أنه قد ييدو من الصعب التصديق أن مىموسااده تفرز حم فإنك ستستخدم توطئة 
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القضل 8 / القرز في زمن خط 


الفرز 0-1 للبرهان على قيامها بذلك. من الممكن تطبيق توطبة الفرز 0-1 لكوننا نستطيع معاملة 

50تانااوه كخوارزمية قارن-بادل مغفلة. سوف يساعدك التعريفان التاليان في تطبيق توطئة الفرز 0-1. 

نقول عن منطقة في صفيفة أنها نظيفة «مماء إذا كنا نعلم أنما تحتوي إما أصفارًا فقط وإما وحدانًا فقط. فإذا 

كانت المنطقة تحتوي مزيجًا من الأصفار والوحدان, فهي ملوثة «0:/ك. افترض؛ من الآن فصاعدًاء أن الصفيفة 

تحتوي أصفارًا ووحدانًا فقط وأنه يمكننا معاملتها كصفيفة من 7 سطرًا و 5 عمودًا. 

ث. برهن أن الصفيفة؛ بعد الخطوات 23-1 تضم بعض الأسطر النظيفة في أعلاهاء وبعض الأسطر النظيفة 
من الوحدان في أسفلهاء و 5 سطرا ملونًا بينهما على الأكثر. 

ج. برهن أنه إذا قرأنا أعمدة الصفيفة واحدًا تلو الآخرء بعد الخطوة 4: فإنما تبدأ بمنطقة نظيفة من 
الأصفارء وتنتهي بمنطقة نظيفة من الوحدان؛ وتمتلك منطقة ملوثة لا تتجاوز 52 عتصرًا في الوسط. 





ح. برهن أن الخطوات 8-5 تنتج خخربًا مفرورًا كلا من الأصفار والوحدان. استتتج أن 6,مكم امه تفرز 
فررًا صحيحًا كل المدخلات مهما تكن قيمها. 

د. افترض الآن أن 7 لا يقبل القسمة على 5. برهن أنه بعد الخطوات 3-1 تحتوي الصفيفة على بعض 
الأسطر النظيفة من الأصفار في القمة؛ وبعض الأسطر النظيفة من الوحدان في الأسفل؛ وعلى الأكثر 
25-1 سطرًا ملونًا بينهما. ما هو مقدار كر « بالنسبة إلى ى اللازع حتى تفرز 6:مومطتنااد» فرثًا 
صحيحًا عندما لا تقبل : القسمة على .؟ 

ذ. اقترح تغييرا بسيطًا للخطوة 1 بحيث تسمح لنا بامحافظة على المطلب 262 < « حتى عندما لا تقبل 7 


القسمة على 5, برهن على أن 305014نااده تفرز فررًا صحيحًاء بوجود تعديلك. 


ملاحظات الفصل 


كان 4ه و «مكمطامة [110] أول من استخدم نموذج القرار لدراسة الفرز بالمقارنة. يتناول البحث 
الشامل ل اناس [211] في الفرز أشكالاً عديدة مختلفة لمسألة الفرزء ومنها الحد الأدق النظري 
عنك:وعط)-هه أ هرهز لتعقيد الفرز الذي تعرضنا له هنا. دَرْسنَ ,80-0 [39] حدودًا دنيا للفرز باستخدام 
تعميمات لنموذج شجرة القرار. 

يتسِب (طانامة إلى 4مدم586 .11 .81 اختراع الفرز بالعد في عام 45, وكذلك فكرة الجمع بين الفرز 
بالعد والفرز حسب الأساس. يبدو أن الفرز حسب الأساس الذي بيدأ بالخانة الأقل قي 
شعبية استخدمها مشغلو فارزات البطاقات للميكانيكية على نطاق واسع. تبعًا ل طلسمكك فإن أول إشارة 











كان خخوارزنية 
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منشورة لهذه الطريقة هي وثيقة ل عذمهمه0 .1 ..1 عام 1929 تصف معدات للبطاقات المثقبة. يُستخدم خوارزمية 
الفرز بالدلاء منذ عام 1956: عندما اقترح الفكرة الأساسية 2مو] .8.1 و وماءلهمزة .© .2 [188]. 
تُنجز (©*0)51 مقارنة في أسوأ الحالات» حيث 





تدم متصدالل! و مدسه. [263] خوارزمية فرز مستقرة 
1 > ع > 0 أي ثابت محدد. ومع أن كل الخوارزميات التي تُنَقُدْ في زمن (018 تقوم بعددٍ أقل من 
المقارنات: فإن خحوارزمية 0م«ناة/ و هده مرك المعطيات (:00 مرةٌ فقطء وهي تعمل في المكان. 

دَرْسَ العديد من الباحثين حالة فرز :7 عددًا صحيحًا من ط نا ف زمن (:00:187. وقد جرى الوصول 
إلى العديد من النتائج الإيجابية: كل منها تعتمد على فرضيات مختلفة قليلاً بالنسبة إلى نموذج الحوسبة والقيود 
المفروضة على الخوارزمية. تفترض كل النتائج أن ذاكرة الحاسوب مقسمة إلى كلمات من ط ينا قابلة للعنونة. 
تدم ممسؤعمط و فمهلاة/8! [115] بنية معطيات شجرة صهر 66ت 0وألة واستخدماها لفرز 7 عددًا 
صحيحًا في زمن (87ه| /:00:187. وححَّنَ «دودمعومة [16] هذا الحد لاحمًا إلى (001/1870. تحتاج 
هذه الخوارزميات إلى استخدام عمليات جداء والعديد من الثوابت المحسوبة سلقًا. بيّنَ كل من مم5دم00م 
و منمعهدة؟ و دمدوائل! و ممتصمع [17] كيف كن فرز : عددًا صحيحًا في زمن (#7ا#|:)0 دون 
استخدام عمليات جداء؛ ولكن طريقتهم تتطلب ذاكرة تخزين يمكن أن تكون غير محدودة بدلالة #. يمكن؛ 
باستخدام تلبيد جدائي عدنطعهط #«ثاهكذامثااد إنقاص حجم ذاكرة التخزين اللازمة إلى (:)0: ولكن 
يصبح الحد (0)18187 في أسوأ حالات زمن التنفيذ الوسطي حدّ الزمن المتوقع «دهط عمسن لعاعهمره. 


كنم مددهط1 [335] تعميمًا لأشجار البحث الأسية ل «مودمع4هم [16]» مخوارزمية فرز في زمن 





(00018187(2 لا تستخدم الحداء ولا عشوائية مضافة» وتُستخدم مساحة تخزين خطية. وحَسُن صفقط 
[158] حدّ الفرز إلى (187ها 8 :0)1818) وذلك بمزج هذه التقنيات مع بعض الأفكار الجديدة. ومع أن 
هذه الخوارزميات تمثل قفزات نظرية ذات أهمية» لكنها جميعًا معقدة إلى حدٌ ماء ومن المستبعد في الوقت الحالي 
أن تنافس خحوارزميات الفرز الراهنة المستخدمة. 

تسب خوارزمية 6زمىهدوسامه في المسألة 7-8 إلى دماطعنمآ [227]. 
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الأوساط وإحصائيات الترتيب 


إن إحصائية العرتيب ١‏ (©645/1/ :0046 ]) مجموعة من :: عنصرًا هي العنصر الأصغر ذو الترتيب 4. على 
سبيل الخال إن الأصغر ««««ن«نذ«ز:« لمجموعة من العناصر هو إحصائية الترتيب الأولى (1 > ) والأكبر 
تنهار هو إحصائبة الترتيب < (7 > غ). والوسط «هزاه:م: على نحو غير صوري؛ هو النقطة في 
"الوسط" مجموعة. فإذا كان « فرديّك فإن الوسط وحيد؛ ويقع عند 1(/2 +8) - 
فلدينا وسطان يقعان عند 1/2 > و 1 + 2/2 > :. وهكذاء وبقطع النظر عن ازدواجية (ندية براأكهم) 28 
فإن الوسطئْن يقعان عند (2+1(/2)] (لوسط - الأدنى ‏ سماعس ‏ «عنعدمل) 
و [1(/2+)] - : الوسط الأعلى «هال»:” «مرم»). وللتبسيط. سنستخدم في هذا الكتاب؛ على 


الدوام؛ التعبير "الوسط 8هذ20م عط" للإشارة إلى الوسط الأدق. 


. وإذاكات * زوحياء 











يناقش هذا الفصل مسألة احتيار إحصائية الترتيب : لمجموعة من : عددًا متمايرًا. وسنفترض للملاءمة 
أن المجموعة تمتوي أعدادًا متمايزة» مع أننا فعليًا يمكننا تعميم كل شيء نقوم به على الحالة التي تحتوي فيها 
المجموعة قيمًا مكررة. يمكننا تحديد مسألة الاختيار ««اذاه7م «0ةها»ء صوربًا كما يلي: 
الدخل: مجموعة 4 من :7 عددًا (متمايرًا) وعددٍ صحيح 4؛ حيث 8 5 1 ك5 1. 
الخرج: العنصر 4 6 + الذي هو أكبر تمامًا من 1 -: عنصرًا سواه في المجموعة 4. 
يمكننا حل مسألة الاختيار بزمن (:0)187: حيث يمكتنا فرز الأعداد باستخدام الفرز بالكومة أو بالدمج» 
ثم نشير بيساطة إلى العنصر ذي الدليل ؛ في صفيفة الخرج. يعرض هذا الفصل ححوارز 
نناقش؛ في المقطع 1.9 مسألة اختيار أصغر عنصر في مجموعة من العناصر وأكير عنصر فيها. وتُعثير 
مسألة الاختيار العامة هي المسألة الأكثر أهمية التي سندرسها في المقطعين التاليين. يلل المقطع 2.9 خحوارزمية 








مضافة تُحقق زمن 
ات أخبية نظرية كبيرة مُحفّق زمن تنفيذ (000 في 


ذات عشوا: 


يذ متوقع ()0: وذلك يافتراض أن العناصر متمايزة. ويتضمن المقطع 3.9 





خوارزم وأ الحالات. 
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الأصغر والأكبر 

ما هو عدد المقارنات اللازمة لتحديد العنصر الأصغر في بجموعة من 2 عنصرًا؟ يمكننا بسهولة الحصول على 
حدٌ أعلى ل 2-1 عملية مقارنة: نفحص كل عنصر من المجموعة بالترتيب (واحدًا تلو الآخر) وتنحفظ 
سنفترض» في الإجراء التالي» أن المجموعة موحودة في صفيفةٍ 4 





بأثر أصغر عنصر جرى العثور عليه 
طوطًا » - عونا .4. 

(4) حجار 

1١ عم‎ 4]1[ 

لايماء4 ٠١‏ 1-2 عه 2 

[غاه حضسر يز 320 

[1]/ دعام 4 

اج مسسعر 5 


يمكننا بالطبع» أيضاء إيجاد أكير عنصر بإجراء 1- مقارنة. 

ولكن: هل هذا أقصى ما نستطيع فعله؟ الجواب: نعمء لأنه يمكتنا الحصول على الحد الأدق ل 21-1 
مقارنة لمسألةٍ تحديدٍ أصغر عنصر. تَخيّل أن أيّ حوارزمية تحدّد أصغرٌ عنصر هي مبارياث ذَوْرِي بين العناصرء» 
وأن كل مقارنةٍ هي مباراةٌ في الدوري يربحها أصغر العنصرين. وملاحظة أن كل عنصر ما عدا الرابح سيخسر 
على الأقل مباراة واحدة: يمكدنا أن نستنتج أننا بحاجة إلى 7-1 مقارنةً لتحديد العنصر الأصغر. وعلى ذلك 


فإن الخوارزمية 2/11120134 أمثليةٌ فيما يتعلّق بعدد المقارنات المنجزة. 





إيجاد الأصغر والأكبر في آن واحد (ممًا) 

يتعيّن عليناء في بعض التطبيقات» إيجاد العنصر الأصغر والعنصر الأكبر مجموعةٍ من 7 
فمثلاًء يمكن أن يتطلب برنامج بيائي تقييس مجموعة من المعطيات ([ ,3) لتتوافق مع شاشة إظهار مستطيلة 
إظهار بيانية أخرى. ولتحقيق ذلك؛ يجب أن يوجد البرنامج أولاً القيمة الصغرى والكبرى لكل 








كٍ 
إحداثي. 

ينبغي في هذه المرحلة» أن تتضح كيفية إيجاد الأصغر والأكبر ممًا ل « عنصرًا بإجراء (71)© مقارنة» 
وهي أمثليةٌ تقارييًا: نوجد الأصغر والأكبر بصورة مستقلة باستخدام 1- مقارنة لكل منهماء أي 22-2 
مقارنة لكليهما. 

في الحقيقة» يمكننا إيجاد الأصغر والأكبر ممًا بإجراء [3]/2 مقارنةٌ على الأكثر. يمكننا فعل ذلك 
بالاحتفاظ بالأصغر والأكبر اللذين عُثِر عليهما آنقًا. وعوضًا عن معابحة كل عنصرٍ دخلي بمقارنته بالأصغر 
والأكبر الحاليين: بتكلفة مقارين لكل عنصر, نعالج العناصر أزواجا. وذلك بأن نبدأ بمقارنةٍ زوج من عناصر 
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الدحل أحدهما بالآخر, ثم نقارن أصغرهما بالأصغر الحاللي وأكيرهما بالأكبر الحالي» وتكلفة هذا هو ثلاث 
مقارنات لكل عنصرين. 

يعتمد تحديد القيمتَيْن الابتدائيتين للأصغر والأكبر الحاليين على كون « عددًا فرديًا أو زوجيًا. فإذا 
كان < فردياء فإننا تمعل الأصغر والأكبر كليهما يساوي قيمة العنصر الأول؛ ثم نعالم العناصر المتبقية أزوابجحا. 
وإذا كان : زوجيّاء فإننا ننجز مقارنة بين العنصرّيْن الأولَيْن لتحديد القيمَيْن الابتدائيتين للأصغر والأكبر» ثم 
نعالج العناصر المتبقية أزواجًا كما في حالة « الفردية. 





لتحلّل الآن العدد الكلي للمقارنات: إذاكان + فرديّ فإننا ننجز [3]:/2 مقارنة. وإذا كان « زوجياء 
فإننا ننجز عملية مقارنة أولية واحدة يتبعها 2(/2 -3)2 مقارنة» أي 2 - 31/2 مقارنة كلية. وهكذاء فإن 
العدد الكلي للمقارنات يساوي - في كلنا الحالتين - [3]7:/2 على الأكثر. 





تمارين 

و11 

بين أنه يمكننا إيجاد العنصر الثاني في الصغر ل 2 عنصرًا بإجراء 2 - [:187] + 7 مقارنة في أسوأ الحالات. 
(للميح: أوجد أيضًا العنصر الأصغر.) 

0 

برهن أن 2 - [3:/2] هو الحد الأدن لعدد عمليات المقارنة اللازع لإيجاد الأصغر والأكبر مما ل 2 عنصرًا في, 
أسوأ الحالات. (تلميح: ادرس عدد الأعداد التي يمك ن إما الأصغر وإما الأكبر ور كيف تؤثر 
المقارئة على هذه الأعداد.) 





الاختيار بزمن خطي متوقع 

تبدو مسألة الاختيار العامة أكثر صعوبة من المسألة البسيطة لإيجاد الأصغر. ومع ذلك؛ فإن من المدهش أن 
زمن التنفيذ المقارب لكلا المسألتين هو نفسه: وهو (8)©. ستقدم في هذا المقطع خوارزمية فرّق-تسد 
؟عناوهه»-0ه-1:106ل لحل مسألة الاختيار. تدحت الخوارزمية 2000201288-58187م على مط خوارزمية 
الفرز السريع المشروحة في الفصل 7. وكما في الفرز السريع؛ فإننا بمرئْ صفيقة الدخل عَوْدبًا. ولكن على 
عكس الفرز السريع؛ الذي يعالج كلا طرفي التجزئة» فإن 80001285-5817:جهظ يعمل على طرف واحد 
فقط من التجزئة. يتضح هذا الاختلاف في التحليل: فقي حين أن زمن التنفيذ المتوقع للفرز السريع هو 
(6)018» فإن زمن التتفيذ المتوقع ل 7ع8اع5-مع2اردوميجمع هو (9)2: بافتراض أن العناصر متمايزة. 





يُستخدم الإجراء 220-5187 1ا<ومنهه الإجراء 51710همم-مع12/ج0صه نجه المقدّم في المقطع 3.7. 
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ومن تمه فإن هذا الإجراء؛ كما في 01015087ا000001220-0جم#ء هو خوارزمية ذات عشوائية مضافة 
««طلاةةدوأة لع#ثدممؤددس لكون سلوكها يتحدد جزثيًا بواسطة خرج مولّد أعداد عشوائية. يعيد الرماز التالي 
ل تعتاع5-هع12لدومنجمع العنصر الأصغر ذي الترتيب ] للصفيفة [<.. ص]. 


(7,1,ص ,)ع شاء5-مع ماحم مجم 

٠‏ عد معز 
[صاة ممعم 

(”,ص ,)1710م 8-مع2 ال (ممالمج < و 

1جم- 

كعالاكمة عط كز عنالة؟ الام عط // عد ) ئأض 
[]م مسسعم 

> ) كاعواء 
(1,1 - ورم ,)ع اع قمعا جممجن مساعم 

1 - ,1 + و بش) ع عا 28-5 الجمصاجمة ممعم عمل 






سافم صالى ماله نا مهاف 


يعمل الإجراء 8401000/1280-887717100 كما يلي. يفحص السطر 1 الحالة الأساسية للعؤدية؛ التي 
تتكون فيها الصفيفة الحزئية [7.. نز]4, من عنصر واحد. في هذه الحالة» يجب أن تساوي ] القيمة 1) ونعيد 
ببساطة [م]4 في السطر الثاني على أنه العنصر الأصغر ذو الترتيب ]. وإلا فإن استدعاء -50011280الم8 
4717100 في السطر الثالث من الخوارزمية» يرّئ الصفيفة [7.. ]4 إلى صفيفتين جزثيتين (مكن أن تكونا 
خاليتين) [1- 4.. ]4 و [..1+ 4]9 بحيث يكون كل عنصر من [1- 4.. م]4 أصغر أو يساوي 
[]4: والذي بدوره أصغر من كل عنصر في [1..7 + 4]9. وكما في الفرز السريع» سوف نشير إلى [4]9 
بالعنصر المحوري /«ام. يتحسب السطر 4 عدد العناصر / في الصفيفة الحزئية [4.. م]م؛ أي عدد 
العناصر ثي الحانب الأدق من التجزئة زائد واحد هو العنصر المحوري. بعدهاء يفحص السطر 5: هل [9]/ 
هو العنصر الأصغر ذو الترتيب 4؟ فإذا كان الأمر كذلك؛ يعيد السطر 6 العنصر [4]9. وإلا فإن الخوارزمية 
تحدّد ف أيّ من الصفيفئين الحزثيتين [1 - 4.. م4 و [1..7 + 4]9 يقع العنصر الأصغر ذو الترتيب 4. 
فإذا كان / > :» فإن العنصر المنشود يقع في الحانب الأدى من التجزئة» ويختاره السطر 8 عَوْديًا من الصفيفة 
الحزئية. وإذا كان / < 4» فإن العنصر المنشود يقع في الجانب الأعلى من التجزئة. وما كنا نعلم سلقًا وحود / 
قيمةٌ جميعها أصغر من العنصر الأصغر ذي الترتيب 8 ل [7.. ]4 (وهي بالتحديد عناصر الصفيفة 
[4.. م][4) فإن العنصرٌ المنشود هو العنصرٌ الأصغرٌ ذو الترتيب (/ - 4) ل [..1 + 4]9» وهو الذي يعثر 
عليه السطر 9 عَوْديًا. ييدو أن الرماز يسمح باستدعاءٍ عَوْدِيّ لصفيفة جزئية خالية العناصر. سيُطلب إليك 
ف التمرين 9. 

إن زمن تنفيذ 842000111220-5818©7 في أسوأ الحالات هو (2)©: حتى في حال إيجاد الأصغر» 
لأنه من الممكن أن نكون سيّي الحظ تمامًا وبجرّئ دائمًا حول أكبر العناصر المتبقية» وتستغرق التحزثة 
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زمنًا (7)©. وسوف نرى أن للخوارزمية زمن تنفيذ متوقع خطيء لذلك ولكوتما ذات عشوائية مضافة» فلا 
يوجد أي دحل خاص يظهر السلوك في أسوأ الحالات. 

لتحليل زمن التنفيذ المتوقع ل 820000111280-5818©7ء سنفترض أن زمن التنفيذ لصفيفة [.. ]4 
من :: عنصرًا هو متحول عشوائي نشير إليه ب (:7)7: ونحصل على الحد الأعلى ل [(8]703 كما يلي. يعيد 
الإجراء 12:80-80:71110اد0 مجم باحتمالات متساوية أيّ عنصرٍ على أنه العنصر النحوري. لذلك» فإن 
الصفيفة [4.. م] لا # عنصرًا (جميعها أصغر من العنصر اوري أو تساويه) باحتمال «/1: وذلك لكل # 


حيث :> 6 > 1. تُعزف للقيم «,... 





,1 - #ء متحولات عشوائية مؤشْرة «دلوصة 6مامءاله1 
وعاطهفه بل حيث: 
. [كتمعمعء ) برلاعمت كهط [و.. ]ا تركتوطيد عطاما دير 
ومنهء إذا افترضنا أن العناصر متمايزة: يكون لدينا 
)01.9 اانا 
حين نستدعي 8800001/1280-56151 ونختار [4]9 باعتباره عنصرًا محورباء فإننا لا نعلم سلقًا إذا كنا 
مهي فوا بالحواب الصحيح؛ أم سنستدعي الإجراء عَْديًا للصفيفة الحزئية [1 - 4.. م]4؛ أم سنستدعي 
الإجراء عَوْدبًا للصفيفة الحزئية [..1 + 4]4. يعتمد هذا القرار على مكان وقوع العنصر الأصغر ذي 
الترتيب 4 بالنسية إلى [4]4. فإذا افترضنا أن ()7 متزايد باطراد. أمكننا تقييدُ الزمن-الأعلى اللازم 
للاستدعاء العَْدي بالزمن اللازم للاستدعاء الغؤدي لأكير دخخل ممكن. وبعبارة أخخرى للحصول على حدٌ 
أعلى؛ سنفترض أن العنصر ذا الترتيب 4 يقع دائمًا ني جائب التجزئة التي لما أكبر عدد من العناصر. إذا كان 
لدينا استدعاء معطى للإجراء 0<11280-581861 هلجد فإن المتحول العشوائي المؤشّر بير يأخحذ القيمة 1 
الحزئيتين (اللتين 





الإحدى قيم / فقطء والقيمة 0 لقيم / الأخرى. فإذا كان 1 > بل فإن حجم الصفيفتة 
يمكن أن يستدعيهما الإجراء عَوْدي) هو: 1-/ و /-. ويكون لدينا الك 





2 02 1د كن 
- 


٠.‏ (000 + اي - ع)نجهم)7 نيراد 


دس 


وبأخذ القيم المتوقعة للطرفين» يكون لدينا 


8]76([ > 8 2 ١ عا)نجهس)7‎ - 1,» - 0( + 00( 
2-1 





(من حطية التوقع) ()0 + [(( - ,1 - عا)سهم)7 ]8 2 
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. 
(من العلاقة (ت - 24)) (0 + [((! -مرية - عا)سهم)"8]7 ١‏ [م8]10 2 5 
1 





2 
(من العلاقة (1.9)) ٠‏ 06 + [(0/ - »,1 - عل)جهم)8]7 1 - 
2 


ولتطبيق العلاقة (ت-24)» فإننا تُعَوْل على كون ع3 و ((1,8-1- )*3دم)7 متحولين عشوائيين 
مستقلين. يُطلب إليك في التمرين 2-2.9 تبرير هذا الادعاء. 
ليكن لدينا التعبير (/ - 1,74 - /):03. لدينا 


06 0 
يم ىز جا د 111-10 عمس 


فإذا كان :« زوجيّاء يتَظهر كل حدٌ من الحدود من ([7)]7/2 إلى (1 )7 مرتين تمامًا في لمجموع وإذا كان 
فرديّاء تُظهر كل هذه الحدود مرتين وتتظهر الحد ([7)]71/2 مرة واحدة. وبذلك يكون لدينا: 


ا 


٠.‏ «00 + [وا)تاة 7 > التاق 
روك 


يتين بالتعويض أن (008 > [(8]707. لنفترض أن +0 > [(8]70 لثابتٍ ع يحفق الشروط الابتدائية 
للغؤدية. سنفترض أن (0)1 > (7)08 لقيم ‏ التي هي أقل من ثابتٍ ما (نحدّده لاحمًا). وسوف نختار أيضًا 
ثابنًا © بحيث تكون القيمة العظمى للدالة المُوصوفة بالحد (0)8 المذكور آنقًا (والذي يَصف المركبة غير 
العؤدية لزمن تنفيذ الخوارزمية) محدودًا بالقيمة © لجميع قيم 0 < 7. وباستخخدام هذه الفرضية الاستقرائية» 
يكون لدينا: 





اح 


يه جعت 2 > اماق 
روك 


العايا 2 
جه +|» ع4 -- 
لعالة - لق/ها) _ #««تجمم/ء' 
2 2 


انه + 
 )2/2- 270/2 1((‏ «13- جرع 
5 -82 ( 


و تتشساعففة كت 
2 2 


م + 
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1 
8 


م 








نحتاج» بغية استكمال البرهان أن نبين أنه إذا كانت قيمة 8 كبيرة بقدرٍ كاف: فإن التعبير الأخير يساوي 
على الأكثر :© أوء على نحو مكانئ » أنَّ 0 < م - 2/ع - 4/. فإذا أضفنا 2/ع إلى كلا الطرفين 
وأخرجنا العامل المشترك . تحصل على 2/ء < (© - 4/ع)2. فإذا اخترنا الثابت © بحيث 0 < © - 4/؛ 
أي 40 < ع؛ أمكننا تقسيم كلا الطرفين على © - 6/4؛ وتحصل على: 


6.١2 22 
- 6/4-6 -46 


وهكذاء إذا افترضنا أن (0)1 > (7)0 لقيم « التي تحقق (40 - ع)/2 > ب فإن (000 > [(8]760. 
انستنتج أنه يمكتنا إيجاد أي إحصائ 








رتيب ونحصوصًا الوسطء بزمن خحطئ متوقع إذا افترضنا أن العناصر 
متمايزة. 


تمارين 

1 

بين أن 7عتلا58-مع2اادمم يرمع لا تُحدث أبدًا استدعاء عَوْدِيًا لصفيفة من 0 عنصرًا. 

و22 

أثبت أن المتحول العشوائ المؤشّر ل والقيمة ((6/ - 1,7 - 7)718:)1 مستقلان أحدهما عن الآخر. 
و32 

أكتب نسخة تكرارية ل 7ع010011120-51:18ه8. 

و42 

افترض2 أننا تستخدم 0111280-581081م همه لاختيار العنصر الأصغر للصغيفة 
(4-907,5,4,8,6,1. صف متاليةٌ من التجزئات التي تعطي أسوأ أداء 
ل آعقاع ق-مع2المماجمه. 


الاختيار بزمن خطي في أسوأ الحالات 


سندرس الآن خوارزمية اختيار زمن تنفيذها ()0 في أسوأ الحالات. إن الخوارزمية 2581867 كما هو الخال 





في ؟عهاءك-مععرودهمجمع» يِدُ العنصرٌ المطلوب بتجزئة صفيقة الدحل عَوْديًا. غير أننا نضمن هنا تفريقاً 
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جيداً للصفيفة أثناء تجزئتها. تُستخدم 58187 خوارزمية التحزئة الحتمية 88851510 المستٌخدّمة في الفرز 

السريع (انظر المقطع 1.7)» ولكنها مُعدّلة لتأخذ العنصر الذي بحري التجزئة حوله باعتباره موسط دتخل. 
تحدد الخوارزمية 88187 العنصر الأصغر ذا الترتيب : لصفيفة دحل من 1 < : عنصرًا متمايرًا 

المخطوات التالية. (إذا كان 1 > 02 فإن 52167 تعيد ببساطة قيمة الدخل الوحيد بوصفه العنصر الأصغر ذا 


الترتيب 4.) 





1 قسم ال « عنصرًا لصفيفة الدخحل إلى [5/] محموعةٌ كل منها من 5 عناصر ومجموعةٍ واحدة على 
الأكثر تُنشئها من العناصر المتبقية من قسمة 7 على 5. 

2. اكتشفبٍ الوسط لكل من المحموعات ال [5/] باستخدام فرز بالإدراج لفرز عناصر كل مجموعة (لكل 
منها 5 عناصر على الأكثر) ثم اْمرٍ الوسط من اللائحة للفروزة لعناصر المجموعة. 

3. استخدمْ 8187 عَؤْديًا لاكتشاف الوسط : من الأوساط ال [3/5] التي اكتشفتها ني الخطوة 2. (إذا 
كان عدد الأوساط زوجي فإن ‏ بحسب اصطلاحنا هو الوسط الأدق.) 





4. جَرَّئُ صفيفة الدحل حول وسط الأوساط + باستخدام نسخة مُعدلة من 88815109 لتكن ع/ أكبر 
بواحد من عدد العناصر في الحائب الأدق من التجزئة» أي إن + هو العنصر الأصغر ذو الترتيب 2 
ويوجد /- 2 عنصرًا في اللانب الأعلى من التجزئة. 

5. إذا كان / > ؛» فأَعِدْ . وإذا كان ع/ > ]» فاستخدِمٌ 88187 عَوْديًا لاكتشاف العنصر الأصغر ذي 
الترتيب : في الحانب الأدن. وإذاكان / < 4؛ فاستخدِمْ 5187 عَوْدِيًا لاكتشاف العنصر الأصغر ذي 
الترتيب م - ؛ في اللحائب الأعلى. 





لتحليل زمن تنفيذ 5817 تُحدّد بدايةٌ الحدٌ الأدق لعدد العناصر التي هي أكبر من عنصر التجزئة عد. 
يساعدنا الشكل 1.9 ني إظهار هذه الخطوات. إن نصف الأوساط - على الأقل - التي اكتشفناها في الخطوة 
2 أكبر من وسط الأوساط :د أو تساويه. ومنه» فإن نصف المحموعات ال [5/5] على الأقل تنضمن 3 
عناصر على الأقل أكبر من بد ما عدا امحموعتَيْن التاليتين: اامجموعة التي عناصرها أقل من 5 عناصر في حال 
كانت لا تقبل القسمة تمامًا على 5 ولمجموعةٍ التي تحتوي + نفسه. وباستبعاد هاتين المجموعتين» فإن عدد 
العناصر التي هي أكبر من :د يساوي على الأقل 


1 2-6 2 (-|اي ة)ه 


' بسبب افتراضنا أن العناصر متمايزة» فإن جميع الأوساط - ما عدا د - هي إما أكبر من + وإما أصغر من +د. 
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م مام 
5 
1 


الشكل 1.9 تحليل الخوارزمية 61اع5. جرى تثيل العناصر ال « بدوائر صغيرة؛ وكل بجموعة من خمس عناصر 
تشغل عمودًا. لنت أواسط المجموعات بالأبيض» 








ت لصاقة إلى جائب وسط الأوساط *. (عندما يكون 
.) تتجه الأسهم من العناصر الكيرى إلى العناصر 
الصغرى, والني منها يمكن ملاحظة أن 3 م نكل مجموعة متلئة ب 5 عناصر إلى يمين ‏ هي أكبر من #؛ وأن 3 من كل 
مجموعة من 5 عناصر إلى يسار * هي أقل من . العناصر التي عُلِمَ أتما أكير من على تُظهر تخلفية مظللة. 





الوسط لعددٍ زوجي من العناصرء فإننا نستخدم الوسط الأدق 


خط 


وأ الحالات» فإن الخطوة 5 





وبالمثل» فإن 6 - 3/10 عنصرًا على الأقل هي أقل من «. وهكناء في 
تستدعي 5811561 عَوْديًا ل 6 + 72/10 عنصرًا على الأكثر. 

يمكننا الآن استنتاج علاقة عَؤْدية لزمن التنفيذ في أسوأ الحالات ()7 للخوارزمية 8©1.ا58. تستغرق 
الخطوات ١‏ و 2 و 4 زمنًا (0)8. (تتضمن الخطوة 2 ()0 استدعاءً لفرز بالإدراج على بجموعات أحجامها 
(0)1.) تستغرق الخطوة 3 زمنًا ([7)]7/5: وتستغرق الخطوة 5 على الأكثر 
أن 7 متزايدة باطراد. سنفترض فرضية تبدو في البداية غير مبررة: وهي أن أي دلي أقلُ من 140 عنصي 
يحتاج إلى زمنٍ (0)1؛ سنوضح قريبًا منشأ هذا الثابت السحري 140. لذا يمكننا الحصول على العؤدية 








زمنا (6 + 1)771/10) بافتراض 





, 140 > كز 


إلكك 
140 < معز 000+( +7/10+ ا 20 


سنبون أن زمنٌ التنفيذ خطييٌ بالتعويض. وبعبارة أدق» ستبين أن +© > (7)0 لقيم الثابت ع الكبيرة بقدر 
مناسب وبلجميع قيم 0 < 7. سنبدأ بافتراض أن © > (7)8 لقيم الثابت © الكبيرة بقادر مناسب وللجميع قيم 


0 > 2؛ وهذا الفرضية مدق إذا كان ء كبيرا بقدر كافب. سوف تحدد أيضًا الثابت » يحيث تكون قيمة 





الدالة الموصوفة بالحد (002 المذكور آنا (والذي يَصِفُ المكوّنَ غير الَؤدي لزمن تنفيذ الخوارزمية) محدودًا 
بالقيمة 6 لجميع قيم 0 < :. بتعويض هذا الفرضية الاستقرائية في الطرف الأيمن للعؤدية نحصل على: 
جه + (6 + 7/10)ء + [5/]ء > 170 
جه جد ع6 + 7/10 +ع + 5/هت > 
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جيه +72 + 91/10 
, (جهاجع72 + 10/جع-) جين 


1 


الذي يساوي على الأكثر © إذاكان 
29 . 0> مجع 7 + 10/ه- 
إن المتراجحة (2.9) مكافئة للمتراجحة ((70 -108)2/)2 < ء في حال 70 < 8. وحيث إننا أن 
0 < 4« يكون لدينا 2 > (2/)2-70: وسيحقّق احتيارنا ه20 < ء المتراجحة (2.9). (لاحظ أنه لا 
يوجد شي نخاصيٌ بالثابت 140؛ فبإمكاننا الاستعاضة عنه بأي عدد صحيح أكبر تمامًا من 70 ثم نختار © 
وفمًا له.) وعلى ذلك. فإِنَّ زم تنفيذ 58157 في أسوأ الحالات خطيئٌ. 

إن الإجراءين 1عها5 و 7ععاع5-م2# ادوم همع يحدّدان, كما في الفرز بالمقارنة (انظر المقطع 1.8)» 
معلوماتٍ عن التزتيب النسبي للعناصر بمقارنة العناصر فقط. تذكر (من الفصل 8) أن الفرز يحتاج 
زمنًا (2)187 في تموذج المقارنة» وحتى وسطيًا (انظر المسألة 1-8). تضع خوارزمياث الفرز بالزمن-الخطي في 
الفصل 8 افتراضاتٍ عن الدحل. وبالمقابل: لا تحتاج خحوارزميات الاختيار بالزمن-الخطي في هذا الفصل إلى 
أي افتراضات عن الدخل. وهي لا تخضع للحد الأدى (:2)187: لكوثما قادرة على حل مسألة الاختيار 
من دون فرز. وهكذاء فإن حك مسألةٍ الاختيار باستخدام طريقة الفرز والفهرسة عمتدع0ه قسة وسناردى» 
كما عُرِضّت في مقدمة هذا الفصل: هو حلٌ غير فمّالِ على نحو مقارب. 





تمارين 

1-9 

في خوارزمية 5818©7: نقسم عناصر الدخحل إلى مجموعاتٍ كل منها من 5 عناصر. هل تعمل الخوارزمية بزمن 
خطي لو قسمنا عناصر الدخحل إلى بجموعاتٍ كل منها من 7 عناصر؟ ناقش أن 5157 لا قد بزمنٍ خطيئ 
إذا استخدمنا بجموعات كل منها من 3 عناصر. 

29 

حل الإحراء 55181 لتبين أنه في حال 140 < + : فإن [7:/4] عنصرًا على الأقل أكيدُ من وسط الأوساط 
د ون [3/4] عنصرًا على الأقل أقل من *. 

3-9 

.كيف يمكن جعل الفرز السريع ينقد بزمنٍ (000187 في أسوأ الحالات» افترض أن جميع العناصر متمايزة. 
4-9 + 

افترض أن وارزميةٌ تستخدم مقارناتٍ فقط لاكتشاف العنصر الأصغر ذي الترتيب ‏ في مجموعة من :7 
عنصرًا. بيّن أنه يمكن لهذه الخوارزمية أيضًا اكتشاف العنصر الأصغر ذي الترتيب 1- والعنصر الأكبر ذي. 
الترتيب 2-4 دون إجراءٍ أي عملياتٍ مقارنة إضافية. 
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الشكل 2.9 يحتاج السيد أولي إلى تحديد موقع خط أناييب نفط يتجه من الشرق إلى الغرب يجعل الطول الكلي 
اللوصلات الفرعية المنجهة شمالاً أو جنوبًا أصغربًا. 


59 

افترض أن لديك مسائًا فرعيًا هو "صندوق-أسود «هطنامهام" لاكتشاف الوسط بزمن خخطي في أسوأ 
الحالات. أعطٍ وارزمية بسيطة تك مسألة الاختيار لإحصائية ترتيب اعتباطية بزمن-خخطي. 

9و6 

إن الكميات ذات الترتيب | (65/!«ملري 8) لمجموعةٍ من « عنصرًا هي إحصائيات الترتيب 6-1 التي 
تقسم بجموعة مفروزة إلى يجموعاتٍ متساوية-الحجم (باختلاف 1 على الأكثر). أعطٍ خوارزميةٌ تسرد 
الككميات ذات الترتيب ع لمجموعةٍ بزمن (0)181. 





لذ بزمن (0)3 وتحدّد (مجموعةٍ معطاةٍ 5 من « عنصرًا متمايرًا وعددٍ صحيح موجب 
> ) ال م عددًا من 5 التي هي أقرب ما يكون إلى وسط المجموعة 5. 

وق 

لتكن [2]1..71 و [:1..7]/ صفيفتان» تتضمن كل منهما : عنصرًا بترتيب مفروز سلقًا. أعط خوارزميةٌ 
تقذ بزمنٍ (0)1871» تكتشف وسط جميع عناصر 2 الصفيفتين لا و [. 

وقو 

السيد أولي :ه01 مستشار لشركة نفط تخطّط لد خط أناييب ضحم يتجه من الشرق إلى الغرب عبر حقل 
نفط فيه بكرا. ترغب الشركة في وصل خط أناييب فرعي مباشر من كل بثر إلى خخط الأنابيب الرئيس عبر 
الطريق الأقصر (شمالاً أو جنوا): كما هو مبين في الشكل 2.9. إذا أعطينا الإحداثيات + و نز للآبار كيف 


مسائل 
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يمكن للسيد أولي اختيار الموقع الأمثل لخط الأنابيب الرئيسء الذي يجعل الطول الكلي للوصلات الفرعية 
أصغربًا؟ بين كيف يمكن تحديد الموقع الأمثل بزمن خسطي. 


1-9 أكبر | عددًا في ترتيب مفروز 
لتكن لدينا مجموعة من # عددّاء ونرغب في اكتشاف أكبر 6 عددمًا في ترتيب مفروزٍ 
؟عفةه لعاممة ذ ومعط سام 1 ؛معومها باستخدام خوارزمية تعتمد على المقارنات. أوجد خوارزمية تنجز كلا 
من الطرق الآنية بأفضل زم تنفيدٍ مقارب في أسوأ الحالات» وحلّل زمن تنفيذ الخوارزمية بدلالة .و 4. 

أ. افرز الأعداد واسرد أكير 6 عددًا. 

ف 1 4 
اب. ابن رتلاً ذا أولوية الأكبر مدعو ناذتوةوم-جهدم من الأعداد. واستدع الإجراء 1830347-04 1 مرة. 
ات. استخدم خوارزمية إحصائية-ترتيب لاكتشاف العدد ذي التزتيب ؛ في الكبر» جِرّئُ حول هذا العدد؛ 
وافرز أكبر ] عددًا. 

2-9 الوسط المتفّل 
إن الوسط (الأدنى) المتفّل «مفه» زبعدده) 4ماطونعم ل <: عنصرًا متمايزا ,د... 
موجبة يرنه ,... ونه ,وده تق 1 > به ياإ؛ هو العنصر +:< الذي يحقق: 


55--5 





21 


د 


0 


0 
فمثادٌ» إذا كانت العناصر تساوي 0.2 ,0.05 ,0.15 ,0.1 ,0.05 ,0.35 ,0.1 وكل عنصر يساوي وزنه 
(أيء ,* د بن لكنّ 2 > 4)؛ فإن الوسط يساوي 0.1: في حين أن الوسط المُقّل يساوي 0.2. 


أ. برهن أن وسط ند,... ,ند, ويد هو الوسط لممقّل ل بد بالأوزان «/1 > ينه لكل 








ب. بيّن كيف نتحسب الوسط المثقّل ل : عنصرًا يزمن (:0)187 في أسوأ الحالات باستخدام الفرز. 


6 


٠.‏ بين كيف تحسب الوسط الثقّل زم (0© في أسوأ الحالات باستخدام خوارزمية الوسط بزمنٍ عطي 
دمطاممهلة ممتفعص عدن -وعمنا كالإجراء 581867 المذكور في المقطع 3.9. 
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نعرّف مسألة تحديد موقع مكتب البربد :اندجم «0ة/معما 16[ه-/ومم كما يلي. ليكن لدينا « نقطة 

,... ,جروا ترتبط حا الأوزان ,ونه ,... ,وده روده. نرغب بإيجاد النقطة بم (ليست بالضرورة أن تكون إحدى 

نقاط الدحل) التي تجعل المجموع (:,م) هه :8 أصغريّا حيث (4)6,8 المسافة بين النقطتين © و 8. 

ث. برهن أن الوسط اللتقّل هو الح الأفضل لمسألة تحديد موقع مكتب بريدٍ أحادي البعد 
اقدهنكمعمزل-1 بافتراض أن النقاط أعدادٌ حقيقية» والبعد بين النقطتين © و 8 يساوي 
إط-ه| > (طبه)4. 

ج. أوجد أفضل حل لمسألة تحديد موقع مكتب بريدٍ ثنائي البعدء بافتراض أن النقاط هي أزواج 
الإحدائيات (/ز ,*): والمساقة بين || 





(دلا .:) > » و (يلز ,يا) اط هي مسافة مأثهآتن 
ع»«ماعذل «مالمراسبهاة التي تُعطى بالعلاقة إوبر- وثر| + يد - يد| - (طبه)4. 

3-9 إحصائيات ترتيب صغير 

بِينّا سابقًا أن عدد المقارنات في أسوأ الحالات (7)2 الذي يستخدمه الإجراء 881867 لاحتيار الإحصائية 

ذات الترتيب 1 ل« عددًا تحقق ()9- (7)05: ولكن الثابت المخفي ضمن تدوين-© كبيرٌ جدًا. فإذا 

كان : صغيرًا بالنسبة إلى : يمكننا تنجيرٌ إجراءٍ مختلفٍ يستخدم 561807 باعتباره مسائًا فرعيًا ولكنه يجري 

مقارناتٍ أقلٌ في أسوأ الحالات. 





أ. صِفْ خوارزميةٌ تُستخدم (0,)3) مقارنةٌ لاكتشاف العنصر الأصغر ذي الترتيب غ ل :7 عنصرّاء حيث: 


2/< كا 7 


007 
٠.‏ عو ألامعطاة (7)2 + (21/])رنا + [! 0 0 


(للميح: ابدأ ب [7/2] مقارنة من الأزواج المنفصلة» وارجع عَوْديًا إلى امجموعة التي تحتوي على أصغر عنصر 
من كل زوج.) 
ب. بي أنه إذاكان 2/« > + فإن ((/)ه٠(0)7)20‏ +« ع (ميناء 
ات. بين أنه إذاكان : ثابنًا أصغر من 2/2 فإن («ج0)1 + +« > ()رنا. 
ث. بين أنه إذاكان //« > ] لكل 2 < علء فإن اع (/0)7)2/1 +« - (رلاء 
4-9 تحليل بديل (آخر) لمسألة اختيار ذات عشوائية مضافة 
سنستخدم في هذه المسألة متحولات عشوائية مؤشْرة لتحليل الإجراء 8©7ا0050211280-58م2 على نحو 
ماثل لتحليلنا ل 120-00125085 اجو ادمع المذكور في المقطع 2.4.7. 
سنفترضء كما في حالة تحليل الفرز السريع؛ أن جميع العناصر متمايزة» ونعيد تسمية عناصر صفيفة 
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الدحل 4 كما يلي: ,2,... ,دة,و2ء حيث :2 هو العنصر الأصغر ذو الترتيب 6. وبذلك» يعيد الاستدعاءٌ 
1,3,1 ,رار)ت شاع 25-5 جومم العنصرّ يرج. 
ليكن: 

.2 لم ما سطافمهلة عطا كه ممشععت عطا داسف عستاعصمد رك طلا لعمدوسم كز بره)ا ح ينل 


لكل « ك ث > 1 ٠1‏ 





أ. أعطٍ تعبيزا دقيقًا ل [ير,(]8. (تلميح: يمكن أن يأخذ تعبيرك قيمًا مختلفة6 تبعًا لقيم )و زو 6.) 


ب. لترمز ب بهل لعدد عمليات المقارنة الكلية بين عتاصر الصفيقة 4 الم 





خلال عملية أكتشاف +2 








2 > لاع 


011 


ت. بين أن + > [,1]ع. 


6 


. بافتراض أن جميع عناصر الصفيفة 4 متمايزق: استنتج أن 1260-58187اد0ما«مه تُشّد بزمن 
متوقع (00. 


ظات الفصل 


ابعَكرٌ مساظ و فبرها؟ و غلدرط و 6كع810 و مدزيه1 [50] خوا 





تكتشف الوسط بزمن خخطي في أسوأ 
الحالات. وتعود أسرع نسخحة ذات عشوائية مضافة إلى عمدوة1 [169]. وكان ترما و 810654 [108] قد 
طوْرا نسخحةٌ مُمسنة ذات عشوائية مضافة بحيث يجري اختيار التجزئات حول عنصر ما عَؤْديًا من عينةٍ صغيرة 
من العناصر. 

ما زال عدد المقارنات اللازمة لتحديد الوسط غير معروف بالضبط. غير أن :860 و 0١0‏ [41] قدّما 
حدًا أدن يساوي 2 مقارنةٌ لاكتشاف الوسط وقدَّم عهمطمةطء5 و «مسعندم و بعومعممنم [302] حدًا 
أعلى يساوي <3. وحسّن 80 و 201016 هذين الحدّيْن. وكان الحدُ الأعلى الذي قدٌّماه [94] أقلٌ يقليل من 
,. والحدّ الأدى [95] يساوي «(ع + 2): حيث ع عدد ثابت موجب صغيرء وبذلك حّنا قليلاً 
نتائج العمل الذي قام به 206 وآحرون [93]. 
أخرى ذات صلةٍ يحا. 





وَصَفَ «موم»)د5 [272] بعضّ هذه النتائج إضافة إلى أعمالٍ 
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تُعَدّ امجموعاث 5اءة من الأساسيات في علم الحاسوب مثلما هو شأنها في الرياضيات. وفي حين أن 
امجموعات في الرياضيات لا تتغير» فإن المجموعات التي تتعامل معها الخوارزميات يمكن أن تكبر أو تصغر أو 
تتغير مع الزمن» لذا فإننا نصِفُ مثل هذه المجموعات بأنها ديناميكية ع«ه#زك. تعرض الفصول الخمسة 
التالية بعض التقنيات الأساسية لتمثيل المجموعات الديناميكية المنتهية وكيفية التعامل معها حاسويبًا. 

قد تطلب الخوارزمياثُ تنفيذٌ عدة أنواع من العمليات على المجموعات. على سبيل المثال» يختاج العديد 
من الخوارزميات إلى إمكان إدراج عناصر في مجموعة؛ وحذف عناصر منهاء واختبار الانتماء إليها. تستى 
المجموعة الديناميكية التي تدعم هذه العمليات معججما «مه,مة/ع!». وتطلب بعض الخوارزميات الأخرى 
عملياتٍ أكثرّ تعقيدًا. فمثلاً» تدعم أَربالُ ذات أولوية الأصغر أولاً - التي قدمناها في الفصل السادس ضمن 
سياق بنية المعطيات الكومة - عملياتٍ إدراج عنصرٍ في مجموعة: واستخراج العنصر الأصغر في مجموعة. 
وتعتمد الطريقة الفضلى لتنجيز بجموعة ديناميكيةٍ على العمليات التي يجب أن تقدّمها. 





عناصر المجموعة الديناميكية 

في التنجيز النموذجي للمجموعة الديناميكية يل كل عنصر بغرض؛ وني حال وجود مؤشر يشير إلى هذا 
الغرضء يمكن فحص واصفاته والتعامل معها. (يناقش المقطع 3.10 تنجيز الأغراض والمؤشرات في بيئات 
البربحة التي لا تحتوي هذه الأنماط باعتبارها أنماط معطياتٍ أساسية.) وتفترض بعض أنواع المجموعات 
الديناميكية أن أحد واصفات الغرض هو متاح برم6 معرّف للغرض. إذا كانت جميع المفاتيح منتلفة يمكننا 
عندها أن نعتبر المجموعة الدينايكية بجموعة قِيم مفتاحية. وقد يوي الغرض معطيات تابعة ملهك عازااء/مد 
متضمنة في واصفات الغرض الأخخرى؛ لكنها مع ذلك لا تُستخدم في تنجيز لمجموعة. وقد تنضمن الأغراض 
كذلك واصفات يجري التعامل معها ضمن عمليات الجموعة؛ ويمكن أن تحتوي هذه الواصفات على معطيات 
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أو مؤشرات لأغراض أخرى في المجموعة. 
لى بعض المجموعات الديناميكية سلما أن 





ًا كليّا كمجموعة 
الكلي تعريف 


العنصر الأصغر في المجموعة مثلاً أو الحديث عن العنصر التالي الأكبر من عنصر محدد في المجموعة. 


المفاتيح تسمي إلى مجموعة مرتبة ترد 








الأعداد الحقيقية أو بجموعة الكلمات المرتبة وفق الترتيب الأبحدي المألوف. يتيح لنا 


العمليات على المجموعات الديناميكية 

يمكن تصنيف العمليات على المجموعات الديناميكية في صنفين: الاستفسارات 66مي التي تعيد ببساطة 
معلومات تتعلق باجسوعة: وعمليات التعديل ؟«مة/هجعمره #«|::/1001+ التي تغيّر المجسوعة. وفيما يلي قائمة 
العمليات النموذجية على المجموعات. يمتاج أي تطبيق محدد عادة إلى تنجيز بضع عمليات منها فقط. 





,)لمعه 

استفسارٌ يأخذ مجموعةٌ معطاة 5 وقيمة المفتاح #: ويعيد مؤشرًا * إلى عنصر في 5 يحقق 6 ح يرم .به أو 
يعيد .011( إن لم يوحد في 5 مثل هذا العنصر. 

(«,ى)تمعودا 

عملية تعديل تضيف العنصر المشار إليه ب * إلى المجموعة 5. نفترض عادة أنه قد سبق إعطاء قيمة ابتدائية 
لجميع واصفات العنصر + التي يحناجها تنجيز المجموعة. 

(د,ك)عشضاعم 

عملية تعديل؛ تزيل عنصر المجموعة المشار إليه بمؤشر :د من المجموعة 5 (لاحظ أن هذه العملية تُستخدم 
مؤشرًا إلى عنصر د وليس قيمة مفتاح). 


(5) 1 <نااجاجتاح 


استفسارٌ يطبق على المجموعة 5 المرت اكلّء ويعيد مؤشرًا إلى العنصر الذي يمتلك المفتاح الأصغر في ك5 





(1)5<نااجاتماة 


استفسارٌ يطبّق على المجموعة 5 ١‏ كلاد ويعيد مؤشرًا إلى العنصر الذي يمتلك المفتاح الأكبر في 5. 





(*,5) 6855082 6علا5 
استفسارٌ يأخذ عنصرًا * قيمةٌ مفتاجه موجودةٌ في المجموعة 5 المرد 


الأكبر منه مباشرة» أو يعيد .9011 إذا كان هو العنصر الأكبر في المجموعة. 


كلياء ويعيد مؤشرًا إلى العنصر 








(د,ى)«مووععممعوم 
استفسارٌ يأخذ عنصرًا * قيمة ترتِيبًا كليّا ويعيد مؤشرًا إلى العنصر 


أو يعيد 2011 إذا كان د هو العنصر الأصغر في المجموعة. 





اجهِ موجودةٌ في المجموعة 5 المرتبة 
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في بعض الحالات» نستطيع توسيع الاستفسارئن 506085508 و 58808085508 بحيث حكن 
تطبيقهما على المجموعات التي تحوي عناصر غير متمايزة. ففي بجموعة تتألف من :< مفتاحًاء من الطبيعي أن 
نفترض سلقًا أن استدعاء 201001200034 متبوعًا ب 2-1 استدعاءً ل 506085508 يعدّد عناصر المجموعة 
بالتزتيب. 

نقيس الزمن الذي يستغرقه تنفيذ عملية من عمليات المجموعة عادةٌ بدلالة حجم المجموعة. فمثلأء يصف 
الفصل 13 بنية معطيات تدعم جميع العمليات المشار إليها آنا على بجموعةٍ حجمها + بزمن (:0087. 


المحة إلى الباب 111 
تصف الفصول من 10 إلى 14 عدة بنى معطيات يمكننا أن نستخدمها في تنجيز المجموعات الديناميكية, 
وسنستخدم العديد من هذه البنى لاحمًا لبناء خوارزميات فعالة في مسائل مختلفة» وقد عرضنا في الفصل 
السادس بنية معطيات هامة أخرى هي الكومة. 

يقدم الفصل 10 أساسيات التعامل مع بنى المعطيات البسيطة كالمكدٌس» والرتل؛ والقائمة امترابطة» 
والشجرة ذات الحذر. ويبيّن كذلك كيف تنجّز الأغراض والمؤشرات في بيئات البريحة الني لا تتضمن هذه البنى 
باعتبارها ب أولية. فإذا سبق أن دَرَستَ مقررًا في مقدمات البريحة» فستجد أن محتويات هذا الفصل مألوقة 
لديك. 

يعرف الفصل 11 جداول التلبيد 5عاه) ١258‏ التي تدعم العمليات المعجمية 1205877 و 28118158 
و فاعههة5. يحتاج التلبيد في أسوأ الحالات إلى زمن (90 لإبحاز عملية 5848611: غير أن الزمن المتوقع 
للعمليات الخاصة بحدول التلبيد هو (0)1. يستند تحليل التلبيد إلى الاحتمالات؛ غير أن غالبية الفصل لا 
تمتاج إلى خحلفيةٍ عن هذا الموضوع. 

تدعم أشجارٌ البحث الثنائي التي يتناوها الفصل 12 جميعٌ العمليات المتعلقة بلمجموعات الديناميكية 
الواردة آثمًا. وني أسوأ الحالات تستغرق كلع عملية زمنًا ()© في حالة شجرة ذات 8 عنصرّاء ولكن في حالة 
شجرة بحث ثنائي مبنية بناءً عشوائياء يقدر زمن كل عملية ب (:00187. وتعتبر أشجار البحث الثنائي أساسًا 





للعديد من بنى المعطيات الأخرى. 

يعرف الفصل 13 الأشجار الحمراء-السوداء» وهي شكل عختلف من أشكال أشجار البحث الثنائي. 
وعلى العكس من أشجار البحث الثنائي العادية» تضمن الأشجار الحمراء-السوداء أداءها الميدء فعملياتما 
تستغرق زمنًا (:00187 في أسوأ الحالات. والشجرة الحمراء-السوداء هي شجرة بحث متوازنة. يقدم الفصل 18 
في الباب 77 نوعًا آخحر من الأشجار الثنائية المتوازنة يدعى 8-68 (الأشجار المعممة). ومع أن آليات 
الأشجار الحمراء-السوداء معقّدة نوعًا ماء إلا أنك تستطيع أن تقف على معظم خخصائصها من الفصل دون 
دراسة آلياتها بالتفصيل. في جميع الأحوال» لا بد أنك ستجد أن التنقل ضمن الرماز مفيد جدًا. 
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في الفصل 14 نبيّن كيف تُمْني الأشجار الحمراء-السوداء لدعم عمليات أخرى غير تلك العمليات 
الأساسية الواردة آننًا. وستُفْنيها أولاً بحيث نتمكن من دعم إحصائيات الترتيب ضمن مجموعة من المفاتيح؛ ثم 
تُغْنيها بطربقة أخرى لدعم بحالات الأعداد الحقيقية. 
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بنى المعطيات الأولية 


نبحث في هذا الفصل تمثيل المجموعات الديناميكية ببنى معطياتٍ بسيطة تُستخدم المؤشرات. ومع أثنا نستطيع 
بناء العديد من بنى المعطيات المعقدة باستخدام المؤشرات» إلا أننا ثقدم هنا البنى الأولية فقط وهي: 
المكدّسات, والأرتال» واللوائح المترابطة» والأشجار ذات الجذر. نبيّن كذلك طرائق تركيب الأغراض والمؤشرات 
انطلاقًا من الصفيفات. 





المكدّسات والأرتال 

المكدّساتٌ والأرتال مجموعاثٌ ديناميكية؛ تتميّز بأن العنصر الذي يُحذف من المجموعة عند استخدام العملية 
تماقا عنصرٌ معروفٌ سلئًا. ففي المكدّس ماه يُُذف من الجموعة آخر عنصر أدرج فيهاء لذلك يقال 
بأن المكدس ينيز استراتيجية الداخح لآخترا خارجأولاً 014-)ع,ةل ,«ذ-اعها أو 170ل1ط. وبالمئل» بُحذف دوما 
من الوتل 0606) العنصرٌ الذي قضى أطول زمن فيه؛ أي إن الرتل ينجز استراتيجية الداخخ ل أولآً خار أولآ 
011-ا/آل ,ا«أ-اكمة/ أو 110. توحد عدة طرق فعّالة لتنجيز المكدّسات والأرتال ضمن الحاسوب. نبيّن في 
هذا المقطع كيف نستخدم صفيفةٌ بسيطةٌ لتنجيز كلٌ من هاتين البنيئئن. 








المكدّسات 

تسمى العملية 185877 في المكدّسات غالبًا 1زؤناط: وتسمى العملية 281578 التي لا تأخذ أي موسطٍ 
«80. توحي هذه الأسماء بالمكدّسات الحقيقية كمكدّسات الصحون ذوات النوايض المستخدمة في المقاهي. 
إن ترتيب سحب الصحون من المكدّس يعاكس ترتيب إدراجها في المكدّسء نظرا لأننا نسحب فقط الصحن 
الموحود في أعلى المكدّس لأنه الوحيد المتاح للسحب. 

الشكل 1.10 تنجيز مكدّس يتألف من # عنصرًا على الأكثر باستخدام صفيفة [5]1..71. 





للصفيفة واصفةٌ «مغ.5 تعطي الدليل المواقق للعنصر المدرج آخيًا. يتألف المكدّس من العناصر [م5.80.. 5]1 
حيث [5]1 هو العنصر الموجود في قعر المكدّس؛ و [ت5]5.0 العنصر الموجود في قمة المكدّس. 
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5 8536 5ه 22457 3537 
لالز ؟[ 2 زن ]كن ى 21917131[ كاكنا ىك 11له[”!؟| 2[ إكنا 5 
1 1 3 
4 مم 6 ممبى 5 ممق 
0 ب رت 
الشكل 1.10 تتجيز المكنّس 5 باستخدام صفيفة. تظهر عناصر المكدّس فقط في المواضع المظلّلة تظليلاً عفيقًا. 


(أ) المكدّس 5 وفيه 4 عناصر. العنصر الموجود في القمة هو 9. (ب) المكدّس 5 بعد الاستدعاءات (511)5,17نا8 





و (11)5,3وناط. (ت) المكتّى 5 بعد أن أعاد الاستدعاء (50)5 العنصر 3 وهو العنصر الذي دُفع به أخيا في 
المكدّس. ومع أن العنصر 3 لا يزال يظهر في الصفيفة, إلا أنه ل يعد في المكدّس. فالعنصر الموحود في قمة المكّس 
هو العنضر 17. 


إذاكان 0 > ممم .ك فإن هذا يعني أن المكدّس لا يحتوي على عناصر وهو فارع «رو««. يمكننا اختبار 
خلو المكدّس باستخدام عملية الاستفسار 57861-801757. إذا حاولنا نزع عنصرٍ من مكدّس فارغ تقول 
عندها أن المكدّس يفيض 467/1005/: وهذا يعتبر بالطبع تحاوز ومع .5 القيمة 8 فإن المكدّس 
يفيض 0:67/10105. (ف تنجيزنا الوارد ضمن شبه الرماز لا تحتم بمالة فيض المكدّس.) 

نستطيع تنجيز عمليات المكدّس 








.. وإذا 





(5) 06-17 م51 
معد مم5 كز 1 
18 مساعم 2 
الدع مصساعر عوك 3 





(د,ك)الوناط 


1+صم؟ - مم.ى 1١‏ 
[مم كاد 2 


(5)ممم 

ماه مو مز 1١‏ 
“برو ال علص" مضع 2 
1- صمة.؟ - مم.ى مكل 3 
[1+ مم .ك]5ى ممعم 4 


يبين الشكل 1.10 آثار عمليثي التعديل 514نا8 و 808. تستغرق كلعٌ عمليةٍ من عمليات المكدّس الثلاث 
زضًا (001. 
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ترم 
514198 
2 - انمد. © 


ارم 
(ب) [8]4]7 





د تمر 
«(ت) ‏ 84117 


























8 - للمم.0 3 - انم.0 

الشكل 2.10 تنجيز الرتل باستخدام صفيفة [0]1..12. تُظهر عناصرٌ الرتل في المواضع المظلّلة نظليلاً حفيثًا 
فقط. (أ) في الرتل 5 عناصرء في المواضع [0]7..11. (ب) تشكيلة الرتل بعد الاستدعاءات (8001018108)0,17 
و (2)0,3ناتناولاع و (#8)0,5ناونع. (ت) تشكيلة الرتل بعد أن يعيد الاستدعاء (08:008)0ا080 قيمة 
المفتاح 15 الذي كان سابمًا في رأس الرئل» وقد أصبحت القيمة الجديدة للرأى هي اللفتاح 6. 


الأرتال 

نسمّي العملية 1905887 في الأرتال: 08الا0لاع؛ ونسمّي العملية 26838 في الأرتال: 08ان8نا00. وكما 
في العملية 207 في المكدّسات:؛ لا تأخذ العملية 280108108 أي موسط. تمعل خخاصيةٌ 7180 الرتلٌ يعمل 
كصفٌ من الزبائن الذين ينتظرون التسديد أمام الصندوق. وللرئل رأس 4مءا وذيل [61/. عندما يُلحق 
عنصر بالرتل يأذ مكانه ف ذيل الرتل» تماًا كما يحصل عندما يَصطتُ الزبونٌ الذي يصل في الآخر في نماية 
الصف. أما العنصر الذي ينع من الرتل فهو دوبما العنصر الموجود في رأس الرتل» تماما كالزبون الموحود في أول 
الصف الذي كان أكثر الزبائن انتظارًا. 

ن الشكل 2.10 إحدى طرائق تنجيز رتل من 4-1: عنصرًا على الأكثر باستخدام صفيفة 
[..0]1. يزوّد الرتل بواصفةٍ 0.8684 تعطي الدليل الموافق لرأس الرتل أو تشير إليه. وتدل الواصفة 211 .0 
على الموقع التالي الذي سيدرَج فيه العنصر الحديد الواصل إلى الرتل. توحد عناصر الرقل في المواضع: 

1 - انه .0 ,... ,1 + ههه .0 ,0.864 حيث " حول البداية بمعنى أن الموضع 1 يتبع مباشرة 
الموضع :: في ترتيب دائري. فإذا أصبح 0.6611 - 0.864: فهذا يعني أن الرتل فارغ. في البداية يكون 

- انمع .0 - مهعم .0. فإذا كان الرتل فارعًا وحاولنا نزع عنصرٍ منهء فإن ذلك في غيض الرتل. 
وإذا كان 1 + انمع.0 > 4هءم.0 أو كان 1 - 4هءط.0 و #غوه0.1 > انم .0 فهذا يعني أن الرتل 
ممتلٌ» وأية محاولة لإلحاق عنصر به تتسبب في فيض الرتل. 
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في الإجرائئن: #ناعنا2«0 و عناعناو86 اللذين تعرضهما هناء أغفلنا عملية التحقّق من وقوع الخطأ في 
حالئي الغيض أو الفيض. (يُطلب إليك في التمرين 4-1.10 أن تضيف الرماز الذي يتحقق من الخطأ في هذين 
الشرطين.) يفترض شبه الرماز أن /4 0.1679 > :. 


(,0)ثانااناولد 

1١ [انمع.0]0‎ - » 

«اغودها .0 -د انم .0 6ذ 2 
1 - انها.0 3 

1+ الم .0 - انما .0 عواه 4 





(0)#ناءناوعم 
[4م».0]0 دع 
0.64 كذ 


1 

ونه . 3 
م01 3 
4 

5 





1 + 4ه.0 ع همعط .0 عفاء 
عد لسعم 


بين الشكل 2.10 نتائج العملِعَيْن #لاتانا8000 و #ناتانا0. وتستغرق كل منهما زمنًا (0)1. 


تمارين 

1-0 

باستخدام الشكل 1.10 تمُوذحاء أوضح نتيجة كل عملية وفق التالي (1)5,4زوناظ: (5,1)النا 
ارغ ابتداغ وعخرّنِ في الصفيفة [6.. 5]1. 





(511)5,3ناط (5)ممط؛ (5,8)نزؤناط؛ (5)ممم على مكدي 5 


20 
تنجيز مكدّسَيْن في صفيفة واحدة [4]1..7 بحيث لا يفيض أي منهما إلا في الحالة الني ييلغ 
فيها بجموع العناصر في المكدّسين مما #. ينبغي أن تنقّذ العمليتان ززونظ و 508 خلال زمن (0)1. 





10 
باستخدام الشكل 2.10 غوذيحاء أوضح تتيحة كل عمليةٍ في لختاليات (02)0,4ا8ا 8000 


و (08)0,1ا6نا20 و (0,3)عناءناواجع و (0)#ناءناوعه و (0,8)عناء نواد و (0)#ناتاناوقاط 
على رتل 0 فارغ ابتداءً ومخون في | الصفيفة [6.. 0]1. 

4_0 

أعد كتابة 8700108108 و #نا#نا680 بحيث تكتشف حصول الغيض والفيض في الرتل. 


5-0 
رأينا أن المكدّس يسمح بإدراج العناصر وحذفِها من طرف واحدٍ فقطء وأن الرتل سمح بالإدراج في أحد 
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الطرقيْن والحذف من الطرف الآخرء أما 6و4 (وهو رتل ثنائي الطرفين) فإنه يَسمح بالإدراج والحذف من 
كلا الطرفين. اكتب أربعة إجراءاتٍ تستغرق زمنًا (0)1 لإدراج العناصر وحذفها من طرق رتلٍ ثنائي الطرفين 


عاوعل منَجُرٍ باستخدام صفيفة. 





6_0 
بين كيف ننجز رتلاً باستخخدام مكدّسين. حل زمن تتفيذ عمليات الرتل. 


7-0 
بين كيف ندجز مكدّسًا باستخدام رتلين. حل زمن تنفيذ عمليات المكّس. 


اللوائح المترابطة 
اللائحةٌ المترابطة بنيٌُ معطياتٍ تُرئْب فيها الأغراض ترتيبًا خطبًا. ومع ذلك؛ تختلف اللائحة الخطية عن 
الصفيفة من جهةٍ طريقةٍ الترتيب؛ ففي الصفيفة يَدّد دلي الخطئّ؛ في حين يُحَدد التزنيث في 
اللائحة المترابطة باستخدام مؤشرٍ في كل غرض. تقدّم اللوائح المترابطة تمثيلاً بسيطًا ومرنًا للمجوعات 
الديناميكية: وتدعم جميع العمليات المشار إليها في الصفحة 230 (وإن لم تكن فمّالة بالضرورة). 

وكما يظهر في الشكل 03.10 فإن كل عنصرٍ في لائحة مضاعفة الترابط .ا 4و1| 4ععانوذ| بزاطاا0ك هو 
غرضٌ يمتلك الواصفة «إء/ وواصفتَيْن أخرتئن هما: التامي غ26 والسابق «»#م. ومكن للغرض أن يحتوي 
أيضمًا معطياتٍ تابعة أخرى. ليكن : عنصرًا في اللائحة؛ يشير غ76.» إلى العنصر التالي في اللائحة المترابطة» 
ويشير 761 .د إلى العنصر السابق له فيها. فإذا كان .11ل« - 76م فهذا يعني أنه لا يوجد سابق للعنصر 
ده ومن ثم فهو العنصر الأول في اللائحة أو رأس 4معء/ اللائحة. وإذاكان .اال( 70206 .د فهذا يعني أنه لا 
يوجد عنصر يلي العنصر >ء ومن ثم فهو العنصر الأخير في اللائحة أو فيل /61/ اللائحة. تشير الواصفة 
64 إلى العنصر الأول في اللائحة. فإذا كان .11ل( - 4ه6//.راء فإن اللائحة تكون فارغة. 

توجد عدة أشكال للوائح» فقد تكون اللائحة بسيطة الترابط أو مضاعفة الترابط» وقد تكون مرتبة أو 
غير مرتبة» وقد تكون دائرية أو غير دائربة. فإذا كانت اللائحة بسيطة الترابط 64/ف! «راعن«زى فإننا نلغي 
المؤشر م ني كل عنصر. وإذا كانت اللائحة مرتبة 464:مى يكون التزتيب الخطي للائحة مطابمًا للتزتيب 
الخطي للمفاتيح المخزنة في عناصر اللائحة؛ وعندها يكون العنصر الأصغر رأْسًا للائحة والعنصرٌ الأكبر ذيلاً 
للائحة. وإذا كانت اللائحة غير مرتبة 64/:مدم» فيمكن أن تُظهر العناصر في أي ترتيب. أما إذا كانت 





اللائحة دائرية /عذا «هل«عرك فإن للؤشر مم في رأس اللائحة يشير إلى الذيل؛ والمؤشر غ26 في ذيل 
اللائحة يشير إلى الرأس. وهكذا يمكن النظر إلى اللائحة وكأنما حلقة من العناصر. سنفترض في بقية هذا 
المقطع أن اللوائح التي نتعامل معها هي لوائح غير مرتبة ومضاعفة التزابط. 
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سم ابره ان 
1 007 
60 17 تيز [ه*] تير 1[ خم [9[رإح ومن 
01 15-53 ع[ [195-هز 725 لمعايا 
نا 117 .| |16 211 ج[ [5ة] رأجحب لممرريز 






































الشكل 3.10 (أ) لائحة مضاعفة الترابط , تمثل المجموعة الديناميكية [1,4,9,16). كل عنصر من اللائحة هو 
غرضٌ يمتلك واصفة للمفتاح وواصفتين للمؤشرين (يظهران على شكل أسهم) على الغرضين السابق والتالي. إن قيمة 
الواصفة ندم" في الذيل والواصفة «م”م في الرأس هي 11ل ويشار إليها بخط مائل. تشير الواصفة 8684 إلى 


الرأس. (ب) بعد تنفيذ العملية (د,.)151-18056:87] حيث 25 > بم .د يصبح في اللائحة المترابطة غرضٌ جديد 





قيمة مفتاحه 25 ويأخذ مكاته كرأس جديد للائحة. يشير الغرض الحديد إلى الرأس القدم ذي القيمة 9. 


(ت) النتيجة المترتبة عن الاستدعاء (*,.ا) 16 157-081] حيث يشير * إلى الغرض ذي القيمة 4. 





البحث في اللائحة المترابطة 

يعمل الإجراء (/,1157-5888611)1 على إيجاد أول عنصر يحوي المفتاح ع/ في اللائحة با وذلك بإجراء بحث 
خطي بسيط» ويعيد مؤشرًا إلى هذا العنصر. إن لم يجد الإجرام أعيّ غرض في اللائحة يحوي المفتاح ٠/6‏ فإنه 
يعيد .211. بالعودة إلى اللائحة المترابطة في الشكل 3.10(أ): يعيد الاستدعاءٌ (157-58811)1,4-] مؤشرًا 
إلى العنصر الثالث؛ ويعيد الاستدعاءٌ (1.151-5648©11)1.,7 النتيجة .2011 


)نع ممع هونا 

4سا دع 1١‏ 

عاغ نزءعا .ند لمة لجع عد عللطد 2 
عاد حبر 3 

د لسعم 4 


يستغرق البحث في لائحةٍ تتألف من :: غرضًا باستخدام الإجراء 5-5848011قانة زمثًا (905 في أسوأً 
الحالات» نظرًا لأ: قد يحتاج إلى البحث في كامل اللائحة. 





الإدراج في اللائحة المترابطة 
ليكن لدينا العنصر د الذي وُضعت في واصفته بز»ع/ قيمةٌ معينة. يعمل الإجراء 1157-1588 على "لصق" 
العنصر + في مقدمة اللائحة المترابطة كما في الشكل 3.10(ب). 





(سا)تهعوجا انآ 


عا د عدم 1 
عاالاغع همعطا كا 2 
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دح مع ات بهوعناءنا 3 
« د فمعطها 4 
االااع تعمد 5 
(تذكٌر أن التدوين المستخدم للواصفات يمكن أن يكون متسلسلاًء بحيث تعبّر اعم .ههع8 .را عن الواصفة 
ناء”م في الغرض الذي يشير إليه 8604 .ا.) إن زمن تنفيذ :1.157-185683 في لائحة تتألف من 7 عنصرًا 
هو (0)1. 
الحذف من اللائحة المترابطة 
يُزيل الإجراءُ 1157-1157 عنصرًا د من اللائحة المترابطة .ا. وجب أن يأخذ هذا الإجراء مؤشرًا إلى + ثم 
"يفك لصقه" من اللائحة ويحدّث المؤشرات. إذا كنا نرغب في حذف عنصرٍ ذي مفتاج محدّه فيجب أن 
نستدعي أولاً 1.157-58588611 لاسترداد المؤشر إلى هذا العنصر. 


(*,ا)8عاعه-51لآ 

لاغ مامصيع ك1 1 

16 دح د16 ماك 7ق بك 2 
دم ع 4هعا1ا.نا عواء 3 
االاغ دمع 16 4 

76ت ادح فا6 :7ص .716306 .د 5 


يبّن الشكل 3.10(ت) كيف يُحذف عنصر من اللائحة الترابطة. يعمل 1155-0815878 في زمن (0)1. 
ولكن إذا كنا نرغب بحذف عنصرٍ ذي مفتاج محدّد فيلزمنا («)© في أسوأ الحالات لأننا يجب أن نستدعي 
1151-5811 أولاً لاكتشاف العنصر. 


الْحَرّس 
يمكن أن يصبح رماز الإجراء 1157-081578 أبسط إذا استطعنا تجاهل الشروط الحدية على رأس وذيل 
اللائحة. 


(ا) قاع ه- تقلا 
271 5 
اع :7ت دح ج76 716306 د 2 








الحارس («#::مى غرضٌّ شكليٌ يكنا من تبسيط الشروط على الحدود. لنفترض مثلاً أننا نزؤد اللائحة با 
بغرض 7]1.سا عثّل 11لا ولكنه يمتلك جميع الواصفات التي تمتلكها بقية عناصر اللائحة. وأينما ورد ذكر 1لا 
ف رماز اللائحة» نستعيض عنه بالحارس 1..341. بيين الشكل 4.10 كيف تتحول لائحة مضاعفة الترابط 
عادية إلى لائحة دائرية, مضاعقة الترابط مزودة بحارس اء«فادءءد ه «اللمد اعذا لعغامفا راسمل ,مملمعرع» 
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0 ا ايسا 


3 16 1951م امنا 














١ت [١‏ ليز |4] 7[ |16| إجز [9 [25 تقد 


للك 00 


يَظهر الحارس 741.. بين الرأس والذيل. لم تعد هناك 
























































ات كلت 





الشكل 4.10 لائحة دائرية مضاعفة الترابط مزودة بحارس. 
حاجة للواصفة 8604 .ناء لأننا يمكن 
لمترابطة الواردة في الشكل 10.3(أ)» مع المفتاح 9 ف الرأس والمفتاح ١‏ في الذيل. (ت) اللائحة بعد تنفيذ 


(*,ما)”151-1005887اء حيث 25 > بز»6.د. وقد أصبح الغرض ابحديد رأسًا للائحة. (ث) اللائحة بعد حذف 


إلى رأس اللائحة عبر ».041 ..1. (أ) لائحة فارغة. (ب) اللائحة 





الغرض ذي المفتاح 1. وقد أصبح الغرضيٌ ذو المفتاح 24 ذيل اللائحة الجدديد. 
حيث يوضع الحارس 3]1.ا بين الرأس والذيل. تشير الواصفة 1.41.86 إلى رأس اللائحة» وتشير 
ناء”م .201 .سا إلى ذيلها. وبالمثل» فإن كلا من الواصفتين عبدمم الخاصة بالذيل بر «ا»”م الخاصة بالرأس تشير 
إلى 1.ا. ولمًا كان غ241.6.را يشير إلى الرأسء يمكننا حذف الواصفة 4م86.,ا حذفًا كاملاء 
والاستعاضة عنها أينما ورد ذكرها ب غ«011.76:.. بِييّن الشكل 4.10() أن اللائحة الفارغة تتألف من 
ا حارس فقط وأن كلا من 363 .اناة.نا و ظاءمم 1فه .سا يشير إلى 41.سا. 
ييقى رماز 151-568761.] كما كان سابقاء مع تبديل 1لا و 1.8604 أينما وردا كما ذكرنا آنفًا. 
)ل مناة-51انآ 
عدم الصا د ع 1 
عع رمعا .عد سه انا ع ند علتطد 


2 
د حي 3 
عد لسعم 4 


نستخدم الإجراء '1155-081878 المولّف من سطرين لحذف عنصر من اللائحة. ونستخدم الإجراء الثالي 
الإدراج عنصرٍ في اللائحة. 

(د,ا) “887ؤ5لذ1-1كانا 

عنا714.716.ا ع غمدع 0 1 

دح اع 7ص .«141.716د.نا. 2 


عع عدمه اندسا 3 
اماد مومع 4 


يبين الشكل 4.10 أثر “1155-185877 و “878ناع155-0.] على عيّنةٍ من اللوائح. 
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نادرا ما يخقّضِ الحريُ الحدوة المقاربة لزمن العمليات على بنى المعطيات؛ ولكنه قد يُخْمّضِ المعاملات 
الثابتة. وينحصر الكسب الناتج عن استخدام الحرس في الحلقات عادةٌ في وضوح الرماز لا في السرعة. فمثلا» 
يس استخدامٌ الحرس الرمارٌ الخاصيٌ باللائحة المترابطة» ولكننا نوثّر هنا زمنًا (0)1 فقط في الإجراءئن 
“1151-1587 و/578ا1.157-88. غير أن استخدام الحرس ف حالات أخرى يساعد على إحكام الرماز في 
الحلقة» وهذا يُحفّضٍ أمثال « أو 2 في زمن التنفيق. 

يجب أن تُستخدم الحرس بحذرء فإذا كانت لدينا عدة لوائح صغيرة؛ قد يشكل لخن الإضافي الذي 
يُستخدم لحرس هذه اللوائح ضَياعًَا مهمًا في الذاكرة. في هذا الكتاب, تُستخدم الحرس فقط عندما نجد أنه 
يبسسٌط الرماز تبسيطًا حقيقيًا. 
تمارين 


1-0 
هل يمكن تنجيز عملية 105877 الخاصة بالمجموعات الديناميكية في اللوائح المترابطة البسيطة يمن (0)1؟ 


وماذا عن 181878 0؟ 


2-0 

جر مكدّسًا باستخدام لائحة مترابطة بسيطة را. يجب أن ييقى زمن العمليتين 1زؤناط و 208 (0)1. 
3-0 
ع 





باستخدام لائحة مترابطة بسيطة .1. يجب أن ييقى زمن العمليتين 800108008 و 280108108 (0)1. 
4_0 

عر معنا آنقًا أن كل تكرار للحلقة في الإجراء “1155-5882 يحتاج إلى اختبارين: أحدهما للتاكد أن 
]4 .نا غ بده والآخر للتأكد أن / غد زه ..د. بيّن كيف يمكننا حذف اختبار 241.نا + +* في كل تكرار. 
50 


بحُرْ العمليات المعجمية :18558 و 281878 و #اعهمع5 مستخدمًا لوائح مترابطة بسيطة ودائرية. ما هي 


أزمنة تنفيذ هذه الإجراءات؟ 





6200 
تأخذ عملية 2100[] الخاصة بالمجموعات الديناميكية مجموعتّين رى و دك منفصلتين دخلا لحاء وتعيد 


مجموعةٌ رك لا و5 - 5 مِؤلّفةٌ من جميع عناصر ,5 و دك. تدم هذه العملية المجموعتين رك و وك عادةٌ. بين 
كيف تتحمّل 20102[] زمنًا (0)1 باستخدام لائحةٍ مناسبةٍ باعتبارها بنية معطيات. 

70 

اكتب إجراءٌ غير عَؤْدي يقلب لائحةٌ مترابطة بسيطة مؤلّةٌ من « عنصا بزمن (902. يجب ألا ستخدم هذا 
الإحراء أماكن ثابتة للخزن أكثر بما تحتاجه اللائحة نفسها. 


22 
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8-0 * 
اشرح كيف تنجّز اللوائخ المترابطة المضاعفة مستخدمًا فقط 





واحدةٌ من نوع مؤشر .+ لكل عنصر 
بدلا من استتخدام المؤشرين المعتادين (36 و ا76م). افترض أن جميع قيم المؤشرات تكافئ أعدادًا صحيحة 
مثّلة في / خانة (ازط- #): وعرّف .+ بحيث يكون بم 2001 عبدهم .ب - ريد أي "الخيار 
المقصور" ل ع/ خحانة ثنائية بين 20634.)د و 76م .د. (يعبّر 0 عن القيمة .2/11.) تأكّد أنك وَصّفْتٌ المعلومات 
اللازمة للنغاذ إلى رأس اللائحة. بيّن كيف تنجز العمليات ؛/عهمع5 و 185885 و 078 على هذه 
اللائحة» وكيف تُقَلْب هذه اللائحة بزمن (0)1. 


تنجيز المؤشرات والأغراض 





كيف ننيجز المؤشرات والأغراض في اللغات التي ليس لديها مثل هذه الأغاط؟ سنرى في هذا المقطع طريقئين 
التنجيز بنى المعطيات المترابطة دون الاستخدام الصريح لنمط معطيات مؤشر. ستركب الأغراض والمؤشرات 
انطلانًا من الصفيفات وأدلة الصفيفات. 

تمثيل الأغراض بعدة صفيفات 

نستطيع تمثيل مجموعة أغراض تمتلك الواصفات ذاتما باستخدام صفيفة لكل واصفة. على سبيل المثال يبين 
الشكل 5.10 تنجيز اللائحة المترابطة الواردة في الشكل 3.10(أ) باستخخدام ثلاث صفيفات. 





ظ الصفيفة 
6م بقيم المفاتيح الموجودة حاليًا في المجموعة الديناميكية: وِتَخْرّنَ المؤشرات ف الصفيفتين غ76 و 76م 


عَثّل عناصرٌ الصفيفات []بزء) و []<»: و [+]ناء”م غرضًا واحداً في اللائحة المترابطة: وذلك لكل 





دليل صفيفةٍ معطى *. وموجب هذا التفسيرء يكون المؤشر + ببساطة دليلاً مشتركًا للصفيفات بزمعا» 


0 





الشكل 5.10 اللائحة ١١‏ 





لة الواردة في الشكل 3.10() ممثلة بالصفيقات بزه/ و د86 و <6,م. تمثل كل 
شريحة عمودية من الصفيفات غرضًا واحدًا. توان 





مع أدلة الصفيفات المبينة في الأعلى. وتوه 
الأسهم كيف تفسّر هذه الأدلة. تحتوي المواضع المظللة تظليلاً خفيثًا عناصر اللائحة. ويحتفظ المتحول .ا بالدليل 
الذي يدل على الرأس. 
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الشكل 6.10 اللائحة المترابطة الواردة في الشكلين 3.10() و 5.10 ممثّلة في صفيفة وحيدة 4. كل 
عنصر في اللائحة هو غرضٌ يشغل صفيفة جزئية متلاصقة طوطا 3 ضمن الصفيفة. توافق الواصفات 
الثلاثة بز60 و د« و اع" الزيحانات 0 و 1 و 2 على الترتبب ضمن كل غرض. إن مؤشرًا إلى الغرض هو دليلٌ 
العنصر الأول في الغرض. ظُلْلت الأغراض المحتوية على عناصر اللائحة تظليلاً خفيقك وتبين الأسهم التزتيب في 
اللائحة. 


ني الشكل 3.10(أ) يتبع الغرضُ الذي يتحمل القيمة 4 الغرض الذي يحمل القيمة 16 في اللائحة المتزابطة. 
أما في الشكل 05.10 فتَظهر القيمةٌ 4 ف [2]ب»/ و القيمة 16 في [5]بزء/» وكذلك 2 - [0]5مم 
و 5 > [2]نهجم. ومع أن الثابت 011« يُظهر في الواصفة 6 في ذيل اللائحة ولي الواصفة باع”م في 
رأسهاء فإننا نستخدم عادة عددًا صحيحًا (مثل 0 أو 1-) لا يمكن أن يعي عن دليلٍ فعلي في الصفيفات. 
يُستخدم متحولٌ ./ لحفظ الدليل الخاص برأس اللائحة. 


تمثيل الأغراض بصفيفة وحيدة 
تُعَنْوْن الكلمات في ذاكرة الحواسيب عادةٌ باستخدام أعدادٍ صحيحةٍ تقع قيمها بين 0 و 14-1 حيث /1 
عدد صحيح كبير مناسب. وفي العديد من لغات البريحة يشغل الغرضٌ مجموعةٌ من المواقع المتلاصقة في ذاكرة 
الحاسوب. ويحتوي المؤشر على عنوان موضع الذاكرة الأول من الغرض؛ أما المواضع الأخرى في الغرض نفسه 
فيمكن الحصول على دليلها بإضافة زيحان إلى المؤشر. 

يمكننا أن نستخخدم الاستراتيجية ذاتما لتنجيز الأغراض في بيثات البريحة التي لا توف صراحةٌ أنماط 
معطيات مؤشر. فمثلاً يوضح الشكل 6.10 كيف يمكننا أن نستخدم صفيفةٌ وحيدةٌ 4 لتخزين اللائحة 
المترابطة التي رأيناها في الأشكال 3.10() و 5.10. يَسْغْل الغرضُ صفيفة جزئية متلاصقة [/.. /]4. ويوافق 
كل واصفةٍ من الغرض زيحانٌ تقع قيمته بين 0 و ر- /: ومؤشرٌ على الغرض هو الدليل . في الشكل 6.10 
اتكون قيم الزيحان الموافقة ل برم/ و عدم« و مم هي 0 و 1 و 2 على الترتيب. ولقراءة قيمة 4.717 
اعتمادًا على مؤشر : معطىء نضيف القيمة : الخاصة بالمؤشر إلى قيمة الزيحان 2, أي إننا نقرأ [2 + 4]4. 

يعتبر التمثيل بصفيفة واحدة مرنًا من جهة أنه يسمح يتخزين الأغراض ذات الأطوال المختلفة في 
الصفيفة نفسها. إن مسألة إدارة مجموعة الأغراض غير المتجانسة هذه أصعب من مسألة إدارة مجموعة 











244 


الفصل 10 / بنى المعطيات الأولية 























الشكل 7.10 أثر الإجراءين 78-08187مع0 ناخ و ؟عتلوم0-ععهم. (أ) اللائحة الواردة في الشكل 5.10 
(مظلّلة تظليلاً عفيمًا) واللائحة الحرة (مظللة تظليلاً ثقيلا). تبيّن الأسهمٌ بنيةٌ اللائحة الحرة. (ب) نتيجة استدعاء 
78-0818610مع0 11م (التي تعيد الدليل 4): حيث تضع 25 ف [4]بزم/ وتستدعي (1157-1205877)1,4. إن 
الرأس الحديد للائحة الحرة هو الغرض 8 الذي كان موامًا ل [4]*مم في اللائحة الحرة. (ت) بعد تنفيذ 
(1.5) 1155-9881 نستدعي (5888-08126105. يصبح الغرضُ 5 الرأس الحديد للائحة الحرةء ويكون 
الغرضيٌ 8 التالي له ني اللائحة الحرة. 


متجانسة من الأغراض تمتلك فيها جميع الأغراض الواصفات نفسها. ولما كانت معظم بنى المعطيات التي 
سندرسها تتألف من عناصر متجانسة» فيكفينا أن نستخخدم تمثيل الأغراض بعدة صفيفات لتحقيق هدفنا. 


تحصيص الأغراض وتحريرها 
لكي نتمكن من إدارج مفتاح في مجموعة ديناميكية عمثّلة بلائحة مضاعفة الترابط: يجب أن نخصّص مؤشرًا 
لغرض غير مستخدّم حاليًا في تمثيل اللائحة المترابطة. لذاء يكون من المفيد إدارةُ خرْنٍ الأغراض غير 
المستخدمة حاليًا في تمثيل اللائحة المرابطة بحيث نستطيع تحصيص أحدها عند الحاجة. تُستخدم بعض 
الأنظمة جاع نفايات جمءءلامع عهووطجمع ليكون مسؤولاً عن تحديد الأغراض غير المستخدمة في حين 
تتحمّل العديدٌ من الأنظمة البسيطة مسؤولية إعادة الأغراض غير المستخدمة إلى المدير المسؤول عن الخزن. 
نستكشف هنا مسألة تحصيص وتحربر (أو فلك تحصيص) الأغراض المتجانسة باستخدام مثال عن لائحة 
مضاعفة الترابط مثلة باستخدام عدة صفيفات. 

لنفترض أن طول الصفيفات في التمثيل باستخدام عدة صفيفات هو 74: وأن المجموعة الديناميكية 
تحتوي» في الحظة ماء +7 > : عنصرًا. إن هذا يعني أن هناك : غرضًا تمثل العناصر الموجودة حاليًا في المجموعة 




















الباب 111 / بى للعطيات 345 











الشكل 8.10 لائحتان مترابطتان ويا (مظلّلة تظليلاً فيفًا) و يا (مظللة تظليلاً ثقيلً) ولائحة حرة مرافقة لهما 
(الأشد تظليلا). 





كية أما الأغراض المتبقية وعددها :74-7 غرضًا فهي حو #6ر. يمكن أن تُستخحدم الأغراض الحرة 
لتمثيل العناصر التي ستُدرَجٍ في امجموعة الديناميكية لاحقًا. 

نحتفظ بالأغراض الحرة في قائمة أحادية الترابط نسميها اللائحة الحرة /6ذ! ء»*/. تُستخدم اللائحة الحرة 
الصفيفة ع فقطء التي تخرّن المؤشرات غ716 ضمن اللائحة. يحوي المتحول العام 6#/ القيمة الدالة على 
رأس اللائحة الحرة. وعندما تكون المجموعةٌ الديناميكية التي تمثلها اللائحة المترابطة با غيرٌ فارغة؛ يمكن أن 
تكون اللائحة الحرة ملازمةٌ للائحة با كما يَظهر في الشكل 7.10. لاحظ أن كلٌ غرض في التمثيل إما أن 
يكون في اللائحة ,/ وإما في اللائحة الحرة» ولا يمكن أن يكون فيهما ممًا. 

تتصرّف اللائحة الحرة كمكدّس: فالغرض التالي المحصّص هو آخرٌ غرض سبق تحريره. ويمكننا أن ندر 
عمليئي المكدّس 80511 و 208 باستخدام اللائحة وذلك لتنجيز الإجرائئن الخاصين بتحصيص الأغراض 
وتحريرها على الترتيب. نفترض أن المتحول العام 766/ المستخحدّم في الإجراءين التاليين يشير إلى العنصر الأول 
من اللائحة الحرة. 
0880 تمعم الم 


ال عد مور عذ 1 

"مهرد آه غناه" مجع 2 
عم 2 ع عواه 3 

مدع د مور 4000 

د متعم 5 





عع رومععمم 

]د عنم 1 

7 

في البداية» تحوي اللائحةٌ الحرة جميع الأغراض غير المخصّصة وعددها . وعندما تُعَنْقَدَ اللائحة الحرة» يُعين 

الإجراء 11:02878-08187ىم حدوث خطأ. يمكننا استخدام لائحةٍ حرةٍ وحيدة لتخدع عدة لوائح مترابطة. 
يبي الشكل 8.10 لائحمَين مترابطتين ولائحةٌ حرةٌ مرافقة لما عبر الصفيفات بزعء/ و غ4« و 0ا©7م. 
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ينقد الإحراءان في زمن (0)1: وهو ما يجعلهما عَمَلبَ تمامًا. ومكن تعديلهما ليعملا مع أية بحمو 
متجانسةٍ من الأغراضء وذلك يجعل أيّ من واصفات الأغراض يتصرف مثل الواصفة عد في اللائحة الحرة. 





تمارين 

10 

ارسم شكلاً لمنتالية العناصر: (13,4,8,19,5,11) المخرّنة على أنما لائحةٌ مضاعفةٌ الترابط باستخدام تمثيلٍ 
بعدة صفيفات؛ ثم كرّر الرسم باستخدام ثيل بصفيفةٍ وحيدة. 





20 

اكتب الإجراءَيْن '0878-08[86:1 ااه و 08[867-#عم5 في حالة مجموعة متجانسة من الأغراض؛ منجّزة 
باستخدام تمثيل بصفيفةٍ وحيدة. 

30 


لماذا لا نحتاج إلى وضع قيمة (أو تحيئة) الواصفات مم في الأغراض عند تنجيز الإجراءئن 
7عةنة8-0تمعم الخ و كععرومععمم؟ 


40 


في معظم الحالات؛ نرغب بأن تكون جميعٌ عناصر اللائحة مضاعفة الترابط متراصّةٌ مهمه في مكان 





الخزن. فنستخدم مثلاً المواقع ذات الأدلة +7 الأولى من التمثيل باستخخدام عدة صفيفات. (وهذه هي حالة 
بيئة الحوسية ذات الذاكرة الافتراضية العتّنْحيّة امعدممم توم ممصم برممسعم لسسهيت لعودم.) اشرح 
كيف يُنَجز الإجراءان 0878-0185 ]الى و 08187-ععع" بعيث يكون التمثيل متراصًا. افترض أنه لا 
توحد مؤشرات إلى عناصر من اللائحة المزابطة خخارج اللائحة نفسها (تلسيح: استخدم تنجيز المكس 
ياستحدام الصقيفة.) 

50 

لتكن ,1 لائحةٌ مضاعفة طوها ‏ عزنةٌ ني الصفيفات بزمم/ و ناعم و غ64 التي يبلغ طوها :7. لنفترض أن 
الإجراغئن 7ععزه78-0معمناى و 5ع6زو0-ععم5 يديران هذه الصفيفات؛ وأنهما يحتفظان بلائحةٍ حرة 
مضاعفةٍ الترابط #. ولنفترض كذلك أنه من بين العناصر التي عددها :0 يوجد « عنصرًا فقط في اللائحة باء 
و 7-7 عنصرًا في اللائحة الحرة. أكتب الإجراء (7 ,.7189-1157)1عمم0ج00 الذي يأخذ اللائحة للا 
واللائحة الحرة 0# وتتقل عناصرٌ .1 بحيث تَشْعْل هذه العناصر مواقع الصفيفة «,.. 
الحرة 8 بحيث تبقى صحيحة؛ وبحيث 3 





,1 ويضبط اللائحة 





ل المواقع +2,...,7 + :1,3 + في الصفيفة. يجب أن يكون 
زمن تنفيذ هذا الإجراء ()©: ويجب أن يستخدم كميةٌ ثابتة من المساحة الإضافية فقط. ناقش بتأن 
صحة إجحرائك. 


4.10 
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تمغيل الأشجار ذوات الجذور 


يمكن تطبيق طرائق تمثيل اللوائح التي رأيناها في المقطع السابق على أية بنية معطيات متجانسة. في هذا 
المقطعء ندرس على وجه التخصيص مسا الأشجار ذوات الجذور باستخدام بنى المعطيات المترابطة. 
نبدأ أولاً بدراسة الأشجار الثنائية ثم نقدّم طريقةٌ للأشجار ذوات الجذور التي يكون للعقد فيها عددٌ اعتباطي 
من الأأبناء. 

مل كل عقدةٍ من الشجرة بغرض. وكما في اللوائح المتزابطة» نفترض أن كل عقدةٍ تحتوي الواصفة برهما. 
أما بقية الواصفات التي تممناء فهي مؤشرات إلى عقدٍ أخرى؛ وتختلف تبعًا لنوع الشحرة. 








الأشجار الثنائية 

يبيّن الشكل 9.10 كيف نستخخدم الواصفات م و غرء! و غذاوة” لخزن مؤشرات إلى الأبء والابن الأيسرء 
والابن الأيمن لكلٌ عقدةٍ في شجرة ثنائية '7. إذا كان اانا - م.بدء فإن * يكون هو الجذر. وإذا لم يكن 
للعقدة د ابن أيسرء فإن .2011 > ع/ء/ .بده ومثل ذلك في حالة الابن الأيمن. يشار إلى جذر الشجرة 1 كلها 
بالواصفة غ7.700. فإذا كان .11ل( - 7.7006 فهذا يعني أن الشجرة فارغة. 

الأشجار ذوات الجذور والتفرع غير المحدود 

يمكن أن ينطبق منهج تمثيل الشجرة الثنائية على أيّ صففٌ من الأشجار يكون فيه عددٌ أبناء كل عقدة ثابعًا 


ما / على الأكثر: نستعيض عن الواصفات غعا و عذاوة” ب ييفافتاء,... ,ج114 خا ,4 ]أنا». لايصلح هذا 
المنهج عندما يكون عدد أبناء العقدة غير محدود؛ مادمنا لا نعرف عدد الواصفات (الموافق لعدد الصفيفات 



































الشكل 9.10 تمثيل الشجرة الثنائية '7. تمتلك كل عقدة + الواصفات م. (في الأعلى)» و غ/ءل.* (في الأدق 
يسارًا)» و غ+8و:..+ (في الأدق عمينًا). لا تظهر هنا الواصفات بزع/. 
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في التمثيل باستخخدام عدة صفيفات) اللازم تحصيصه مقدَّمًا. أضف إلى ذلك» أنه إذا كان عدد الأبناء 4 
محدودًا بثابت كبير» وكان لدى معظم العقد عددٌ صغير من الأبناء» فإننا سنخحسر قدرًا كبيرا من الذاكرة. 

الحسن الحظء يوجد منهج ذكي لتمثيل الأشجار ذوات العدد الاعتباطي من الأبناء. يتميز هذا المنهج 
باستخدام (:0)7 فقط من مساحة التخزين لأية شجرة ذات جذر فيها :7 يبيّن الشكل 10.10 التمغيل 
باستخدام الابن الأيسر والشقيق الأيمن «0ها:ع متك #«فاطند اذلهذ: ,4اقدك ف[ها. وكما رأينا سابقّاء 
تحتوي كلل عقدة على مؤشر أبي م و 7.006 الذي يشير إلى جذر الشجرة 7. وبدلاً من أن يكون لكل 
عقدة * مؤشر إلى كلٌ ابن من أبنائهاء يكون لها مؤشران فقط: 





1. المؤشر 4/:«اع-6/ ».بد الذي يشير إلى ابن العقدة + الموجود في أقصى اليسار. 

2. المؤشر و#ااطاى-عوخ. الذي يشير إلى شقيق +« الموجود مباشرة إلى يمينه. 

إذا لم يكن للعقدة + أبناء» يكون .11« - 4افب(ع-غ]عا.دء وإذا كانت العقدة ‏ هي الابن الموحود في أقصى 
اليمين» يكون .11ل( - وافاطاو- لاوخ .. 

طرق أخرى لتمثيل الأشجار 

نلجأ أحيانًا إلى تمثيل الأشجار ذوات الحذور بطرق أخخرى. ففي الفصل 6 مثلاء مثّلنا الكومة - المعتمدةٌ على 
شجرة ثنائية كاملة - باستخدام صفيفةٍ وحيدة مع دليل العقدة الأخيرة في الكومة. وأما الأشجار التي تظهر 
في الفصل 21» فتعبر باتماه الجذر فقطء ولذلك لا يوجد سوى المؤشرات الآباء؛ فلا وجود لمؤشرات إلى 
الأبناء. وثمة كثيرٌ من المناهج الممكنة الأخخرى؛ يُحَدّد التطبيق أفضلها. 


7 


























7 














2 


























7-21 ] 
الشكل 0 تثيل الشجرة 7 باستخدام الابن الأيسر والشقيق الأيمن. تمتلك كل عقدة * الواصفات م.* (في 
الأعلى)» و 4ان«ع-6/ءا.< (نٍ الأدن يساز) و وناطةىعطوف.. (في الأدق عينّ). لا تظهر هنا الواصفات بم/. 
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تمارين 
1-0 
ارسم الشجرة الثنائية التي يقع جذرها عدد الدليل 6 والممثلة بالواصفات التالية: 


لما و1 تا العام 


1 12 7 9 
2 15 8 ااا 
3 4 كينا 

4 10 5 9 
5 2 لاما 

6 18 1 4 
1 7 خلا اللا 

8 14 6 2 
9 01 الللا ‏ اطللا 
10 5 ما لالز 

2-0 


اكتب إجراء عَؤْديًا زمنه (:0)7 يطبع مفتاع كل عقدةٍ في شجرة ثنائية معطاة ذات « عقدة. 

340 

اكتب إجراءً غير عَؤْدي زمنه (:)0 يطبع مفتاح كل عقدةٍ في شجرة ثثائية معطاة ذات « عقدة. استخدم 
مكدّسًا باعتباره بنية معطيات مساعدة. 

440 

اكتب إجراءً زمنه (::)0 يطبع جميع المفاتيح في شجرة ذات جذر اعتباطية فيها : عقدة» علمًا بأن الشجرة 
التمثيل باستخخدام الابن الأيسر والشقيق الأيكن. 





خؤنت 


5-0 * 
أكتب إجراء غ 





معطاة ذات : عقدة. لا تُستخدم 





تؤدي رزسنه (000 يطيع مفتاج أكل عفدة في تعر 
أكثر من مساحة تخزين إضافية ثابتة نخارج الشجرة نفسهاء ولا تغيّر الشجرة ولو مؤقًا أثناء الإجراء. 





6-0 * 
يحتاج التمثيل باستخخدام الابن الأيسر والشقيق الأيمن لشجرةٍ ذات جذر اعتباطية إلى ثلاثة مؤشرات لكل 
عقدة: 4افناء-ة ]ءا و واتناطنعغ طون و غ1:عجدم. يكن الوصو من أية عقدةٍ إلى أبيها وتحديده في زمن 
ثابت» ويمكن الوصولٌ إلى أبنائها وتحديدُهم في زمن خطي متعلق بعدد الأبناء. بيّن كيف تُستخدم مؤشرّئن 
فقط وقيمةٌ بوليانيةٌ واحدةٌ في كل عقدة بحيث يمكن الوصولٌ إلى أبي عقدةٍ أو إلى جميع أبنائها وتحديئهم في 

زمِنٍ خعطي متعلق بعدد الأبناء. 0 
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مسائل 
1-0 مقارنات بين اللوائح 
ما هو زمن التنفيذ المقارب في أسوأ الحالات: لكل عملية من عمليات المجموعات الديناميكية المذكورة في كل 
من أنواع اللوائح الأربعة المذكورة في المددول التالي: 


غير مرتبة مرتية غير مرتية مرتبة 
أحادية الترابط | أحادية الترابط | مضاعفة الترابط | مضاعفة الترابط 
,)اع همعة 
(دما)تمعكجا 
(«ما)عاعاعم 


(<ا)85508 5066 
(,ا)#مكدعع معدم 
(:1)<نالج اناا | 
!)انال جكتماح 

















2-0 الكومات القابلة للدمج باستخدام اللوائح المترابطة 

تدعم الكومة القابلة للدمج «رمعذ! عاناهععب»» العمليات التالية: «18]-8/1165 (التي تنشئ كومة قابلة 
للدمج فارغة) و #5عؤل«! و ا<نااجاكتال! و «ااج مجع و جماونا! 

بين كيف تُنجّر الكومات القابلة للدمج باستخدام اللوائح المترابطة في كل من الحالات التالية. حاول أن تجعل 
كل عمليةٍ فعَالةٌ قدر المستطاع. حلّل زمنَ تنفيذ كل عمليةٍ بدلالة حجم المجموعة (لمجموعات) الديناميكية 
الني تعمل عليها. 


أ. اللوائح مرقية. 
اب. اللوائح غير مرتبة. 


ات. اللوائح غير مرتية؛ والمجموعات الديناميكية المطلوب دمحها منفصلة. 


3-0 البحث في لائحة متراضة مرتبة 
اهتمٌ التمرين 4-3.10 بكيفية الاحتفاظ بلائحةٍ من :: عنصرًا بحيث تكون متراصّة في المواقع ال + الأولى في 





0 الما كنا قد عرّفنا الكومة القابلة للدمج بحيث تدعم العمليتين 211201811030 و 877887-80190 فيمكننا أن نسميها 
الكومة وفق الأصغر القابلة للدمج مدع0-منم عاطمعوءم. وبالمقابل: لو كانت تدعم العمليتين 3/8411001030 
و هع همع لسميناها الكومة وق الأكبر القابلة للدمج ومع جمد عاطمعويعم. 
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صفيفةٍ ما. نفترض هنا أن جميع المفاتيح متمايزة» وأن اللائحة المتراصة مرتبة أيضّاء أي إن > [1]بزم# 
[[:]*0«]برء لجميع قيم «,... ,1,2 - 4 حيث .اال + [26<]4. وسنفترض أيضًا أن لدينا متحولاً با 
يحتوي دليل العنصر الأول في اللائحة. ضمن هذه الفرضيات» يطلب أن تبيّن أن الخوارزمية ذات العشوائية 
المضافة التالية يمكن أن تُستخدم للبحث ضمن اللائحة في زمن متوقع (0/71. 


(/, ,)همع 1كلا- تع مطاجو ع 
باغ 1 

> [أ]نزء)) همه ملالا ) علنطد 2 

(1,7))«مطاجيج دز 3 

4 [ز ]برع فمه [زآبرم»ا > [ا]برهعا كذ‎ > ٠ 

زعا 5 

عد []بره)) كذ 6 

ممعم 7 

8 

9 

0 

1 





لو تجاهلنا الأسطر 7-3 من الإجراء» تَحصُل على خوارزمية عادية للبحث في لائحة مترابطة مرتبة» حيث 
يشير الدليل : إلى جميع المواقع في اللائحة كلل بدوره. ينتهي البحث عندما "يسقط" الدليل ) عن ثماية 
اللائحة أو عندما يصبح / < [:]بزم/. في هذه الحالة» إذا كان / > []]بز»/ فمن الواضح أثنا وجدنا مفتاخا 
قيمته /. أما إذا أصبح / < []]بزم4/؛ فعندهاء لن بحد أبدًا مفتاحًا قيمته /» ومن ثم يكون التوقف عن 
البحث هو العمل الصائب. 
تحاول الأسطر 7-3 أن تقفز كُدُمَا نحو موضع ر اختير اختيارًا عشوليًا. تفيدنا هذه الت 
[/]نزه»! أكبر من [4]/زه/ ولكنه ليس أكبر من 1 في مثل هذه الحالة» يعين / موقمًا في اللائحة كان 4 
سيبلغه أثناء عملية البحث العادية في اللائحة. ونظرًا لأن اللائحة متراصة» فإننا نعلم أن أي اتيار ل آر بين 1 
و :: سيعطينا دليلاً لغرض ما في اللائحة وليس لفراغ في اللائحة الحرة. 
وبدلاً من أن نحل أداء تمع ق-تكنان جع مادم مباشرة فإننا سنحلّل خوارزمية مرتبطة بما وهي: 
“1ع #ه0001087-1157-58 التي تنهّذ حلقتين مستقلتين. تأخذ هذه الخوارزمية موسطًا إضائيًا ؛ يحدّد 
حدًا أعلى لعدد تكرارات الحلقة الأولى. 





إذا كان 





1,6 ما) 'تاعهمع 1-5كلنا-1عمماوم0. 

ماع 1 

16 وعم 2 

:)وميم دز 3000 

)> [ز]نها فمه [زإرما > [ناره عذ 2 4 
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غ1 5 
]بره كذ 6 

ممعم 7 

عا > [ف]نزها فمة تاد ع عاتطر 8 
مم د 1 9 

» < [خ]برها عو سعد ) كز 10 
1لا لسعم 1 


) معساعم عواه 12 
لمقارنة تنفيذ الخوارزميتين (/,7,سا) 1 ظهع1-5كنآ- 7ع ما(0© و (غ ,| ,)"اهدع 1-5ؤونا- عم مالو0 0 
نفترض أن متتالية الأعداد الصحيحة التي تنتتج عن استدعاءات (:20/0020/)1,7 هي نفسها في الخوارزميتين. 
أ. افترض أن (7,1,ا)157-51:4811آ-1عمماج0© غناج / تكرارًا لحلقة عاذط" الواردة في الأسطر 8-2. 
لل كون (غ ,/,ا:,ما)*811م151-58آ-021081© تعيد نفس النتيجة: وأن العدد الكلي للتكرارات في 

كل من حلقتي 106 و عافط ضمن “8©14هع2021081-1157-5 هو , على الأقل. 


في استدعاء (+ ,71,1 ,را) 611 مع021081-1.157-5©: ليكن ملا المنحول العشوائي الذي يصف المسافة في 
اللائحة المترابطة (عبر سلسلة المؤشرات 36) بين الموقع : والموقع الموافق للمفتاح / المراد الوصول إليه بعد م 
تكرارًا في حلقة 406 في الأسطر 7-2. 


ب. برّر أن الزمن المتوقع لتنفيذ (2 ,م ,7 ,را) 'العهمع157-5]-1عدماج0© هو ([8]1 + )0. 


ات. بين أن “(/1-7):ث/ > [8]1. (تلميح: استخدم المعادلة ت.25.) 











ث. بين أن (1 جرتم كه “رزو 
ج. برهن أن (1+ع)/* > [.8]1. 
ح. ب أن (6 ات ما) “08 0 غ5 كنا عدماد0ح شُّْذ في زمن متوقع (/ + )0. 
خ. استنتج أن 54811 1كنا-عهم0001 تنقّذ في زمن متوقع (00/71. 
د. لماذا نفترض أن جميع المفاتيح في ا#61م021047-1157-5© متمايزة فيما بينها؟ بر لماذا لا تساعد 
القفزات العشوائية في المقاربة بالضرورة عندما تحتوي اللائحة على قيم مكرّرة للمفاتيح. 
ملاحظات الفصل 


كعد حب مطف و #معمهة؟ و مقسلانا [6] و طنط [209] مراجع ممتازة لبنى المعطيات البدائية. تشمل 
كت أخرى بنى المعطيات الأساسية وتنجيزها في لغة بربحة محددة. نذكر أمثلة على هذا النوع من الكتب 
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الجامعية 60001 و #أدكهدمة7 [147] و هنما( [241] و #كقهط5 [311] و كلعلا [352,353,354]. 
يقدّم 600 [145] معطياتٍ جمرييةٌ تتعلق بأداء العديد من عمليات بنى المعطيات. 

إن أصولّ المكدّسات والأرتال باعتبارها بنى معطيات في علم الحاسوب غير واضحة, لأن المفاهيم الموائقة 
لها في الرياضيات والممارسات الورقية للأعمال كانت موجودة قبل إدخال الحواسيب الرقمية. ينوه طاناهكظ 
[209] العالج همهفن .24 .ىم بتطويره المكدّسات لربط المساقات الفرعية عام 1947. 

وييدو أن بن المعطيات المعتمدة على المؤشرات هي من انختراع الناس. فوفمًا ل «اناهككء يبدو أنه قد 
جرى استنخدام المؤشرات في الحواسيب الأولى مع الذواكر الأسطوانة؛ وقد مكلت لغدٌ 1-م التي طورها .0.24 
##مممةة في 1951 الصيعٌ الجبرية باعتبارها أشجارًا ثنائية. ويعترف «طانامكا بفضل لغة 1[-.]18 التي طورها 
العوعلد .هو هط .ء .ل و دمسز5 .خ .11 عام 1956 لاعترافها بأهمية استخدام المؤشرات والتشجيع على 
استخدامها. وقد تضمنت لغة 111-.]18 المطوّرة في 1957 عمليات المكدّس صراحة. 





1 جداول التلبيد 


تتطلب الكثير من التطبيقات بحموعةٌ ديناميكية من المعطيات تدعم العمليات المعجمية فقط: 125885 
و 56411 و #آعاع. فمثلاًء يحتفظ مترجمٌ يترجم لغةٌ بربحةٍ ما يحدول رموزء مفاتيح العناصر فيه هي 
متتالياتٌ محرفيةٌ اعتباطية تقايل المعرّفات في اللغة. إن جدول التلبيد هو بنية معطيات فعالة لتنجيز المعاجم. 
ومع أن البحث عن عنصر ما ف جدول تلبيد يمكن أن 





عملياً زمناً ممائلاً رمن البحث عن عنصرٍ في 

لائحة مترابطة ((3) في أسوأ الحالات)» فإن أداء التلبيد بُعَدُ جيدًا جدًا. فبفرضيات معقولة» يصبح الزمن 

الوسطي للبحث عن عنصر ما في جدول تلبيد هو (0)1. 
يعمّم جدول التلبيد المفهوم الأبسط للصفيفة العادية. ب 





م العنونة المباشرة في الصفيفة العادية بفعالية 
قدرتنا على تفخص أي موقع في صفيفة ماء في زمن (01. يناقش المقطع 1.11 العنونة المباشرة بتفصيل 
ل وككننا الاستفادة من العنوئة للباشرة غندما يكون مناعا لنا تخصيص صفيفةٍ تحتوي على موضع واحد 
لكل مفتاح ممكن. ْ 

احين يككون عددٌ اللفانيج المخرّئة فعليًا صغيرا بالنسبة إلى العدد الكلي للمفاتيح الممكنة؛ تصبح جداول 
التلبيد بديلاً فعالاً للعنونة المياث 
مع عدد المفاتيح المخرّنة 
الصفيفة من المفتاح. يقدّم المقطع 2.11 الأفكار الرئيسة مع التركيز على "الث 
لمعابلمة "التصادمات 5موزوزاامع": التي 


رة لصفيفة ماء لأن جدول التلبيد يَستخدم عادةٌ صفيفةٌ يتناسب حجمها طردًا 





عوضًا عن استخدام المفتاح مباشرةٌ باعتباره دليلَ صفيفة: يجري حساب دليل 





ة 110 هد" باعتبارها طريقة 





ابل فيها أكثرٌ من مفتاح دلي الصفيفة نفسته. أما المقطع 3.11 
فيصف كيف يمكتنا حساب دلائل الصفيفة من المفاتيح» باستخدام دوال التلبيد. سنقدّم عدة متغيرات 
للموضوع الأساسي وتحلّلها. يلقي المقطع 4.11 نظرة على "العنو 





ة وملدوت200 «عمه" التي هي 
طريقة أخرى لمعالحة التصادمات. وخلاصة القول هي أن التلبيد تقانة فعالة جدًا وعملية جدًا: تتطلب 
العمليات المعجمية الأساسية وسطيًا زمنًا (0)1 فقط. يشرح المقطع 5.11 كيف يستطيع "التلبيد التام 
اكه 101,»م" دعم عسليات البحث في سر احالات بزمن (0)1» حين تكون مجموعة المفاتيح المخزئة 


ساكنة (أي حين لا تتغير بجموعة المفاتيح المخزنة إطلاقًا بعد خزنها). 
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جداول العنوان المباشر 


العنونة المباشرة تقانة بسيطة تعمل جيدًا حين تكون بجموعة المفاتيح الكلية ا صغيرة على نحو معقول. افترض 
أن تطبيمًا ماء يحتاج إلى مجموعة ديناميكية لكل عنصرٍ منها مفتاح مسحوب من المجموعة الكلية 
(0,1,...,7-1) > ناء حيث +7 ليست كبيرة جدًا. وسنفترض أنه لا يمتلك عنصران المفتاخ نقسه. 
لتمثيل الجموعة الديناميكية» نستخدم صفيفة أو جدول عنوات مباشر عاذاها 55ع447ه-ء ١41‏ يرمز 
إليه ب [1-+7.. 7]0 » ويوافق كل موقع أو كب 6مو في هذا الحدول مفتاحًا من المجموعة الكلية لا. 
يوضح الشكل 1.11 هذه المنهجية؛ حيث يؤشر الشَُقْب 6 إلى عنصر في المجموعة مفتاحه /. إذا كانت 
المجموعة لا تحتوي على عنصر مفتاحه / عندها يكون لاا > [/]7. 
تُنَرُ العمليات المعجمية بيساطة. 
1)1:1 لع ق-ووعودم ف ععمرم 
]7 مسمم 1١‏ 
(,'1)كةعونجا-ووعوممف ععهرم 
»د إبره .]7 1١‏ 


(,78)1قاعه-ووتتوممف-عععرم 
الا ع [برمغ ]17 1 


وتتطلب كلك من هذه العمليات فقط زمنًا (0)1. 

















الشكل 1.11 تنجيز بجموعة ديناميكية باستخدام جدول عنوان مباشر 7. يوافق كلل مفتاح في المجموعة الكلية 
(0,1....9) - ا دليلاً في الجدول. تحدّد مجموعة المفاتيح الفعلية (2,3,5,8) - / الشقوبت التي تحتوي مؤشرات 
على عناصر في الجدول. الشقوب الأخرى؛ المظللة بالغامق تحتوي -11ل2. 
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في بعض التطبيقات؛ يمكن أن يحتوي جدولُ العنوان المباشر نفسه عناصرٌ المجموعة الديناميكية. ذلك أنه 
عوضًا عن تخزين مفتاح عنصر ما والمعطيات التابعة له في غرض خخارج جدول العنوان المباشر مع مؤشر من 
الشّقْب في الحدول إلى الغرض؛ نستطيع تخزين الغرض نفسه في الشقبء, وبذلك ندّخر فضاء ذاكرة. وقد 
نستخدم مفتاًا خاصًا ضمن الغرض للإشارة إلى شَفْبٍ فارغ. يضاف إلى ذلك أنه ليس من الضروري» في 
غالب الأحيان» تخزين مفتاح الغرض؛ لأنه إذا توفر لدينا ل الغرض في الجدول: أمكتنا الحصول على 
مفتاحه. ولكنء إذا لم تكن المفاتيح مخزنة: وجب أن تتوفر طربقة تمكننا من معرفة كون الشقب فارعًا. 

تمارين 

1 

افترض أن مجموعة ديناميكيةٌ 5 ممثلةٌ يحدول عنوان مباشر 7 طوله +7. صف الإجراة الذي يكتشف العنصر 
الأعظمي في 5. ما هو أداء إجرائك في أسوأ الحالات؟ 

2 

شعاع البعات 6/0« وز هو بيساطة صفيفة من البتات (أصفار ووحدان). يُشغل شعاع بتات طوله 2 فراعًا 
ني الذاكرة أقل بكثير من صفيفة مكونة من +7 مؤشرًا. اشرح كيفية استخدام شعاع بئات لتمثيل مجموعة 
ديناميكية من العناصر المتمايزة دون معطيات تابعة لما. يجب أن تنفذ العمليات المعجمية في زمن (0)1. 
اله 

اقترح طريقةٌ لتنجيز جدول عنوان مباشر لا تحتاج فيه مفاتيح العناصر المخزنة إلى أن تكون متمايزة:؛ ومكن 
للعناصر أن تحتوي معطيات تابعة لها. يجب أن تنفذ العمليات المعجمية الثلاث (1285887 و 5281818 
و الع#مع5) في زمن (0)1. (لا تسن أن عملية 88175 تعتبر المؤشر - وليس المفتاح - هو الذي يُحَدّد 
الغرض المطلوب حذفه.) 
انلك + 

ترغب بتحقيق معجم باستخدام 





نونة مباشرة على صفيفة ضحمة. في البداية» قد تحتوي عناصر الصفيفة 
فضلات معطيات؛ واستبداء الصفيفة غير عملي بسبب حجمها. صِفْ طريقةٌ لتنجيز معجم عنوان مباشر 
على صفيفة ضخمة. يجب أن يشغل كل غرض عرّن حجم ذاكرة (0)1؛ يجب أن تأخذ كلٌ من عمليات 
10058875 و 78عاة5 و ااعس#مع5 زمنًا (0)1؛ ويجب أن يستغرق استبداء بنية المعطيات زمنًا (0)1. 


كا في اللعجم» 





(تلميح: استخدم صفيفة إضافية عاج باعتبارها مكدّسًا حجمه هو عدد المفائيح المخزنة 
وذلك للمساعدة في تحديد كون عُنصر ما في الصفيفة الضخمة ما يزال مستخدمًا أم لا.) 
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جداول التلبيد 


من المثالب الواضحة للعنوتة المباشرة: إذا كانت المجموعة الكلية () كبيرة؛ فقد يكون من غبر العملي؛ أو حتى 
المستحيل» تخزينُ جدولٍ 17 حجمُه |/]|ء إذا أخذنا بالحسبان حدود الذاكرة المتاحة في حاسوب عادي. إضافةٌ 
إلى أن بجموعة المفاتيح ‏ ا معدّنة فعثّيا قد تكون صغيرةٌ جدًا مقارنةٌ ب ثاء بحيث يضيع معظم الفراغ الخصص 
للجدول 7. 

إذا كانت مجموعة المفاتيح © المخزنة في المعجم أصغر بكثير من المجموعة الكلية '/) للنميع المفاتيح 
الممكنة» تطلّتِ جدول التلبيد ذاكرةٌ أقلّ بكثير مما يتطلبه جدول العنوان المباشر. وبعبارة أدق» يمكننا أن 
عُْنْضَ متطلبات الذاكرة إلى حجم (//|)© في حين نحافظ على فائدة أن ييقى زمن البحث عن عنصر ما في 
جدول تلبيد هو (0)1 فقط. إلا أن هذا الحدّ يتعلق بالزمن في ا حالة الوسطى؛ على حين ينطبق على زمن 
البحث في أسوً ا حالات في حال العنونة المباشرة. 

ف العنونة المباشرة» يُخْرن عنصر مفتاحه # في الشَّعُب . أما في التلبيدء فيخرّن هذا العنصر في 
الشقب (1):/ ؛ حيث» نستخدم دالة تلبيد :| «مذاء :مذ «اوه:! لحساب شقب المفتاح ع/. هنا يقابل ؛/ بين 
بجموعة المفاتيح الكلية (ا وشقوب جدول التلبيد عاذها اعهءطا [1 - +”.. 17:]0: 








1س ية,0) ه تافل 
حيث يكون حجمٌ جدول التلبيد 1< عادةٌ أصغرٌ بكثيرٍ من |/]|. ونقول إن العنصر ذا المفتاح م) يايد 
:»اعمط في الشقب (6)؛ ونقول كذلك إن (/): هي قيمة تلبيد »«اه« 5#هذا المفتاح /. يوضّح 
الشكل 2.11 الفكرة الرئيسة. إن دالة التلبيد تقض محال دلائل الصفيفة: ومن ثم حجم الصفيفة. فعوضًا عن 
الحجم |/]|ء قد تأذ الصفيفة الحجم «<. 











0 لآ خا 


2 0 


الشكل 2.11 استخدام دالة تلبيد 8 لمقابلة مفاتيح بشقوب جدول تلبيد. ولما كان المفتاحان و6 و ع/ يقابلان 
الشقب نفسهه فإتحما يتصادمان. 
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الشكل 3.11 حل التصادم با يختوي كلع شقب [/]7 من جدول التلبيد لائحةٌ مترابطة مؤلّفة من جميع 
المفاتيح التي قيمة تلبيدها ز. مثلأء (,8)4 > (,8)06 و (8)4 > (,6)/ > (,8)4. يمكن أن تكون اللائحة 


المترابطة بسيطة الترابط أو مضاعفة الترابط؛ ونظهرها هنا على أنها مضاعفة الترابط لأن الحذف يكون أسرع في هذه 
الحالة. 








ثمة عقبة واحدة: وهي أنه قد يتلبّد مفتاحان في الشقب نفسه. نسمي هذه ال حالة تصادما «ماعذاام». 
ولحسن الحظ» لدينا نقانات فعالة لإزالة التضارب الناتج عن التصادمات. 

قد يكون الحل المثالي طبعًا هو في تجنب إحداث تصادمات. وقد تحقيق هذا الهدف باخثيار دالة 
تلبيد مناسبة #. إحدى الأفكار المطروحة هي جمعل 4 تبدو "عشوائية”: وبذلك نتجنب التصادمات أو على 
الأقل نجعل عددها أصغريًا. يُستحضر مصطلح "يُليّد' صورًا من الخلط والتقطيع العشوائيين» تجعله يستحوذ 
على روح هذا النهج. (طبعًاء يجب أن تكون دالة التلبيد / حتمية بحيث يننج دغل معطى / الخرج (8:01/ 





نفسه دائمًا.) ولما كان +7 < |لاإء وجب أن يمتلك مفتاحان على الأقل قيمة التلبيد نفسها؛ لذلك من 

المستحيل تجنب جميع التصادمات. وهكفاء ومع أن دالة التلبيد المصمّمة جيدًا لتبدو "عشوائية" ملّف عدد 
التصادمات إلى الحد الأدن, فإن الحاجة إلى طريقةٍ لتمييز التصادمات التي تحدث تبقى قائمة. 

يقدم القسم المتبقي من هذا المقطع أبسط تقانة لتمييز التصادم؛ تسمّى السّلسلة. 

ريقة بديلة لتمييز التصادمات؛ تدعى العنوز 









المقطع 4.11 


تمييز التصادم باستخدام السَلْسَلّة 


الصّلْسَلَة ج«::«زه:اء: نضع جميع العناصر التي تتليّد في نفس الشَْبِ في اللائحة امترابطة نفسهاء كما ييين 
ذلك الشكل 3.11. يحتوي الشقب ز مؤشرًا على رأس لائحة جميع العناصر المخزنة التي تتلبد في ثر؟ وإذا لم 
توجد مثل هذه العناصرء يحتوي الشقب [ القيمة .2011. 
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يمكن تنجيز العمليات المعجمية على جدول التلبيد 7 بسهولة حين يجري تمييز التصادمات باستخدام 





(,1)كعوجاسناكمتا-معجمنت ‏ 
[(اع »1 .]7 اعتاعه معط عط عه ممعم 1 


ات 
[7]5)00 يكنا عط هنع برع طلتن بمعصعك مه ع5 عمو 1 


(,1) اناعم« اأكملا-معجلمنن ‏ 
[(رع »اسم ]17 عونا عط سم بدعاعامة 1 
إن زمن تنفيذ عملية الإدراج في أسوأ الحالات هو (0)1. وإن إجراء الإدراج سريع إلى حدٌّ ماء لأنه يفترض 
أن العنصر + الذي هو في قيد الإدراج غير موجودٍ أصلاً في المدول؛ ومكنا أن نختير هذا الافتراض عند 
الضرورة (بكلفة إضافية) بالبحث قبل الإدراج عن العنصر ذي المفتاح بإم6.د. وأما زمن التنفيذ في أسوأ 
الحالات لعملية البحث؛ فيتناسب مع طول اللائحة؛ وسوف تل هذه العملية لاحمًا بعمق أكير. يمكننا أن 
نحذف عنصرًا د في زمن (0)1 إذا كانت اللوائح مضاعفة الترابطء كما هو موضح في الشكل 3.11. (لاحظ 
أن #0-111511-01578لإزماز0 يأخذ في الدخل عنصرًا د وليس مفتاحه ع/؛ لذا فإننا لا نحتاج إلى البحث 
عن :* أولاً. فإذا كان جدول التلبيد يدعم الحذف؛ عندها يجب أن تكون لوائخة المترابطة مضاعفة الترابط 
بحيث نستطيع حذف حدٌ ما بسرعة. أما إذاكانت اللوائخح بسيطة الترابط فقط - عند حذف عنصر ما م« - 
وجب علينا أولاً أن مده في اللائحة [(7])./6 كي تُسْتَطيعَ تحديث الواصفة 6:: للعنصر السابق 
للعنصر بد. هذا وتتساوى أزمنة التنفيذ المقاربة لكل من الحذف والبحث في اللوائح البسبيطة التزابط.) 








تحليل التلبيد مع السُلْسَلّة 
ما هي جودة أداء التلييد مع السَلْسلة؟ وعلى وحه الخصوص؛ كم يستغرق البحث عن عنصرٍ.بدلالة مففاج 
معطى؟ 





ليكن لدينا حدولُ تلبيدٍ '7 مكونٌ من 72 شقبًا 





يرن 7 عنص نعف عامل التحميل © «0/ 10046 
ل 7 بأنه +7/: وهو العدد الوسطي للعناصر المخزنة في سأْسلة. سيكون تحليلنا بدلالة +» التي يمكن أن 
رن ار ا 

إن سلوك التلبيد مع العَنْسلة في أسوأ الحالات رديء جدّاء حيث تتليد لمفاتيح « كلها في الشقب 
نفسه مشْكُلّة لائحةٌ طولها <. وبذلك يكون زمن البحث في أسوأ الحالات ()9 إضافةٌ إلى زمن حساب 
دالة التلبيد - وهو ليس أفضل بما لو استخدمنا لائحة واحدةٌ لكل العناصر. من الواضح أننا لا نستخدم 
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جداول التلبيد في حال أدائها في أسوأ الحالات. (يوفر التلبيد الكامل؛ المشروح في المقطع 5.11 أداءً جيدًا في 
أسوأ الحالات حين تن 





مجموعة المفاتيح ساكنة.) 

يعتمد أداء الحالة الوسطى للتلبيد على مدى الحودة التي ون يما دالة التلبيد 8 المفاتيح الواجب تخزينها 
بين +7 شَفْبَا وسطيًا. يناقش المقطع 3.11 هذه النقاط: لكننا سنفترض الآن أن أيّ عنصرٍ معطى متساوي 
الأرجحية في أن يلبّد ني أي من الشُقُوبٍ + بقطع النظر عن مكان تلبيد أي عنصرٍ آخر. نسمي هذا 
الافتراض التلبيد المنتظم البسيط ج«فءلعمد! ««ممإفسمه اواس«فى. 

نرمز إلى طول اللائحة [[]7 ب ز#؛ لكل 1 - 78,... ,0,1 > ثر. ومن ثم يكون 
(1.11) سوا ل لد ليا و1 2 از 
والتوقع ل ر« هو +«/< > » > [نا"]8. 

نفترض أن الزمن (0)1 يكفي لحساب قيمة التلبيد (8)4: بحيث يتعلّق الزمن الذي يتطلبه البحث عن 
عنصرٍ مفتالحة ع/ خطيًا ب ري طول اللائحة [(7]8)4. بإهمال الزمن (0)1 اللازم لحساب دالة التلبيد 
والنفاذ للشُّب (8)6: سندرس العدد المتوقع للعناصر التي تفحصها خوارزمية البحث؛ وهو عدد عناصر 
اللائحة [(7]8)4 التي تفحصها الخوارزمية لمعرفة أي من مفاتيحها يساوي #. ستأخخذ بالحسبان حالتين؛ في 
الحالة الأولى لا ينجح البحث: أي لا يوجد في الحدول أي عنصرٍ قيمةٌ مفتاحه . وني الحالة الثائية ينحح 
البحث في إيجاد عنصرٍ مفتالحة ع/. 


ميرهنة 1.11 

يستغرق البحثٌ غيرُ الناجح في جدول تلبيدٍ جرى فيه حل التصادمات باستخخدام السَلْسلة زمنًا في الحالة 
الوسطى (4» + 1)©: وذلك بفرض أن التلبيد منتظم بسيط. 

البرهات بافتراض أن التلبيد منتظم ويسيط. فإن أنيّ مفتاح / غير مر في الحدول يمكن أن يِلبّدَ ني أي من 
الشقوب :7 باحتمالٍ متساوٍ. وإن الزمن المتوقع للبحث غير الناجح لأي مفتاح / هو الزمن المتوقع للبحث 
حتى نحاية اللائحة [(7]8)4: ذات الطول المتوقع » > [رييره]ع. وبذلك: يكون العدد المتوقع 
للعناصر المفحوصة في بحث غير ناجح هو ©؛ والزمن الكلي المطلوب (ومن ضمنه زمن حساب (/)8) 
هو (© +1)©. 8 


يختلف الوضع قليلاً في حالة البحث الناجح , إذ ليس لكلٌ لائحة الاحتمال نفسه بأن تكون عرضة 
للبحث. وبدلاً عن ذلك يتناسب احتمال بحث اللائحة مع عدد العناصر التي تحتويها هذه اللائحة. ومع 
ذلك يبقى الزمن المتوقع للبحث (© +1)©. 
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مبرهنة 2.11 

يستغرق البحث الناجح في جدول تلبيد جرى فيه تمييز التصادمات باستخدام الحَلْسَلةء زمنًا في الحالة 
الوسطى (» + 9)1: وذلك بفرض أن التلبيد منتظم بسيط. 

البرهان نفترض أن العنصر الذي نبحث عنه متساوي الاحتمال في أن يكونٌ أيّا من العناصر « المخرّئة في 
الحدول. يزيد عدد العناصر المختبرة خلال البحث الناجح عن عنصرٍ ** بمقدار 1 على عدد العناصر التي 
تظهر قبل + في لائحة . ولما كانت العناصر الجديدة تُوضّعٌ في مقدمة اللائحة» فإن العناصر الواقعة قبل ب 
في اللائحة تكون قد أدرجت جميعُها بعد إدراج العنصر :. ولمعرفة العدد المتوقع للعناصر المفحوصة؛ ستاخذ 
المتوسط على : عنصرًا من نوع * في الحدول» وهو يساوي 1 مضاقًا إليه العدد المتوقع للعناصر المضافة إلى 
لائحة ‏ بعد إضافة * إلى اللائحة. نرمز ب :* إلى العنصر ذي الترتيب : الذي أدخل إلى الجدول؛ لكل 
2 > ف ولتكن «زمءا.» - 6ا. نعرّف متحولاً عشوائيًا مؤشرًا ((1010 - (1)8066 - را لكل 
مفتاحين ,6/ و ز/. وبافتراض أن التلبيد منتظمٌ وبسيطء يكون لدينا +1/7 > [() - (0)/6]ءت 
وباستخدام التوطئة 1.5 يكون لدينا كذلك 1/7 > [ن)1]. وبمذا يكون العدد المتوقع للعناصر المفحوصة في 
البحث الناجح هو 


1 





(باسعصام سليه التوقع) اله 3 3 ( 1 3 


2 

02" 
1 00 + 5 
8 1 (تجههم 44 
(ياستخدام المعادلة (أ-1)). (0تخة مر د ب 1 خم 
ل 

2 

. 
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وبذلك يكون الزمن الكلي المطلوب في حالة البحث الناحح (ومن ضمنه زمن حساب دالة التلبيد) 
© +9)1 - (2ر» - 2ع + 6)2. 8 


ماذا يعني هذا التحليل؟ إذا كان عدد شقوب جدول التلبيد يتناسب على الأقل مع عدد العناصر في 
الددول» يكون لدينا (002 > «* ومن تم (0)1 > 0060/78 > +«/: > ». وبذلك؛: يستغرق البحث 
وسطيًا زمنا ثابنًا. ولما كان الإدراج يستغرق زمنًا (0)1 في أسوأ الحالات؛ ويستغرق الحذف زمنًا (0)1 في 
أسوأ الحالات حينما تكون اللوائح مضاعفة الربط: فيمكتنا أن نقذ جميع العمليات المعحمية في زمن (0)1 
كا 
تمارين 
1 
لنفترض أننا نستخخدم دالة تلبيد 8 لتلبيد « مفتاحًا متمايرًا في صفيفة 7 طوطا +7. وبافتراض أن التلبيد 





منتظعٌ بسيط» ما هو عدد التصادمات المتوقع؟ 
(0) > اط همه ) عع : (انا))؟ 


ارة أدقّء ما هو عدد عناصر المجموعة 





2-1 
وضّح ما الذي يحدث عندما تُدْرجٍ المفاتيح 5,28,19,15,20,33,12,17,10 في جدول تلبيد جرى فيه 


تمييز التصادمات بالسَلْسّلة. افترض أن الحدول يحتوي 9 شقوب» وأن دالة التلييد هي 9 500 غ/ > (1):. 
3 : 
يفترض البروفسور 'زاع8195 أنه يمكنه الحصول على كسب جوهري في الأداء بوساطة تعديل طريقة السُلْسَلة 
بحيث نحافظ على كل لائحة مرتبة ترتيًا مفرورًا. كيف يؤثر تعديل البروفسور هذا على زمن التنفيذ في حالة 
البحث الناجح؛ والبحث غير الناجح؛ والإدراج؛ والحذف؟ 








41 
اقترخ طريقةٌ لتحصيص خزن العناصر وإزالة التحصيص ضمن جدول التلبيد نفسه. بربط جميع الشقوب غير 
المستخدمة ضمن لائحة الشقوب الفارغة. افترض أن الشَّفْب الواحد يمكن أن خرن عَلَمّا 128 إضافةٌ إلى 





عنصرٍ ومؤشر أو مؤشرين. يجب أن تنقّذ جميع العمليات المعجمية وعمليات لائحة الشقوب الفارغة في زمن 
متوقع (0)1. هل ينبغي أن تكون لائحةٌ الشقوب الفارغة مضاعفة الترابطء أم يكفي أن تكون بسيطة 
الترابط؟ 





أنه إذا كان يجري سحب المفاتيح من 


مجموعة [] حيث +7 < |7]|ء فإن هناك مجموعة من ا حجمها « تتكون من المفاتيح التي تتليد 
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جميعها في الشقب نفسه؛ بحيث يكون زمن البحث في أسوأ الحالات في حالة التلبيد مع الَلْسَلة هو (8)©. 
6_1 

افترض أننا حَرَّا :# مفتاحًا في جدول تلبيد حجمه 7 تح فيه التصادمات بوساطة السَْسَلة» وأننا نعلم طول 
كل سَلْسلةء ومنها الطول 1 لأطول سَلسلة. اشرح الإجراء الذي يختار عشوائيًا مفتاحا من بين المفاتيح في 
جدول التلبيد وفق توزيع منتظم ويعيده في زمن متوقع ((/1 +1) .0)[.٠‏ 


دوال التلبيد 

سنناقش في هذا المقطع بعض النقاط التي تتعلق بتصميم دوال تلبيد جيدة» ثم تعرض ثلاثة مناهج لتعريف 
هذه الدوال. اثنان من هذه المناهج (وهما: التلبيد باستخدام التقسيمء والتلبيد باستخدام الضرب)» كسيئّان 
عنادكنعط بطبيعتهماء في حين يستخدم المنهجُ الثالث (وهو التلبيد الشامل)» العشوائية المضافة 


مومهم ويتيح بفضلها أداءٌ جيدًا معرّرًا بالبرهان. 


ما الذي يجعل دالة التلبيد جيدة؟ 
تمق دالةُ التلبيد الجيدة (تقريا) افتراض التلبيد ذي التوزيع المنتظم البسيط!: أي إن لكل مفتاح احتمالاً 
متساويًا في أن يلبد إلى أيّ من ال 72 شَفْيَا باستقلالية عن مكان تلبيد أي مفتاح آخخر. لسوء الحظء لا 
يمكننا عادة التحقق من هذا الشرط» لأننا نادرًا ما نعرف التوزيع الاحتمالي الذي يجري سحب المفاتيح تبعًا 
له. يضاف إلى ذلك. أن سحب المفاتيح قد لا يجري باستقلالية. 

قد نعرف أحيائًا التوزيع. فمثلاًء إذا علمنا أن المفاتيح هي أعداد حقيقية عشرائية +/ مُؤرّعَة باستقلالية 





وبانتظام في محال 1 > 4 > 0 عندها مُحقّقُ دالة التلييد 
لدم د ول)ة 

شرط التلبيد المتتظم البسيط. 

عملي يمكننا أن نستخدم غالبًا تقنيات كسبيةٌ لإيجاد دالة تلبيد تؤدي أداءٌ جيدًا. وقد تفيد معلومات 
نوعية عن توزع المفاتيح في عملية التصميم. لتأخذء مثلاء جدول رموز في مُتَرْجم عا نمدودك مفاتيخة 
متتالياث عحرفية تمل مُعرّفات في برنامج ما. غالبًا ما ترد رمورٌ وثيقة العلاقة» مثل خم و وم في البرنامج 
انفسه. يُفترّض ف دالة التلبيد الميدة أن تقلّل إلى الحد الأدى فرصة تلبيد مثل هذه البدائل في الشقب نفسه. 
التلبيد بطريقة نأمل أن تكون مستقلةٌ عن أية أنماط قد تكون موجودةٌ في 








' للتبسيطء سندعو هذا التلبيد فيما يلي بالتلبيد المنتظم البسيط. (المراجع العلمي) 
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المعطيات. فمثلاء تَحْحْبُ "طريقة التقسيم 1004م و4151" (التي نناقشها في المقطع 1.3.11) قيمة التلبيد 
باعتبارها باقي قسمة المفتاح على عددٍ أولّ محدّد. تعطي هذه الطريقة غالبًا 
العدد الأولي بحيث لا يكون متعلقًا بأي من الأغاط في توزع المفاتيح. 

أخيراء نلاحظ أن بعض تطبيقات دوال التلبيد قد تتطلب خصائص أقوى مما هو متوفر في التلبيد المنتظم 
البسيط. مثلاًء قد نريد أن تعطي مفاتيح "متقاربة" بمعئى ما قيمَ تلبيدٍ متباعدة فيما بينها. (هذه الخاصية 
مرغوبة خخنصوصًا عندما نستخدم السبر الخطي ع#ااهءم #وعمزاء المعرّف ف المقطع 4.11.) ويوفر التلبيد 
الشامل 188أ5ة:! 67581زدناء الموصوف في المقطع 3.3.11) الخاصيات المرغوبة. 





الج جيدةء بفرض أننا نختار 


تفسير المفاتيح كأعداد طبيعية 

تفترض معظم دوال التلبيد أن المجموعة الشاملة للمفاتيح هي مجموعة الأعداد الطبيعية [...,0,1,2) > /2. 
فإذا لم تكن المفاتيح أعدادًا طبيعية» نوجد طريقة لتفسيرها كأعداد طبيعية. مثلأء يمكدنا تفسير المتوالية المحرفية 
كعددٍ صحيح يُعَبْر عنه بتدوين باستخدام أساس مناسب. وهكذاء فقد نفسر المُعرّف حم كزوج من الأعداد 
العشرية الصحيحة (112,116): لأن 112 -م و 116 -خ في بجموعة حارف ال 85011؛ ثم يُعبْر عن عم 
بوصفه عددًا صحيحًا حسب الأساس-128 فيصبح +م 14452 > 116 + (128 ٠١‏ 112). تقوم عادةٌ في 
سياق تطبيقٍ ما بتصميم طريقةٍ كهذه لتفسير كل مفتاح كعدد طبيعي (قد يكون عددًا كبيرا). سنفترض فيما 
يلي أن المفاتيخ أعدادٌ طبيعية. 


1 طريقة التقسيم 
لإنشاء دوال التلبيد. باستخدام طريقة التقسيم 4م«ا»+م «مذوف«4؛ نقابل مفتاحًا ع/ بِسَفْبٍ واحد من +7 
شقبّاء وذلك بأحذ باقي قسمة / على +7. بحيث نكون دالة التلبيد هي 

. لمسع) ع )م 


التقسيم 





مثلأء إذا كان حجم جدول التلبيد 12 > : والمفتاح 100 
تناج إلى عمليةٍ قسمةٍ واحدة, فإن التلبيدَ بالتقسيم سريعٌ جدًا. 
حين نُستخدم طريقة التقسيمء فإننا تتجتّب عادة قيمًا معينة ل :7. مثلأء يجب ألا تكون 71 قو من 


اه فإن 4 > (1). ولما كانت طريقة 





قوى العدد 22 لأنه إذا كانت 27 > 7# فستكون الدالة (8)4 مجرّد ال م بنّا ذات الأدق مرتبةٌ من /. وما ل 
نكن نعلم أن جميع أنماط ال ب بنّا الأدى مرتبةٌ متساويةٌ الاحتمال؛ فالأفضل أن نصمّم دالة تلبيدٍ تعتمد على 


جميع بتات المفتاح. يُطلب إليك في التمرين 3-3.11 أن تُبيّن أن اعتيار 1 - ”2 ع 7 قد يكون خيارا سيقاء 
عندما تكون >/ متوالية حرفية مفرة حسب قوى 27: لأن تبديل 


محارف المفتاح غ/ لا يغيّر قيمة تلبيده. 
يتل عددٌ أولي غيرُ قريب جدًا من قوة للعدد 2 غالبًا خيارًا جيدًا لقيمة *. لنفترض مثلاً أننا نرغب 
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بتحصيص جدول تلبيد تائِرُ التصادمات فيه بِالسَلْسَلة: لتخزين 2000 > : متوالية محرفية على وجه التقريب» 
حيث ينل احرف ب 8 بتات. ونحن لا نمانع اختبار 3 عناصر وسطبًا في بحثٍ غير ناجح؛ لذا نخصّص جدول 
تلبيد حجمه 701 > +7. اخترنا العدد 701 لأنه عددٌ أولي قريب من 2000/3 لكنّهُ غير قريب من أي قرة 
اللعدد 2. بمعابلحة أي مفتاح | كعدد صحيحء .تكون دالة التلبيد 

701 نمس د ولا 


1 طريقة الضرب 
تعمل طريقة الضرب 04:!/»:م «مذاهعذارر#اسدهم على إيجاد دوال تلبيد على مرحلتين. في المرحلة الأول 
0 


نضرب المفتاح / بثابت 4 يقع ضمن المجال 1 > 4 > 0 ونستخرج الحزء الكسري من 64/. م نضرب هذه 
القيمة ب 72 ونأحذ أقرب عدد صحيح للنتيجة. وباختصارء دالة التلبيد هي 


[(1 فمس فلس د م 





حيث تعني العبارة ”1 7200 #4ع/" الجزة الكسري من #علء أي: [ها] - #4عل. 

تكمن إحدى حسنات طريقة الضرب في أن قيمة 7 ليست ذات أهمية حرجة. ونختارها عاد لتكون قوةٌ 
من قوى 2 (27 > +7 و م عدد صحيح ما) لأننا نستطيع عندها تنجيز الدالة ببساطة على معظم الحواسيب 
كما يلي. افترض أن حجم كلمة الحاسوب هو «ه بن وأن م ينِّعُ في كلمة واحدة. نفيّيد قيم / لتكون 
كسرًا من الشكل “2/ى» حيث 5 عدد صحيح في المجال “2 > 5 > 0. بالإشارة إلى الشكل 4.11» نضرب 
أولأ # بالعدد الصحيح ذي ال سه-بثًا وهو 4١2“‏ ىء فتكون النتيجة هي القيمة م:+ 7:2 الني 
عرضها 200 -بثا حيث :7 هي كلمة الجداء الأعلى مرتبة» و : هي كلمة الجداء الأدق مرتبة. وتتألف قيمة 





التلبيد م-بنًا المطلوبة من ب«#سبعًا الأكثر دلالة من 70. 
ومع أن هذه الطريقة تعمل على أي قيمةٍ للثابت 4؛ إلا أنما تعمل على نحو أفضل على قيم دون أخرى. 
وتعتمد الخيار الأمثل على خخصائص المعطيات المُلَبّدَة. يقترح طاداد! [211] أنه من المرجّح أن تعمل القيمة 





(2,11) ... 0.6180339887 > 1(/2 - 5/) د 4 


بحودة معقولة. 
لنفترض» كمثال على ذلك, أن 123456 > غل؛ و 14 > ب و 16384 ع 214 - يبن و 32 ع هه 
وبأخذ اقتراح طاناهكاء نختار 4 كسرًا من الشكل 5/232 بحيث يكون الأقرب إلى 1(/2 - 20/5 وبحيث 
32-- 4. إذن 17612864 + )232١76300(‏ ع 327706022297664 - و ١ل‏ 
وبذلك يكون 76300 - ,7 و 17612864 - م7. وتنييج ال 14 بِنّا العليا من م7 القيمة 67 > (/80. 
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شتت ووو 








الشكل 4.11 طريقة التلبيد بالضرب. يجري ضرب تمثيل المفتاح 6 ب ينا بالقيمة ٠2‏ 
من المرتبة الأعلى من النصف الأدق ذي العرض م -بّا من الجداء قيمة التلبيد المطلوبة (804. 


1 التلبيد الشامل 

إذا اختار صم ماكر أن تُلَيّدَ المفاتيح باستخخدام دالة تلبيد ثابتة: عندها يستطيع اختيار < مفتاحًا تَتَلَبَدُ 
متوسط زمن استرجاع (9)72. إن أية دالة تلبيد ثابتة معرضة لمثل هذا السلوك 
الرديء ف أسوا الحالات؛ الطريقة الفعالة الوحيدة لتحسين هذا الوضع هي باختيار دالة التلييد عشوائيا بطريقة 





جميعها في الشّقْبِ نقسهه 





مستقلة عن امفاتيح التي ستُمَرّنُ فعليًا. يمكن أن تؤدي هذه ال منهجية: التي تسمى التلبيد الشامل 
#ا«اناعهطا امومع دزو بالمتوسط إلى أداء جيد يمكن إثباته. بقطع النظر عن المفاتيح التي يختارها الخصم. 

في التلبيد الشامل؛ ختار في بداية التنفيذ دالة التلبيد عشوائيًا من مجموعة دوال مصممة. حيث تضمن 
إضافة العشوائية؛ كما هو الحال في الفرز السريع؛ ألا يؤدي دخخل وحيد دائمًا إلى سلوك أسوأ الحالات. 
وبسبب أننا نختار دالة التلبيد عشوائيا تستطيع الخوارزمية أن نسلك سلوكا مختلمًا في كل تنفيذ: حتى في حالة 
ة أداءً جيدًا في الحالة الوسطى لأي دحل. وبالعودة إلى مثال جدول رموز المترجمء جد أن 
لايمكن أن يسبب الآن أداة تلبيدٍ سيئًا ابنًا. ويحدث الأداء اليم فقط عندما يختار 








المترجم دالة تلبيد عشوائية تؤدي إلى تلبيد مجموعة من المُعَرّفات برداءة» لكن احتمال حدوث هذا الوضع 
ثْ ها الحجم نفسه. 

لتكن 26 مجموعة منتهية من دوال التلبيد التي تقابل عالماً معطى من المفاتيح /] بقيم من المجموعة 
(0,1,...,74-1]. يقال عن مثل هذه المجموعة أنها شاملة /مى©:: إذا تحقق ما يلي: لكل زوج من 
المفاتيح المنمايزة (ا © ,ما يكون عدد دوال التلبيد 34 © ل حيث (8)1 > (/)6/ هو على الأكثر 76|/7|. 
من 236 فإن احتمال التصادم بين مفتاحين متمايزين # و 1 





يبقى صغيراء ويحدث الأمر نفسه لأي مجموعة 





وبعبارة أخرى. باختيار دالة تلبيد عشواتٌ 


لا يزيد على احتمال 1/7 من التصادم إذا اختير (8)4 و (8)0 عشوائيًا وعلى نحو مستقل من 
المجموعة (1 -71,... ,00,1 
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اتبيّن المبرهنة التالية أن سلوك صف دوال التلبيد الشامل سلوكٌ جيد في الحالة الوسطى. تذكر أن :20 تشير 
إلى طول اللائحة [7]4. 


مبرهنة 3.11 
افترض أنه يجري اختيار دالة تلبيد ‏ عشوائيًا من مجموعة شاملة من دوال التلبيد واستخدمناها لتلبيد 2 
مفتاححًا في جدول 7 حجمه :«: واستخدمنا السَلْسَلة لتمييز التصادم. إذا لم يكن المفتاح 4/ في اللندول» 
عندها يكون الطول المنوقع [رمم,ر2]”0 للائحة التي يتلبد فيها المفتاح / هو على الأكثر عامل التحميل 
- ». وإذا ؤجد المفتاح / في الحدول؛ عندها يكون الطول المتوقع [رم,,8]71 للائحة التي تحتوي المفنتاح 
/ هو 1 + » على الأكثر. 
البرهان نلاحظ هنا أن التوقعات هي على اختيار دالة التلبيد: ولا تعتمد على أية فرضيات تتعلق بتوزع 
المفاتيح. نعرّف لكل زوج من المفاتيح المتمايزة / و 1» متحولاً عشوايًا مؤشرًا [() > 8:00)! > ببكد. 
ولأنه حسب تعريف مجموعة شاملة من دوال التلبيد؛ يتصادم زوج وحيد من المفاتيح باحتمال 1/74 على 
الأكثر» فلدينا 1/7 > [(])8 > (8:]0:)1) وبذلك تقتضي التوطئة 1.5 أن يكون 1/71 > [ب)!]8. 
بعد ذلك؛ تُعرْفُء لكل مفتاح /؛ المتحول العشوائي 1 الذي يساوي عدد المفاتيح غير المفتاح 6 القي 
تتلبد في الشّقْب نفسه الذي يتليد فيه المفتاح /؛ بحيث 
: 2 ديزا 
5 








0 
وبذلك يكون لدينا 
2 8 ع يلاع 
5 
12 
(باستخحدام خحطية التوقع) ةيم 3 
أ 
14 
- 252 
2 
1 
تعتمد تتمة البرهان على كون المفتاح ع في الجدول 7 أو لا. 
٠‏ إذا كان 7م فإن براك رويد و -]|(6/+41هه167:])|. ومن ثم يكون 


اانه 
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ه إذا كان 7ع , ولما كان المفتاح / يظهر في اللائحة [(/7]80 والعدد ا لا يشمل المفتاح ع/» 
يكون لدينا 1+ي!- ويبه و 2-1-|(/خ+41صة167:])|. وهكذا يكون 


»+1 > 1/2 -ع +1 1 +ج/(1 -» > 1+ ارولا8 د [وومم]ع. 8 


النتيجة التالية تقول أن التلبيد الشامل يوفر الربح المطلوب: فالآن يصبح من المستحيل أن يجد خصمٌ 
متتاليةٌ من العمليات بُجير زمن التنفيذ على أن يكون في أسوأ حالاته. وبإضافة عشوائية على اختيار دالة 
التلبيد أثناء التنفيذء على نحو ذكيء نضمن أن نستطيع معالحة أية متتالية من العمليات» ف زمن تنفيذ جيد 
في الحالة المتوسطة. 
نتيجة 4.11 
باستخدام التلبيد الشامل مع تمييز التصادم بِالسَلْسَلة في جدول فارغ في البداية ويحتوي +7 طَقْبّا تستغرق 
معابحة أية متتاليق» ملَمَةٍ من « عملية 1205887 و العهمع5 و ع1عاء8 وتحتوي (00 عملية تمعولداء 
زمنًا متوقمًا (©. 
البوهان لما كان عدد عمليات الإدراج (:)0؛ فلدينا (0)7 > : وكذلك (0)1 > ». وتستغرق عمليتا 
185887 و #تجاع2 زمنًا ثابئا وحسب المبرهنة 3.11: فإن الزمن المتوقع لكل عملية 11ع8م56 هو (0)1. 
وباستخخدام خخاصية خمطية التوقع ينتج أن الزمن المتوقع لمتتالية العمليات 8 كلها هو (0. ولما كانت كل 
عملية تستغرق زمنًا (2)1©) فينتج لدينا الحد (0)©. 4 


تصميم صف شامل من دوال التلبيد 
من السهل جدًا تصميم صففٌ شامل من دوال التلبيدء لأن نظرية الأعداد الصغيرة تساعدنا على إثبات ذلك. 
قد تحتاج أولاً للرجوع إلى الفصل 31 إذا لم تكن نظرية الأعداد مألوفة لك. 

انبدأ باحتيار عدد أولي م كبير كفاية بحيث يقع كل مفتاح + في الخال 0 إلى 1 - م ٠‏ ضمنًا. ترمز 
بر إلى المجموعة (1 - صم,...,0,1) وب 2 إلى المجموعة (1 - (,...,1,2]. ولما كان م عددًا أوليّ فإننا 
نستطيع حل المعادلات بالمقاس م باستخدام الطرق المعطاة في الفصل 31. ولأننا نفترض حجم المجموعة 
الشاملة للمفاتيح أكبر من عدد شقوب جدول التلبيد» يكون لدينا 1< < صم. 

نعرّف الآن دالة التلبيد وم لأي 25 © » وأي م2 © 8 باستخدام التحويل الخطي متبوعًا باختزالات 
المقاس جرء ثم المقاس 271 
03.112 . لم (م لمم (ط + عله)) ع عامط 
فمثلاًء في حال 17 > م و 6 > : لدينا 5 > (8)ي,و8. وتكون جماعة كل دوال التلبيد الممائلة هي 


411) . م2 ع طهمة و2 ء ه:ممذ) > م30 


الباب 111 / بتى المعطيات 269 


تطابق كلح دالة تلبيد رمم المجموعة ,2 إلى ببر2. ولهذا الصف من دوال التلبيد خاصية دقيقة وهي أن حجم 
بحال الخرج 71 اعتباطي - ليس بالضرورة عددًا أوليًا - وهي سمة ستستخدمها في المقطع 5.11. ولماكان لدينا 
1 - م خيارًا ل ه؛ و م خيارًا ل ء فالمجموعة ,,ر,26 ستحوي (1 - )7 دالة تلبيد. 


مبرهنة 5.11 
إن الصف ,«رم26 من دوال التلبيد المعرّف بالمعادلتين (3.11) و (4.11) هو شامل. 


البرهان نأخذ مفتاحين متمايزين / و ] من ,2: حيث ! خ عا. وليكن؛ في حالة دالة تلبيد معطاة ررم 
, مقمص (ط+ عله) ع مر 
. ممم (طجاه) دو 
نلاحظ أولاً أن 5 غد #. لماذا؟ لاحظ أن 
(صلمم) (ا-ع)ه ع عدم 
وهذا يستتبع أن 5 م لأن م أولي وكلاً من » و (1- ) لا يساوي الصفر بالمقاس م؛ إذن يجب أن 
يكون جداؤهما لا يساوي الصفر بالمقاس م حسب المرهنة 6.31. لذلك: عند حساب أي بم/ إشارة 
انتماء ,م26 تقابّل المدحلات المتمايزة 6 و 4 بقيم ” و ى متمايزة بالمقاس م؛ ولن يوحد تصادم على 
"مستوى المقاس م". إضافة إلى ذلك يؤدي كل من الخيارات (1 - تز)م للزوج (ط,ه) وحيث 0 * » إلى 
زوج ناتج مختلف (2,5) حيث 5 + ”: لأتنا نستطيع حل »وف إذا أعطينا «و 5: 
, صلمه ((مفمس 0-5 -))( - ©)) ده 
, لمس قله -) عاط 
حيث يشير (م 1:04( - 6/)) إلى المقلوب الحدائي”) الوحيد؛ بالمقاس بر للمقدار (6-1). ولما كان 
لدينا (1 - م)م زوجًا مكنا (ى,) فقط حيث ى + » فهنالك تقابل واحد-إلى-واحد بين الأزواج (6,8) 
حيث 0 # » والأزواج (5,) حيث 5 + «. وبذلك؛ وف حال أي زوج من المدخلات المعطاة » و 1» إذا 
انتقينا (ن ,ه) على نحو عشوائي باننظام من ,2 >< م؛ فسيكون للزوج الناتج (7,5) احتمال متساوٍ في أن 
يكون أي زوج من القيم المتمايزة بالمقاس م. 
ينتج من ذلك أن احتمال تصادم المفتاحين المتمايزين / و 4 يساوي احتمال (0471) 5 2 7 عند 
اخحتيار 7 و 5 عشوائيًا باعتبارهما قيمًا متمايزة بالمقاس م. في حال قيمة معطاة 07 وللقيم الممكنة 





وعددها (1 - م)؛ فإن عدد قيم ى حيث 7 + 5 و  )52047(‏ > 5 هي على الأكثر 


< المقلوب الحدائي بالمقاس م لعدد ما :7 هو العدد الطبيعي الذي يكون ناتج جدائه ب 7 بالمقاس م هو 1. مثال: 4 
هو المقلوب الجدائي بالمقاس 11 للعدد 3 لأن 1 > 11 00 3 * 4. (المراجع العلمي) 
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(حسب المتراجحة (6.3)) 1(/0-1-« + م)) > 1 - رما 
م - 
إن احتمال تصادم 5 مع :7 في حال الاختزال بالمقاس +7 هو على الأكثر 
٠.‏ 1/7 > (1 - م)/(«/ذا - م)) 
وهكذاء في حال أي زوج من القيم المتمايزة رب © 16,1 
, 1/7 > ((لاممط ع ولاومن) م 


بحيث يكون ,م2 شاملا بالفعل. . 


تمارين 

1 

لنفترض أننا نريد البحث في لائحة مترابطة طوطا «: حيث يحتوي كل عنصرٍ مفتاحًا / وقيمة تلبيد (/)/. 
التلبيد عند البحث في اللائحة عن عنصر 





2 





نستطيع بسهولة أن مُنٌنَ العدد 7 ككلمة حاسوب 2 
كعددٍ بالأساس-128, عدةٌ كلمات. كيف يمكتنا 





طريقة التقسيم الحساب قيمة تلبيد متتالية عحرفيقٍ 





دون أن نستحدم أكثرٌ من عددٍ ثابت من كلمات الذاكرة ارج المتتالية نفسها؟ 


اق 
لتكن لدينا نسخحة من طريقة التقسيم فيها دالة التلبيد 100077 - (4):: حيث 1 - 20 1 و / هو 
متنالية محرفية تفسّر في الأساس ”2. بيّن أننا لو استطعنا اشتقاق المتتالية :د من المتتالية ل( بتبديل محارفهاء فإن 
* وا تتلبّدان إلى القيمة نفسها. أعطٍ مثالاً من تطبيق نكون فيه هذه الخاصية غير مرغوبة في دالة التلييد. 
4-1 

ليكن لدينا حدول تلبيد حجمه 1000 > 2< ودالة التلبيد الموائقة هي [(1 00د /)*7] > (/)8 حيث 
2- 0/5 دم احسب المواضع التي تتطابق إليها الفاتيح 61 و 62 و 63 و 64 و 65. 

* 531 

عرف جماعة من دوال تلبيد 26 من مجموعة منتهية ]ا في مجموعة منتهية 8 لتكون (مواضس«-» إذا تحقق 


لكل الأزواج من العناصر المتمايزة ع/ و / في لا 





.ع > [()ط ع )ممم 


4.1 
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حيث يؤخذ احتمال سحب دالة التلبيد / من الجماعة 26 عشوائيًا. بيّن أن عائلة امو ضع من دوال 
التلبيد يحب أن تحقق 


1 1 


ا 00 
10 9[ > 


انق6م * 
لتكن ا مجموعةٌ من القيم ذات :7 مركبة المسحوبة من ,ر2: ولتكن ,2 - 8؛ حيث م عددٌ أولي. عرف دالة 
تلبيد 8 > نا : ري حيث 2 ع ا على دل ذي 2 مركبة (خ-مم©.... ,1ه ,ن0) من لا بحيث 


, ققد هه 0 > (السيهنت بيه روه )وا 


12 
ولتكن [2 © ط : .8] > 36. ناقش كون 26 هي (م/(1 - )) -شاملة طبقًا لتعريف (مورعلط«ما-» الوارد 
في التمرين 5-3.11. (للميح: انظر التمرين 4-4.11.) 


العنونة المفتوحة 
نِ العنونة المفتوحة ج«زووم ههه «عمره؛ تتشغل جميعٌ العناصر جدولٌ التلبيد نفسه؛ حيث يتوي كلع عنصر 
لحدول التلبيد إما عنصرًا من المجموعة الديناميكية وإما.811. في حال البحث عن عنصرٍ ماء نفحص شقوب 
الحدول بانتظام حتى يمد العنصر المطلوب أو تتحقّق من عدم وجود العنصر في الندول. وعلى عكس 
السلْسَلّة لا توجد لوائح ولا عناصر عنزنة خارج الحدول. وهكذاء في العنونة المفتوحة؛ يمكن أن "يمتلئ" 
جدول التلبيد بحيث لا يمكن ميد ميت يد إضافية؛ وبالنتيجة لا يمكن أن يتجاوز معامل التحميل © 
القيمة 1. 

لا شلك في أنه كان باستطاعتنا تخي لوائخ مترابطة - لِسَلْسَاتها دام الجدول - في شقوب الجدول غير 
المستخدّمة (انظر التمرين 4-2.11)» غير أن الفائدة من العنونة المفتوحة هي أنما تتجنب المؤشرات تمامًا. 
وعوضًا عن تتبع المؤشرات؛ نحسب تتالي الشقوب الواجب فحصها. وتوفر الذاكرة الإضافية الحرّرة بسب عدم 
تخزين المؤشرات عددًا أكبر من الشقوبء لحجم الذاكرة نفسه. مؤّيةٌ إلى تصادماتٍ أقلّ واسترجاع أسرع. 

التنجيز الإدراج باستخدامالعنونة للقترحة: تفحص على التابع؛ أو نسبر مقعم جدول التبيد حت 
فارغًا نضع فيه المفتاح. وعوضًا عن أن نكون مقيّدِين بالترتيب 1 - +7,... ,0,1 (الذي يحتاج إلى 
زمن بحث (02)©): تعتمد متتالية المواقع التي تُسْبَمُ على المفتاح الذي تُذرجه. ولتحديد الشقوب التي ينبغي 
سبرهاء نوسّع دالة التلبيد لتشمل عدد السبر (ابتداءً من 0) باعتباره دخلا ثانيًا. وهكذاء تصبح دالة التلبيد 






. (1-ص,.. ,0,1) جه 8-1 ,0,1] »ا تاقلل 
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في العنونة المفتوحة» نطلب لكل مفتاج أن تكون مصالية السبر م« سدوه؟ عطاهمم 
((6,7-1). 





,1 ,1100 
تبديلاً من (1 - +7,... ,0,1)؛ بحيث يُعتبر كل موقع من جدول التلبيد شَفْبًا لمفتاح جديد فيما يمتلئ الدول. 
سنفترض في شبه الرماز التالي أن العناصر في جدول التلبيد 7 هي مفاتيح بدون معلومات تابعة؛ وأن المفتاح 
متطابقٌ مع العنصر الذي يحتوي المفتاح 6. إن كل شَفْبٍ يحوي إما مفتاحًا أو 11ل« (إذا كان الشقب 
فارغًا). ويأخذ الإجراء #7ع5«]-!اكما] في مدحلاته جدولٌ تلبيد 7 ومفتاحا #. ويعيد رقم الشقب حيث 





يرن المفتاح +/ أو أن يُظهر خخطأ لأن جدول التلبيد ممتلئ حاليً. 


/1) تاودا نكما 











1-0 1 
أمعمعم 2 

0 ك 

4 1 7 

5 701 > » 

ل ممم 6 

1+ )عوك 7 

« عد لقنم 8 

“بدمالععين عاطم اعمط" «ممع 9 


تسبر خوارزمية البحث عن مفتاح / متتالية الشقوب نفسها التي فحصتها خوارزمية الإدراج عند إدراج 
المفتاح /. لذا يمكن أن 


وليس بعده حسب متتالية سبره. (يفترض هذا النقاغ 





يتوقف البحث (عخفقًا) عندما يجد شفبًا فارغاء لأن # كان سيُدرج في هذا الشقب 


المفاتيح لا تحذف من جدول التلبيد.) يأحذ 





الإجراء لاعهمع511-5م11 في مدحلاته جدول التلبيد "1 ومفتاحًا 4 ويعيد / إذا كان الشقب ( يحتوي المفتاح 
4 أو مالا إذا لم يكن المفتاح / موجودًا في الجدول '7. 
(71) لع ضمنرة-اأكمل 








مع 1 
ممم 2 

6« دز 3 

]7 عة 4 

ممعم 5 
1+غدة 6 
ا 1 
الا لسعم 8 


إن الحذف من جدول تلبيد بعنونة مفتوحة صعب. فعندما نحذف مفتاحًا / من شَفْبٍ 4؛ لا نستطيع 
ببساطة أن تُعلّمَ ذلك الشقب على أنه شقب فارغ بأن عَخرِنَ فيه 8:11. لأننا إذا فعلنا ذلك فقد يكون من 
المستحيل استعادة أي مفتاح ع/ كنا قد سبرنا خلال إدراجه الشقب + ووجدناه مشغولاً. نستطيع أن نحل هذه 
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المسألة بأن بحعل الشقب يُخرنُ القيمة الخاصة 28112780 عوضًا عن القيمة .011«. في هذه الحالة» علينا تعديل 
الإجراء 818511-18587 لمعالجة هذا الشقب كما لو أنه كان فارعًا بحيث نستطيع أن تُدْرج فيه مفتاحا 
جديدًا. أما الإجراء اإعجمع5-زكمةة فلا نتاج إلى تعديله. لأنه سيتخطى قيم 2818780 أثناء البحث. 
ولكن؛ حين نستخدم القيمة الخاصة 2818788: تصبح أزمنة البحث غير معتمدة على معامل التحميل © 
ولهذا السبب يجري عمومًا اختيار السَلْسلَة بصفتها تقانة لتمييز التصادم حين يجب حذف مفاتيح. 

نفترض في تحليلنا أن التلبيد منتظم ع«ز:لعه:! ”7م/ة: وهذا يعني أن متتالية السبر لأي مفتاح لها 
تأحذ يا من !2< تبديلاً من (1 -+0,1,...,7). يُعَمُم التلبيد المنتظم فكرة التلبيد 
المنتظم البسيط المعرّف سابعًا إلى الحالة التي تنتج فيها دالة التلبيد ليس فقط عددًا مفردٌاء بل متتالية سير 
كاملة. إن التلبيد المنتظم صعب التحقيق؛ إلا أننا نستخدم عمليًا تقربيات مناسبة (مثل التلبيد 
المضاعف, المُعَرف لاحقًا). 

سنختبر ثلاث طرق شائعة الاستخدام لحساب متتاليات السبر المطلوبة في العنونة المفتوحة: السبر الخطي 
عماطمم عمعمنا والسبر التربيعي ع«نطممم عناهوهيي والتلبيد المضاعف ع«نطعهط عااناه3. تضمن هذه 
التقانات أن يكون ((1 --«1,7) ,... ,(8)1,0(,8)1,1) تبديلاً من (1-+0,1,...,7) لكل مفتاح /. 
ولكن. لا تلبي أعيّ من هذه التقانات فرّضية التلبيد المنتظمء لأن أَيّا منها غير قادر على توليد أكثر من 702 
متتالية سر مختلفة (عوضًا عن !1 التي يتطلّبها التلبيد المتتظم). ينجز التلبيد المضاعف أكبر عدد من متتاليات 
السبرء وكما قد يتوقع المرء. يبدو أنه يعطي أفضل النتائج, 


السبر الخطي 
لتكن لدينا دالة تلبيد عادية ([0,1,...,71-1) ه [ا: ٠‏ نسميها دالة تلبيد مساعدة 
0 ذل لها رمهاافتحيوى» تستخدم طرق السبر الخطي ي««نطمم م جمههم! دالة التلبيد 
لمم زا + 8/00 ع راط 

حيث 1 -0,1,...,74 > 4. ليكن لدينا المفتاح 4 نسير أولاً الشّقْب [(7]8/06: أي الشقب المعطى 
بوساطة دالة التلبيد المساعدة. ثم نسبر الشقب [1 + (7]8/)6 وهكذا حتى الشقب [1 -7]71. ثم نلتف 
عائدين إلى الشقوب ... ,[7]0[,7]1 حتى نسبر أخيرا الشقب [1 - (7]7/)4 . ولا كان الشقب الذي يبدأ 
عنده السبر هو الذي يحدّد كامل متتالية السبرء فيوجد +7 متنالية سبر متمايزة فقط. 

إن السبر الخطي سهل التنجيزء لكنه يعاق من مشكلة تُمْرَفُ بالعنقدة الأولية و«زمعاعمدك «رممسامم. 
إذ تنشأ تدريجيًا سلاسلٌ طويلة بسبب الث ٠‏ تؤدي إلى زيادة زمن البحث الوسطي. وتظهر 
العناقيد لأن الشقب الفارغ المسبوق ب : شتبًا متلا ميمْلاً بعدها باحتمال +/(1 + 4). تَْعَ السلاسل 
الطويلة بسبب الشقوب المشغولة لتصبح أطول» ويزداد بذلك زمن البحث الوسطي. 





الاحتمال نفسه في أن 
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السبر التربيعي 

يُستخدم السبر التربيعي ج7701 00478و دالة تلبيد من الشكل 

(11.5) , #تقمص (غني جف + (ل) /0) > (أئل)طا 
حيث '/ دالة تلبيد مساعدة: و ,ع و يع ثابتان مساعدان موجبان» و 1 -0,1,...,78 > ]. إن أول موقع 
سيجري سبره هو [(7]/)1؛ والمواقع التالية التي سيتم سيرها هي إزاحات بقيم تعتمد بطريقة تربيعية على رقم 
السبر :. إن أداء هذه الطريقة أفضلُ كثيرًا من السبر الخطي. لكن حتى نستخدم كامل جدول التلبيد, تُيْدُ 








قيم .© وايء و :7. توضّح المسألةٌ 3-11 طريقةٌ لاختيار هذه الموسطات. وكذلك؛ إذا كان لمفتا. 





موضعٌ السبر البدائي نفسه يكون لما متتالية السبر نفسهاء لأن (4)6,0 > (0,:/)/ ينطوي ضميًا 
على (1,ج)1 6 . تؤدي هذه ا خاصية إلى شكل متزايد من العنقدة» يسمى العنقدة الثانوية 


#الأرعاكالك 'رجمادروعمع. وكما نٍ السبر الخطيء يحدّد السب البدائي كامل المتالية. وهكذا يُسنَخْدَمٌ م 
متتاليةٌ متمايزةٌ فقط. 

التلبيد المضاعف 

يتيح التلبيد المضاعف إحدى أفضل الطرا: 
التباديل ؟«0/ها«««ممم المختارة عشوائيًا. يت 
الصيقة 


المتاحة للعنونة المفتوحة لأن التباديل الناتحة تمتلك كثيرا من واص 





م التلبي المضاعف ه«ذ:اكهء! »اذ«م4 دالة تلبيد من 





, «نقفمص (لل)يطا + لاية) ع (نئا)لا 
حيث 84 و د دالتا تلبيد مساعدتان. بيدأ السبر في الموقع [(7]/)4؟ 
إزاحة عن المواقع السابقة بمقدار القيمة (82)4» بالمقاس +7. ومن ثم ونحلانًا لحالة السبر الخطي والتربيعي. 
يعتمد تتالي السبر هنا من جانبين على المفتاح /: لأنه قد يتغير موقع السبر الابتدائي. أو الإزاحةء أو كلاهها. 
يعطي الشكل 5.11 مثالاً على الإدراج باستخدام التلبيد المضاعف. 
يجب أن تكون القيمة (6)/ وحجم جدول التلبيد بأكمله :7 أوليين فيما بينهما حتى يكون بالإمكان 
البحث في كامل جدول التلبيد. (انظر التمرين 4-4.11) وتكمن إحدى الطرق المناسبة لضمان هذا الشرط في 
جعل 71 قوة من قوى العدد 2 ولتصميم 2/ > عددًا فرديًا دومًا. ثمة طريقةٌ أخرى بعل فيها «: عددًا 
أوليا ونصمّم 2 بحيث تعيد دومًا عددًا صحيحًا موجبًا أقل من +7. فمثلاًء يمكن أن تختار 71 عددًا أوليّا ونجعل 





تكون مواقع السبر المتعاقبة هي 





, #لمصع - ااي 
, ك«فمسع) +1 د ايز 


' أقل قليلاً من +7 (وليكن 4-1). مثلء إذا كان 123456 >6 و 701 >0 


حيث نختار و 
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الشكل 1 الإدراج باستخدام التلبيد المضاعف. لدينا هنا جدول تلبيد حجمه 13 و 0413م ) > (6),ة 
و (411مم ») +1 - ()ية. وما كان (09413م) 1 2 14 و (411مم) 23 014 فإننا تذرج المفتاح 14 في 
الشَّمْب الفارغ 9: بعد أن تفخص الشقبَئن 1 و 5 ونحد أنهما مشغولان. 


و 700 - ': فلدينا 80 > (8:)6 و 257 > (4)ج08 وبذلك تَسْبْرُ أولاً الموقع 80: ثم نفحص كل 257 
شقب (بالمقاس 78 إلى أن بحد المفتاح أو تُفْحصَ كل الشقوب. 

حينما يكون «7 عددًا أوليّا أو من قوى العدد 22 يقدم التلبيدُ المضاعفُ تحسينات مقارنة بالسبر الخطي 
والسبر التربيعي بأنه يَستَحم متتاليات عددها (07:2©: عوضًا عن (967. لأن كل زوج مختغل 
(81)6(,82)10) يؤدي إلى متنالية سير متمايزة. يَظهر إذن أن أداءً التلبيد المضاعف؛ لمثل هذه القيم من 
قريب جدًا من أداء السلوك "لمثالي" للتلبيد المتتظم. 

بالرغم من أنه يمكن من حيث الميدأ اخختيار 71 
في التلبيد المضاعف, إلا أن ذلك يجعل إيجاد طريقة فعالة لتوليد (8)4 يحيث يكون أولياً مع +7 أكثر 
صعوبة. وأحد أسباب ذلك هو ضعف الكثافة النسبية لمثل هذه الأعداد الأولية مع 3# المقدر ب 4)72(/7 
(انظر المعادلة 24.31). 











بة عن الأعداد الأولية وقوى العدد 2 لاستخدامها 


تحليل تلبيد العنونة المفتوحة 
تُعيْر عن تحليلنا للعنونة المفتوحة» كما في تحليلنا للحُلْسَلة بدلالة معامل تحميل جدول التلبيد 
- ». طبعًاء في العنونة المفتوحة» يشغل كلٌ شَفْبٍ عنصرٌ واحدٌ على الأكثش ومن ثم فإن »<> 2 
وهذا يقتضي أن 1 ك ». 

نفترض أننا نستخخدم التلبيد المنتظم. وتبعاً دلحذه الفرضية الثا 





بة» تكون _محالية السير 
((1 -1,7):,... ,(1 ,11 ,(8:)1,0) المستخدمة لإدراج أي مفتاح 6 أو البحث عنه متساوية الاحتمال في 
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أن تكون أي من التباديل (1 - +7,... ,1 ,0). بالطبع؛ لكل مفتاح معطى متتالية سبر ثابتة وحيدة مرتبطة به؛ 
ما نقصده هناء هو أنه بالأخذ بالحسبان توزع الاحتمال على فضاء المفاتيح وتطبيق دالة التلبيد على المفاتيح» 
تكون أية متتالية سبر ممكنة متساوية الاحتمال. 

محلل الآن عدد مرات السبر المتوقعة لتلبيد باستخدام العنونة المفتوحة بفرض أن التلبيد منتظم» مبتدئين 
بتحليل عدد حالات السبر المنفذة في حالة بحث غير ناجح. 





مبرهنة 6.11 
ليكن لدينا جدول تلبيد ذو عنونة مفتوحة مُعابِلٌ تحميله 1 > 2/72 -< 
الور [جمع سَْر] في بحث غير ناجح (© 1/1 على الأكثرء وذلك 





٠‏ عندها يساوي العدد المتوقع من 





ض أن التلبيد 





البرهات إِذَّ كل سيرٍ - في بحث غير ناجح - ما عدا السبر الأخبر يَْقُدُ إلى شَقْبٍ مشغولٍ لا يحنوي 
المفتاح المطلوب؛ والشقب الأخير المختير فارغ. نعف المتحول العشوائي / على أنه عدد السبور المنقّذة في 
بحثٍ غير ناجح: ونعرّف الحدث :4 حيث ,... ,1,2 > ] على أنه الحدث المتمثل في حدوث السبر ذي الرقم 
4 والذي يسبر شقباً مشغولاً. فيكون الحدث (1 < /) هو تقاطع الأحداث يرا 0 0 يل 0 يكل 
سَتَحْدٌ () < 8) +8 عد للقدار [,رق 0.0 د 0 ,5:]4. وباستخدام التمرين ت.05-2 

(يا ى ولايف)ءة ١‏ زرارايم) ١8+‏ ليق +5 > لبق مد ميق باجم 

. لمق 0 عيق صيقادف ممم 

وما كان لدينا « عنصرًا و +7 شَمْبا فإن / > [,8]4. ف حالة 1 < نر فإن احتمال وجود سبر ذي 
ترتيب ر لشقب مشغول هو (1 + ر- :1(/6 + ار- )» وذلك بافتراض أنَّ أول 1 - /ر سيا كانت 
لشُقُوبٍ مشغولة 
من ال ((1 - /) -4) شقبًا غير المفحوصة: وبافتراض أن التلبيد منتظمء يكون الاحتمال هو نسبة هانين 


ينتج هذا الاحتمال لأننا قد ند عنصرًا من ال ((1 - 7) --4) عنصرًا المتبقية» في شَفْبٍ 





الكميتين. وملاحظة أن +7 > 2 يقتضي 7/71 > (- 076)/(/-2) لكل ار بحيث 74 > زر > 0 لدينا 


لكل ؛ حيث + > 1 > 1» 





0ح ناعم 


الآن نستخدم المعادلة (ت.25) لحدّ العدد المتوقع من السبور: 
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ُتَقْدُ دائمًا أول سبر. وباحتمال 


. وباحتمال تقريي 42) يكون 





لهذا الحد من ... + 3ج + 2ه + » + 1 > (© -1/)1 تفسير بد 
تقريي »» يد السيرُ الأول شَفْبَا مشفولاً بحيث نحتاج إلى إجراء سير ثانٍ 
الشقبان الأؤلان مشغولَين بحيث بحري سيا ثالناء وهكذا. 

إذا كان » ثابتاء فإن المبرهنة 6.11 تتنبأ بأن بِحدًا غير ناجح ينقّذْ في زمن (0)1. فمثلاً إذا كان جدول 
التلبيد نصف ممتلئ؛ فالعدد المتوسط للسبور في بحثٍ غير ناجح هو على الأكثر 2 > (0.5 -1/)1. أما إذا 
كان ممتلًا بنسبة 90 بالمئة» فيكون العدد المتوسط للسبور على الأكثر 10 > (0,9 -1/)1. 

تعطينا المبرهنة 6.11 أداء الإجراء 1(5887-ةاكها] مباشرة تقريئا. 








نتيجة 7.11 

يتطلب إدراج عنصر في جدول تلبيد عتونة مقتوحة معامل تحميله »؛ (© -1/)1 سيا وسطيًا على الأكثر 
وذلك بافتراض أن التلبيد منتظم. 

البرهان تُدرِجُ عنصرًا في حال تََثْرَ فزاغ في الحدول فقطء وبذلك يكون 1 > ». ويتطلب إدراج مفتاج 
بحنًا غير ناجح يتبعه وضع المفتاح في أول شقب بحده فارعًا. ومن شم يكون العدد المتوقع للسبور (© 1/1 
على الأكثر. . 


علينا العمل أكثر قليلاً لحساب عدد السبور المتوقع في حالة بحث ناجح. 





مبرهنة 8.11 
إذا كان لدينا جدول تلبيد عنونة مفتوحة معاملٌ تحميله 1 > »؛ فإن عدد السبور المتوقع في البحث الناجح 
هو على الأكثر 
3 3 
271-67 


وذلك بافتراض أن التلبيد منتظم وأن احتمالات البحث عن أي مفتاح في الحدول متساوية. 


البرهان » يُعيدُ البحث عن مفتاج ما إنتاج متتالية السبر نفسهاء التي اتيت أثناء إدراج العنصر ذي المفتاح 
. وحسب النتيجة 27.11 إذا كان / هو المفتاح ذو الترتيب (1 + ) الذي أدرج في اللخدول» فعدد السبور 
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المتوقع للبحث عن المفتاح / هو على الأكثر (7/072-1 > (1/)1-1/78. إن حساب متوسط كل 
المفاتيح « في جدول التلبيد يعطينا العدد المتوقع للسبور في حالة بحث ناجح: 





لوسر 


ل 


: 1-01 
(باستخحدام المتراجحة (أ.12)) ع ّ 





إذا كان جدول التلبيد نصف ممتلئ. يكون عدد السب 





نوقع في بحث ناجح أقل من 1.387. وإذا كان 


دول التلبيد ممتلنًا بنسبة 90 بالمثة» يكون عدد السبور المنوقع أقل من 2.559. 


تمارين 
14 

ادرس إدراج المفاتيح 59 ,88 ,17 ,28 ,15 .4 .31 ,22 ,10 في جدول تلبيد طوله 11 > 72 باستخدام العدونة 
المفتوحة» حيث دالة التلبيد المساعدة / > (8/)6. وضّح نتيجة إدراج هذه المفائيح باستخخدام السبر الحنطيء 





وباستخدام السبر التربيعي حيث 1 > ,ع» و 3 ح وع؛ وباستخدام التلبيد المضاعف حيث 6 > (1)46/ 
و ((5-1) فمسع) +1 د لليف 


2-1 
اكتب 





رماز للإجراء 814511-081818 كالملخص في النصء وِعَدّل الإجراء 14511-125887؟ كي يعالج 





القيمة الخاصة 5818188. 


مق 
ادرس جدول تلبيد بعنوثة 


ناجح؛ ولعدد السبور المتوقع في يحث ناجح حين يكون معامل التحميل 3/4 ثم حين يكون 7/8. 


فتوحة حيث التلبيد منتظم. أعطٍ حدودًا عليا لعدد السبور المتوقع في بحث غير 





هه * 
افترض أننا نستخدم التلبيد المضاعف لتمبيز التصادمات- أي تستخدم دالة التلبيد 


1 ((1)ج1 + (6)رة) > (8)8,1. بين أنه إذاكان 1 < 4 هو القاسم المشترك الأعظم لكل من 7 
و (82)4 في حالة مقتاح ما جا فإن بمنًا غير ناجح عن المفتاح ب يختير حتى الشَّقُب ذي الترتيب 1/4 من 





5.11 * 
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جدول التلبيد قبل أن يعود إلى الشقب (6/)ي8. وأنه إذا كان 1 > 4 و :7 و (52)6 أُوّلِيّن فيما بينهماء فإن 
البحث قد يفحص كاملٌ جدول التلبيد. (تلميح: انظر الفصل 131.) 

اهدر * 

ادرس جدول تلبيد بعنونة مفتوحة معاملٌ تحميله >. أوجد القيمة © المغايرة للصفر التي يكون عندها العدد 
المتوقع للسبور لبحث غير ناجح مساوياً لضعف العدد المنوقع للسبور في بحث ناجح. استخدم الحدود العليا 
المعطاة في المبرهنتين 6.11 و 8.11 لهذه الأعداد المتوقعة للسبور. 


التلبيد الكامل 

إضافة إلى أن التلبيدَ هو على الأغلب خيارٌ جيد من أجل أدائه الرائع في المتوسط؛ فيمكن أن يوفر أيضًا أداء 

رائعًا في أسوا ا حالات عندما تكون بجموعة المفاتيح ساكنة 8ه/ى: وذلك لأنه بمجرد تخزين المفاتيح في الحدول» 

فإن مجموعة المفاتيح لا تتغير أبدًا. وثمة تطبيقاتٌ لهاء بصورة طبيعية؛ بجموعاث مفاتيح ساكنة: كمجموعة 

الكلمات المحجوزة في لغة بربحة» أو الأسماء على قرص متراص 1-2014©. نسمي تقانة التلبيد تلبيدًا كاملا 

:ىهم هربعم إذا كان عدد مرات النفاذ إلى الذاكرة المطلوبة لتنجيز بحث في أسوأ الحالات هو (0)1. 
لإيجاد أسلوب تلبيدٍ كامل؛ نستخدم تلبيدًا ذا مستويين» كل منهما تلبيدٌ شامل. يوضح الشكل 6.11 




































هذا التهج. 
رط و 7 
0 
3 0 
72010 2 
1 3 
أ4 
5 
6 
37 405222 يا 
1 0 


الشكل 6.11 استخدام التلبيد الكامل لتخزين المجموعة (10,22,37,40,52,60,70,72,75) > 4. دالة 
التلبيد الخارجية هي 0007 (م 008 (ط + غله)) - (4)04: حيث 3< » و 42 - ف و 101 مو 7289 
مثلأ؛ 2 > (8)75: وهكذا يتلبد المفتاح 75 في الشقب 2 للحدول 7. يَخرّن حدولُ تلبيدٍ ثانوي رى جميع 
المفاتيح التي تليد في الشقب /. حجم الحدول ر5 هو 7# رم ودالة التلبيد المرائقة هي 
7 504 (م 04م (رط + عاره)) > (8,)1. وما كان 7 > (75)ج08 فإن المفتاخ 75 يمرن في الشقب 7 لحدول 
التلبيد الثانوي دك. لا تحدث أية تصادمات في أي من جداول التلبيد الثانوية. وبذلك؛ يستغرق البحث زمنًا ثابثًا في 





أسواأ الحالات. 
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أما المستوى الأول فهو نفشُه التلبيدٌُ مع الحَلْسَلة جوهربًا: نلبد ال مفتاحا في +« شَفْبا باستخدام دالة 
اتلبيد ‏ تختارها بعناية من جماعة دوال تلييد شاملة. 

ولكن» بدلاً من تكوين لائحة من للفاتيح تلبد في الشقب 0 نستخدم جدول تلبيد انوي 
ر5 عاطها اكه «ررهفمعمو دالهُ تلبِيده المرافقة هي رم. وباختيار دوال التلبيد زف/ بعناية» نضمن عدم وجود 
تصادمات في المستوى الثاني. 

ولكي نضمن عدم وجود تصادمات في المستوى الثاني؛ تحتاج أن بجعل :7 وهو حجم جدول التلبيد ر3» 
يساوي مربع العدد :« الذي هو عدد المفاتيح التي تتلبد في الشقب /ر. وقد نظن أن الاعتماد التربيعي ل ,00 
على رن: قد يبدو أنه يؤدي على الأرجح إلى أن يصبح متطلب التخحزين الكلي مفرطاً في الكبره غير أننا سنبين 
أنه باختيار دالة تلبيد المستوى الأول بعناية: يمكننا الحد من المقدار الكلي المتوقع لفضاء الذاكرة المستخدم إلى 
رتبة ()0. 





نستخدم دوال تلبيد اختيرت من صفوفبٍ شاملة من دوال التلبيد المذكورة في المقطع 3-3.11. تأتي دالة 
تلبيد المستوى الأول من الصف ,,م26: حيث - كما في المقطع 3-3.11 - م عددٌ أولي أكبر من قيمة أي 
مفتاح. يعاد تلبيد هذه المفاتيح المبّدة أصلاً في الشقب "رفي جدول تلبيد ثانوي ركحجمه ,م7 باستخدام دالة 
التلبيد ب التي تختارها من الصف ,ومرم3.36 


سنتابع العمل على مرحلتين. أولأء نحدد كيفية التحقق من أن الجداول الثانوية لا تحتوي أي تصادمات. 
ثائيا ان 








أن الكمية المتوقعة من الذاكرة المستخدمة 
إية - هي (00. 





الأ - لحدول التلبيد الأولي وجميع جداول التلبيد 





مبرهنة 9,11 


افترض أنا خرّنا « مفتاحًا في جدول تلبيد حجمه 2:: > :7 باستخدام دالة تلبيد / عنتارة عشوائيًا من صف 


شامل من دوال تلبيد: عندها يكون احتمال وجود أي تصادمات 





لل من 1/2. 

البرهاثك يوجد (ي) زوجًا من المفاتيح التي يمكن أن تتصادم؛ وكلٌ زوج يمكن أن يتصادم باحتمال 1/7 إذا 
اختيرت 8 عشوائيًا من جماعةٍ شاملة 76 من دوال التلبيد. ليكن ,. متحولاً عشوايًا يَعُدُ عدد التصادمات. 
عندما 2 > :م يكون العدد المتوقع للتصادمات 





00( - راع 





2 في حال 1 > ,7ح رزاء فإننا لا نختاج حقيقة إلى دالة تلبيد للشقب [ر؛ فعندما نختار دالة تلبيد 


77 4ه (ص 4م (ط + عله)) > (4)ىمة لهذا الشقبء نجعل 0 - ( ع »ع فقط. 
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1 #«لتيع 
0 20 





2 
2 


(إن هذا التحليل شبيه بتحليل متناقضة عيد الميلاد في المقطع 1-4.5.) وبتطبيق متراجحة ماركوف (ت.30): 
غ/[]5 > ( < )وم حيث 1 > غ؛ يكتمل البرهان. . 


في الحالة التي جرى وصفها في المبرهنة 9.11: حيث 82 > 078 ينتج أن الاحتمال الأكبر لأن تكون دالة 
التلبيد +/ التي جرى اختيارها من © عشوائيًا خخالية من التصادمات. لتكن لدينا المجموعة 4/ المؤلّفة من +7 
مفتاحا (تَذّكّر أن 4 ساكنة)؛ إن من السهل إيجاد دالة تلبيد / خخالية من التصادمات بتجارب عشوائية قليلة. 

ولكن؛ في حالة ‏ كبيرة: يكون جدول التلبيد ذو الحجم 2:: - 7 مفرطاً في الكبر. لذاء تعتمد منهج 
التلبيد الثنائي المستوى؛ ونستخخدم منهج المبرهتة 9.11 فقط لتلبيد العناصر داخخل كل شَقْب. ونستخخدم ذالة 
تلبيد ‏ خارجية؛ أو ذات مستوى أول» لتلبيد المفاتيح في - 2 شقبًا. عندهاء إذا تَلبّد ري« مفتاحًا في 
شقب إء نستخدم جدول تلبيد ثانوي رى5 حجمه 3# > ر: لتوفير بحث ذي زمن ثابت خالٍ من التصادم. 

نعود الآن إلى التحقق من أن الذاكرة الإجمالية المستخدمة هي (008. لما كان ,:: حجم جدول 
التلبيد الثانوي ذي الترتيب /ر ينمو تربيعيًا مع عدد المفاتيح المخزنة :0 فإننا بجازف في أن يكون حجم الذاكرة 
الإجمالية مفرطاً في الكبر. 

إذا كان حجم جدول المستوى الأول :: > 7: فإن حجم الذاكرة المستخخدمة في حالة جدول التلبيد 
الأولي يكون (0)2» وذلك لخزن الحجوم :8 للنداول التلبيد الثانوية» ولخزن الموسطات 8 و رط التي تعريف 
دوالٌ التلبيد الثانوية :ن/ المسحوبة من الصف ,ررر,26 الوارد في المقطع 3-3.11 (ما عدا في حالة 1 > 7 
نستخدم 0 > ل ح م). تقدم المبرهنة والنتيجة التاليتان حدًا لحجوم جميع جداول التلبيد الثانوية المتوقعة 
مجتمعة. ثمة نتيجة ثانية تَحُدُ احتمال أن يكون حجم جميع جداول التلبيد الثانوية مجتمعة فوق خطي (يساوي 





أو يتجاوز 4:1 ذ 





مبرهنة 10.11 
افترض أنا خرن مفتاحًا في جدول تلبيد حجمه ‏ - 7 باستخدام دالة تلبيد :/ مختارة عشوائيًا من صف 
شامل من دوال تلبيد. عندهاء يكون لدينا 





حيث ره عددٌ المفاتيح المتلبدة في الشَّقْب ز. 
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البرهان سنبدا بالمنطابقة التالية» التي تتحقق في حالة أي عدد صحيح غير سالب ©: 


611 : (2)0+ه- 4 
لدينا 





1 
ا 
(من المعادلة (6.11)) 20+ 28 
لكات 
ا 5 
: 26+ 28 
واد 
ا 
(من لمعادلة (1.11)) 0 2 28 + [م]8 - 
2 
0 
(لأن» ليست متحولاً عشوايًا) 2 28م 
10 


لتقو المجموع (/50')5:, نلاحظ أن العدد الكلي لأزواج المفاتيح في جدول التلبيد هو الذي يتصادم 
افقط. وتحسب خخحواص التلييد الشامل؛ فإن القيمة المتوقعة لهذا المجموع هي على الأكثر 


حمر 0 





لأن « > م. إذن» 





ا 
2+م > إت« م ]ع8 
1 


2 28-1 
>22 0 


نتيجة 11.11 





افترض أننا 


خرن : مفتاحًا في جدول تلبيد حجمه :2ح +7 باستخدام دالة تلبيد / مختارة عشوائيًا من صف 
شامل من دوال التلبيد؛ وأننا بعل حجم كلٌ جدول تلبيد ثانوي 2< ير حيث 1 -+7,... ,0,1 - ز 
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إذن يكون الحجم المتوقع من الذاكرة اللازمة الجميع جداول التلييد الثانوية في منهج التلبيد الكامل أقل 
من 2 
البرهاث الما كان 7« > رج حيث 1 - +7,... ,0,1 > نر؛ فإن المبرهنة 10.11 تعطي 


1 


5 1-0 


> 2 


وبذا يكتمل البرهان. ؟ِ 
نتيجة 12.11 

افترض أننا خرن « مفتاحًا في جدول تلبيد حجمه 8 > :7 باستخدام دالة تلبيد ‏ مختارة عشوائيًا من صف 
شامل من دوال التلبيد» وأننا بجعل حجم كل حدول تلبيد ثانوي 31 > :70 حيث 1 - 0,1,...,71 - نر. عندها 
يكون احشمال أن تساوي الذاكرة الكلية المستخحدمة للحداول التلبيد الثانوية قيمة :47 أو تتجاوزهاء قل من 1/2. 


البرهان نطبق متراجحة ماركوف (ت.30) ثانيةٌ /[/8]1 > ( < 8:3 ولكن هذه المرة على المتزاجحة 





(7.11) حيث ( 3/100 > إل و «ودع: 


5 
الس نا 
ل ل م 4 ح رام 8 
نك [. در ا 
2 


3 


0 
امرايم 


نلاحظ من النتيجة 212.11 أننا إذا فحصنا القليل من دوال التلبيد المختارة عشوائيًا من جماعةٍ شاملة» فسنجد 





سريعًا دالة تلبيد تُستخحدم حجمًا معقولاً من الذاكرة. 
تمارين 
تمر > 


افترض أننا ندرج : مفتاحًا في جدول تلبيد حجمه 8« باستخدام العنونة المفتوحة وتلبيد منتظم. وليكن 
00-10/2"-ه ك (70,)م. (لميح: انظر المعادلة (12.3).) 
اهى احتمال تجنب التصادمات إلى الصفر يسرعة. 





(,7)71 احتمال ألا يحدث أي تصادم. ب 





ناقش أنه عندما تتجاوز :7 القيمة 0/771 
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مسائل 
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1-1 حد أطول سبر للتلبيد 


تَْعَحُدِمٌ جدول تلبيد ذا عنونة مفتوحة حجمه +7 لتخزين 72/2 > < بندًا. 





افترض أننا 


أ 





2 - غء أن احتمال أن 


الترتيب 4 إلى أكثر من ع/ سبرا بالضبط هو *-2 على الأكثر. 





. بفرض أن التلبيد منتظم, بين في حالة 8... تحتاج عمليةٌ الإدراج ذات 


ب. بين في حالة #,...,1,2 > أنَّ احتمال أن تحتاج عمليةٌ الإدراج ذات الترتيب ؛ إلى أكثر من 218 
سيا هو (0)1/72. 


لششِر ب ,ا إلى المتحول العشوائي الذي يرمز إلى عدد السُبُور [جمع سَبْر] اللازمة لعملية الإدراج ذات 
الترتيب 4. وقد وجدت في الحزء (ب) أن (0)1/2 > (ج21 < ,)مم. افترض أن المتحول العشوائي 
ل مرئزى نه > )ل يرمز للعدد الأعظمي للسبور اللازمة ل :: عملية إدراج. 


ت. بين أن («/0)1 - (م«عا2 < نمم 
اث. بين أن العطول المتوقع [8]00 لأطول متتالية سير هو (:0)127. 
2-1 حدٌ حجم كَكُب عند استخدام الكُلعلّة 


افترض أن لدينا جدول تلبيد يحتوي « شَفْا وأنه جرى تمييز التصادمات بالسَلْسَلة؛ وافترض أنه جرى إدراج 





شَمْبِ. وليكن )1 عدد المفاتيح 
أن القيمة العظمى ل [/8]1. توفع 0 المتوقعة 


مفتاحا في الحدول. لكل مفتاح احتمالٌ متساوٍ في أن يلبّد في 
الأعظم في أي شَفْبٍ بعد أن تُدرّج كل المفاتب 
هي («هاها/ «ع00. 





أ. ناقش أن يكون الاحتمال .0 ليتلبد / مفتاحًا تمامًا في شَفْبٍ محدّدٍ يعطى بالعلاقة 





ب. ليكن + احتمال أ" 
ع مفتاحًا. بيّن أن 20 > م 





بن # - 080 أيء احتمال أن يكون الشقب الذي يحتوي غاا 


ات. استخدم تقريب عمذ5)61: المعادلة (3.18)» لتبيان أن *عزل*م > 0. 


اث. بيّن أنه يوجد ثابت 1 <ء بحيث 1/83 > ,ع0 حيث هاها/ «واء - و6. استنتج أن 


«/1 > يق لكل هلها /هواء - م < . 
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اج ناقش أن 
«عاء 
«هاع1 


جهاء 
ع1 


جهاء 
ا 











> اتأععجهد: 











< مل|ءه > امنا 


واستنتج أن (هاها / ج00 - [8]01. 
3-7 السبر التربيعي 
افترض أنه قد طُلِب إلينا البحث عن مفتاح / في جدول تلبيد مواققة 1 - +0,1,...,7: وافترض أن لدينا 
دالة تلبيد :/ تطابق فضاء المفتاح إلى المجموعة [1 -78,... ,0,1). يكون تمج البحث كالتالي: 





1. احسب القيمة (8)4 ح زر وضغ 





2. اسبر الموقع ] للمفتاح المرغوب . أَنْهِ البح إذا وجدته: أو إذاكان هذا الموقع فارعًا. 
3. ضّعْ 1+:-غ. إذا كان : يساوي الآن 0 يكون الحدول مملقء لذلك أنْهِ البحث» وإلاء 
ضَعْ « وهم (ر+ 1) ح ني ثم عد إلى الخطوة 2. 


افترض أن 74 من قوى العدد 2. 





بين أن هذا المخطط منتسّخ ممهاومة عن عنطط "السبر التربيعي" العام بإعطاء الثوابت المناسبة :© 
و ايع للمعادلة (5.11). 

اب. أنبت أن هذه الخوارزمية في أسوأ الحالات تفحص كل موقع في المدول. 

4-11 التلبيد والاستيقات «رمذلمع ةد طاامدلم 

ليكن 26 صمًا من دوال التلبيد تُقابل فيه كل دالة تلبيد 74 86 المجموعة الشاملةٌ من لفاتيح نا إلى 

(71-1,... ,0,1]. نقول إن 76 هو شامل من الطول | امدمع«زم-ع/ إذا تحقق أنى لكل متتالية ثابئة 

مكوّنة من / مفتاحًا متمايرًا (0)ب,... ,(2)ب,(3)+) ولأيّ # عنتار عشوائيًا من متتالية 26: فإن المتتالية 

((00:)م,... ,((2)م)م ,((3)مج)م) متساوية الاحتمال في أن تكون أَيّا من *71 متناليةٌ من الطول / حيث 

نُسحب العناصر من (1 - +7,... ,0,1]. 

أ. بيّن أنه إذا كانت جماعةٌ دوالٌ التلبيد 24 شاملةٌ من الطول 2 اهومع»فصد- 2 فإن 26 شاملة. 

ب. افترض أن المجموعة الشاملة ] هي بمجموعةٌ مكوّنة من قي ذات # مركبةء مسحوبة من 
و 
مركبة نا © (وبره,... روه ,روه) > » دالة التلبيد م8 حيث: 


1 - ر2ء حيث م أولي. خذ عنصرًا لا © (-بة,... روتدروة) ح عد. عرف لأي : 





286 الفصل 11 / جداول التلييد 


3 
. ملم 1 0 > ما 


1-0 


ليكن الصف (2) - 36. 


بن أنَّ 324 شاملٌء ولكن ليس شاملاً من الطول 2 1هدمعنها- 2. 





(شميح: أوجد مفتاحا ‏ 





له جميع دوال التلبيد في 76 القيمة نفسها.) 


ت. افترض أنا عدّلنا 74 قليلاً من الحزء (ب): بحيث يكون لأيّ لا ع © ولأيّ عنصر م2 © ا نعف 


- 
م لمم 0 + ديه 8 00605 


10 
و (نم1) > 7 ناقش كون '20 شاملاً من الطول 2. (تلميج: افترض عنصرين ثابتين لاع # 


و لاع بز بحيث بلرعه :د لقيمةٍ ما غ. ماذا يحصل لكل من (#)وم:/ و (/()ون:! حين تتغير قيم )© 


وه ضمن (2؟) 


ث. افترض أن م80 و منذاه اتفقا سرًا على دالة تلبيد # من جماعة من دوال التلبيد 26 شاملة ذات 





الطول 2. كل دالةٍ 76 © / تقابل بين فضاء المفاتيح لا و م2. حيث م 
رسالة «« إلى 130 بوساطة الإنترنت: حيث لا © 7. 
استيقان (71) > ع ويفحص 800 كون 


:. فيما بعد ترسل 06[ ايم 





ن هذه الرسالة ل 808 أيضًا بإرسال لصيقة 





خصمًا سيعترض مسار (,73) وتحاول أن يُفدع 800 بالاستعاضة عن هذا الزوج 





ناقش أن يكون احتمال أن ينجح الخصم في خداع 80 بقبول الزوج (/1/,4) هو على الأكثر 1/7: 
بقطع النظر عن قدرة الحساب التي يمتلكها الخصمء 
ا مستخدمة 36. 





وحتى لو كان الخنصم يعرف عائلة دوال التلبيد 


لامعا [211] و ؛#مده6 [145] مرجعات ممتازان عن تحليل خوارزميات التلبيد. يُرجِعْ «طاناها اختراغ 
جداول التلبيد وطريقة السَلْسَلة في تمييز التصادمات إلى «داندا .8 .11 (1953). وفي الوقت نفسه تقريبًا أوحد 
تله لدة .81 .© فكرة العنونة المفتوحة. 


قحم مامد و ممدروء للا 





الصفوف الشاملة لدوال التلبيد في عام 1979 [59]. 





من مقصسلعء؟ و وفاصم! و الغمعمهد5 [112] منهج التلييد الكامل للمجموعات الساكنة 
الذي عرض في المقطع 5.11. ووسّعَ #عوهنطاء]ماء01 وآخرون [87] طريقتهم للمجموعات الديناميكية 
ومعالحة عمليات الإدراج والحذف ل زمنٍ مُتَوَقع محمد (0)1. 
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أشجار البحث الثنائية 


تدعم بنيةُ معطيات أشجار البحث الكثير من العمليات على المجموعة الديناميكية؛ ويشمل ذلك عملية 
البحث 5588611: وإيجاد القيمة الصغرى 00112180301 وإيجاد القيمة العظمى 28411000080 وإيجاد السابق 
868550معمم» وإتجاد اللاحق 0085508عناق, وعملية الإدراج #5ع5لم! والحذف 816اء0. وبذلك» 
يمكننا استخدام شجرة البحث كمعجم وكرتل ذو أولوية #ناعنان بزالرماءم على حدّ سواء. 

تستغرق العملياثُ الأساسية على شجرة بحث ثنائية زمئًا يتناسب مع ارتفاع الشجرة. وفي حالة شجرة 
ثنائية كاملة من :7 عقدة؛ يستغرق زمنٌ تنفيذ مثل هذه العمليات (187)© ف أسوأ الحالات. ولكن إذا كانت 
الشجرةٌ سلسلةٌ خطّية من « عقدة؛ فإن العمليات نفسها تستغرق زمنًا (5)©) في أسوأ الحالات. وسنرى في 
المقطع 4.12 أن الارتفاع المتوقع لشجرة بحث ثنائية 
على المجموعة الديناميكية الأساسية على شجرة كهذه زمنًا وسطيًا (18)©. 

ومن الناحية العملية؛ لا يمكننا دومًا أن نضمن أن تكون أشجارٌ البحث الثنائية قد بُنيت عشوايّاء إلا 


بيه عشوائيًا هو (:0)187» وبذلك تستغرق العملياث 





أنه يمكننا إيجاد متغيرات (نسخ مُعدلة) من أشجار البحث الثنائية نضمن أن يكون أداؤها على العمليات 
الأساسية في أسوأ الحالات؛ جيدًا. يعرض الفصل 13 مثالاً عن مثل هذه المتغيرات؛ وهو الأشجار الجمراء- 
السوداء 5معم] باع2ا-لعم» التي ارتفاعها (:0)187. ويعرض الفصل 18 الأشجار المعممة 08-105 التي عير 
جيدة بصفةٍ خخاصة للحفاظ على قواعد المعطيات على قرص خخزن ثاثوي. 

بعد عرض الخصائص الأساسية لأشجار البحث الثنائية: تبيّن المقاطعٌ التالية كيف يمكن أن بوب شحرة 
وكيف نوجد العنصر 








بحث ثنائية لطباعة قيمها بتوتيب مفروزه وكيف نبحث عن قيمة في شجرة بحث 





الأصغر أو الأكبرء وكيف نوجد لاحق عنصرٍ ما وسابقه» وكيف ندرج في شجرة 
يُظهر الملحق -ب- الخصائص الرياضية الأساسية للأشجار. 


ما هي شجرة البحث الشنائية؟ 





تتتظم شجرةٌ البحث الثنائية؛ كما يوحي اسمهاء على شكل ث ائية» كما هو مبين في الشكل 1.12. 
يمكننا تمثيل هذه الشجرة بينية معطيات مترابطة تؤلّف كل عقدةٍ فيها غرضًا. وتحتوي كلك عقدة» إضافة إلى 
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0 )ب 





الشكل 1.12 أشجار بحث ثنائية. إن المفاتيح في الشجرة الفرعية اليسرى لأي عقدة بء تساوي على الأكثر 
زم .:؛ والمفاتيح في الشجرة الفرعية اليمنى من سه تساوي بزعم.» على الأقل. يمكن أن تمل أشجارٌ بحث ثنائية 
مختلفة مجموعة || .١‏ يتناسب زمن التنفيذ؛ في أسوأ الحالات: لأغلب عمليات البحث في الشجرة مع ارتفاع 
الشحرة. (أ) شجرة بحث ثنائية 
المفاتيح نفسها. 








ية أقل فعالية ارتفاعها 4 وتختوي 


المفتاح بزع/ والمعطيات التابعة 0812 ع11!اع)دو: على الواصفات يسار غ/12؛ ومين و7 و م التي تشير إلى 
العقد المقابلة للابن الأيسر وللابن الأيمن وللأب؛ على الترتيب. عندما يغيب الابن أو الأبء يحتوي الواصف 
الموافق القيمة 811 إن عقدة الجذر 0060046 هي العقدة الوحيدة في الشجرة التي تمتلك حقل أب 
يساوي .2011. 


من للفاتيح في شحرة بحث ثنائية دومًا بحيث تحقق خاصية شجرة البحث الشائية 
'وارع مجم عم سرع «مععستوجمسسزة: 

لتكن + عقدة في شجرة بحث ثنائية. فإذا كانت ,زر عقدةٌ في الشجرة الفرعية اليسرى ل ء فإن 

/زءنا .د > بره .بز. وإذاكانت نز عقدة في الشجرة الفرعية اليمنى ل عن فإن به .د < بزعء .لا. 
وهكذا فإن مفتاح الجذرء في الشكل 1.12(أ): يساوي 6 والمفاتيح 2 و 5 و 5 في شجرتها الفرعية اليسرى 
ليست أكبر من 6. والمفاتيح 7 و 8 في الشجرة الفرعية اليمنى ليست أصغر من 6. وهذه الخاصية نفسها 
محققة لكل عقدة في الشجرة. على سبيل المثال؛ إن المفتاح 5 في الابن الأيسر للجذر ليس أصغر من المفتاج 
2 في الشجرة الفرعية اليسرى لتلك العقدة وليس أكبر من المفتاح 5 في الشجرة الفرعية اليمنى. 

تسمح لنا خخاصية شجرة البحث الشائية بطباعة كل المفاتيح في شجرة البحث | 





رتيب مفروز 
بسيطة» تسمى تجوال في الشجرة وفق الترتيب البيني +الهدد عه« «06«مهط. 
ميت هذه الخوارزمية هكذا لكونما تطبع مفتاح جذر شجرة فرعية بين طباعة القيم الموجودة في شجرتها 





ياستخخدام خحوارزمية 
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الفرعية اليسرى وطباعة تلك الموجودة في شجرتها الفرعية اليمق. (بالطريقة نفسهاء تُطبع خوارزمية تجوال في 

الشجرة وفق الترتيب السبقي الهم« ع -ع#«معمم الحذرٌ قبل القيم في أي من الشجرتين الفرعيتين» وتّطبع 

خوارزمية تجوال في الشجرة وفق الترتيب اللحقي العم« ءمم/ +##د0دومم الحذرٌ بعد القيم في أشجارها 

الفرعية.) ولاستعمال الإجراء التالي لطباعة جميع العناصر في شجرة بحث ثنائية 27 فإثنا نستدعي 
(مه."1) كلدم لاع ممع معمج. 

)للم الامعع اسم عمعمجا 

افع ك1 1 

.)كنت الالعع« امم ممما َ 

رامعا عد أمامم 3 

(6نزوا” )علد لامع امعمدمما 4 

على سبيل المثال» تطبع خوارزمية تحوال في شجرة وفق الترتيب الداخلي المفاتيح في كل من شجرتي البحث 

الثنائية من الشكل 1.12 بالترتيب 2. 5 5 6» 7, 8. وتُستنبط صحة الخوارزمية؛ مباشرة» من تخاصية 

البحث - الثنا: 

تستغرق الخوارزمية زمنًا (2)© لتجوب شجرة بحث ثنائية من : عقدة» لأن الإجرائ» بعد الاستدعاء 

الأولي» يستدعي نفسته على نح عَوْدِي مرتين بالضبط لكل عقدة في الشجرة: مرةٌ في حالة ابنها الأيسر ومرة 

ف حالة ابنها الأيمن. وتُقدم المبرهنة التالية برهانًا منهجيًا على أن الخوارزمية تستغرق زممًا خحطيًا لإنجاز تجوال في 


البيني. 














شجرة وفق الترتيب 





مبرهنة 1.12 
إذا كان * جذرًا لشجرة فرعية من 7 عقدةء فإن استدعاء (*<)غ11م/اا-8 1008087-17 يستغرق 
زْمنًا ()©. 


البرهان لِتُشر ب (7)2 إلى الزمن الذي تستغرقه 16م /1«08088-188:8-18 لدى استدعائها عند جذر 
شجرة فرعية من :7 عقدة. لما كان غز1هم/0ا-1588-1000808# يزور جميع العقد : للشجرة الفرعية: كان لدينا 
(2)7 > (7)5. ييقى علينا إثبات أن (000 - (701. 

ولمًا كان 11م /1ا-1«08088-1828 يستغرق مدةٌ ثابتةٌ وصغيرة في شجرة فرعيةٍ فارغة (عند اختبار 
الل ع نن)ء فإن ء > (7)0 حيث 0 <ء ثابت ما. 

التفترضء في حالة 0 < #: أنه جرى استدعاء الإجراء 4116 /1288-18-«ع120022 عند العقدة + التي 
لشحرتما الفرعية اليسرى 6 عقدة ولشجرتما الفرعية اليمنى 2-4-1 عقدة. إن الزمن اللازم لإنحاز 


() كلاه الا-تانل8]-مع م1202 عدود ب 4 + (1-غ -4) 7 + (6) 7 > (7)0: حيث 4 ثابت ما 
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موجب تمامًا (0 < 4): يعكس حدًا أعلى لزمن تنفيذ معن الإجراء (2) ناه /8-6ع2-72ع020ن1 باسشاء 
الزمن المُستغرق في الاستدعاءات العودية. 

نستخخدم طريقة التعويض لثبت أن (0)8 > ()7 وذلك بيرهان أن ء + +«(4 + ع) > (7)0. من 
أجل 0 > 4« لدينا (7)0 دع دء + ١٠0‏ (4 +ع). ومن أجل 0 < 2, لدينا: 








4 + (1-»ع - »)7 + )7 > 700 
4+ 0 + 6-1 - )42 +ع )) +ن + ارك +ع )) - 
4 +ع + رك + ع)-ع + و(4 + ع) د 
بع + هه + ع) - 
وهذا هو المطلوب. 0 


تمارين 
12 
ارسم أشجار بحث ثنائية بارتفاع 2 و 3 و 4 و 5 و 6 لمجموعة المفاتيح (1,4,5,10,16,17,21). 
22 

ما الفرق بين نخاصية شجرة-البحث-الثنائية وخاصية الكومة و 





الأصغر مره»ط-15 (انظر الصفحة 154)؟ 
هل يمكن استخدام خخاصية الكومة وفق الأصغر لطباعة مفاتيح شجرة من « عقدة بترتيب مفروز في 
زمن (:0)7؟ اشرح الكيفية» أو اشرح لماذا لا يمكن ذلك. 





32 
أعطٍ خوارزميةٌ غير عودية تنطّذ تحوالا ني شجرة وفق الترتيب البيني. (تلميح: في حل سهلٍ يُستعمل مكدسٌ 
كبنية معطياتٍ رديفة. وفي حا أكثر تعقيدًاء لكنه أنيق» لا يُستعمل مكدسء وإنما يفترض أن بإمكاننا احتبار 


حالة تّساوي مؤشرين. ) 


4-2 

أعطٍ خوارزمياتٍ عَؤْدِية ثنفذ تموالاً ني شجرة بالترتيب السبقي وبالترتيب اللحقي في زمن (71)© على شجرة 
من 7 عقدة. 

5-2 


ناقش مايلي: لما كان فرز « عنصيًا يستغرق في أسوأ الحالات زمثًا (2)2187 وفق تموذج المقارنة 
اع5204 ممكفومدووع» فإن أي عوارزمية تعتمد على المقارنة لبناء شجرة بحث ثنائية من لائحة اعتباطية من 76 


عنصرًا تستغرق في أسوأ الحالات زمثًا (0عا )2. 
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استعلام شجرة بحث ثنائية 

كثيرا ما نحتاج إلى البحث عن مفتاح مخزن في شجرة بحث ثنانية. فإضافة إلى عملية البحث 58886011: يمكن 
أن تدعم أشجارٌ البحث الثنائية استعلامات مثل الأصغر 181030ا9ال/ الأكبر انااطازم24: اللاحق 
56085508 السابق 80802550#م. وسندرس؛ في هذا المقطع؛ هذه العمليات ونبين كيف يمكن تنفيذ 
كل منها في زمن (/)0: على شجرة بحث ثنائية ما ارتفاعها #. 


البحث 


نستخحدم الإجراء التالي للبحث عن العقدة التي تحتوي مفتاحًا محددًا في شجرة + 
مؤشر إلى جذر الشجرة ومفتاح 4 فإن إجراء البحث في الشجرة 728-5880114 يعيد مؤشرًا إلى عقدة 


ثنائية. فإذا كان لدينا 





مفتاحها ع/ إن وُجدتء وإلا فإنه يعيد .2011 


مما ممع ممم 

ما عد | به اللا عد ع كز 1 

عمسم 20 

رمك > ع ع1 3 

]مان هعفععم1 مسسعر 2 4 
لاغناوا”)نعمرعكهعه؟ مسسامم مكل 5 


تبدأ الإجرائية بحها من الحذر وتتبع مسارا بسيطا نازلاً باتجاه أسفل الشجرة؛ كما هو مبيّن في الشكل 2.12. 
ثم تقارن. لكل عقدة + تصادفهاء المفتاح م بالمفتاح بزع .. فإذا تساوى المفتاحان انتهى البحث. وإذا كان 
أصغر من بز»/ .بده استمر البحث في الشجرة الفرعية اليسرى ل بدء لأن نخاصية شجرة-البحث-الثنائية 
تقتضي عدم إمكان تخزين / في الشجرة القرعية اليمنى. وبالطريقة نفسهاء إذا كان / أكبر من مزهء/ .يد 
استمر البحث في الشجرة الفرعية اليمنى. تُشكل العقد التي تُصادّف خلال العودية مسارًا بسيطًا نازلاً من 
جذر الشجرة, ومن ثم فإن زمن تنفيذ 86©11م7288-58 هو (:/)0: حيث 4 ارتفاع الشجرة. 

يمكننا كتابة الإجراء نفسه على نحو تكراري ب "نشر عهذاامرصد" العودية إلى حلقة عاذط". وهذه النسخحة 
أكثر فعالية على معظم الحواسيب. 









)همه تعماعالتممعدا 
ترمعا عع عا فمة لاد عد ع علتطو 1 
رماع >وعا 2202 

عا دبع 3 

عاو - ع عواة 42 

* اناعم 5 
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الشكل 2.12 استعلامات على شجرة بحث ثنائية. للبحث عن امفتاح 13 في الشجرة فإننا تَتّبع المسار 
74-64-15 -134 بدا من الحذر. إن المفتاح الأصغر في الشجرة هو 2. ونحده بتعمّب المؤشرات اليسرى 
5عامادم عترها من الحذر. والمفتاح الأكبر هو 020 وبحده بتعقب المؤشرات اليمنى 75عا«اوم لوة7 من النذر. إن 
لاحق العقدة ذات المفتاح 15 هي العقدة ذات المفتاح 17 لكونه المفتاح الأصغر في الشجرة الفرعية اليمنى ل 15. لا 
تمتلك العقدة ذات المفتاح 13 ث يمنى: ومن ثم فإن لاحقها هو سلفها الأدن الذي ابنه الأيسر هو أيضًا 
سلفٌ. وني هذه الحالة: تكون العقدة ذات المفتاح 15 هي لاحقها. 





الأصغر والأكبر 
يمكننا دومًا العثور على عنصر في شجرة بحث ثنائية مفتاحها أصغري بتتيّع مؤشرات الأبناء اليسرى من الحذر 
إلى أن تُصادف القيمة .2011 كما هو مبين في الشكل 2.12. يعيد الإجراء التالي مؤشرًا إلى العنصر الأصغر في 
شجرة فرعية جذرها عند عقدة معطاة :د. والذي نفترضه لا يساوي 011«: 
() انا لجا لمعم 
الادغ عترعا بعد عالط 1 
عاد حبر 2 
عد يعم 3 
تُضمن خاصية شجرة-البحث-الثنائية صحة الإجراء 7888-81101001021. فإذا لم يكن للعقدة :د شجرة فرعية 
يسرى» فإن المفتاح الأصغر في الشجرة الفرعية التي جذرها د هو بزع .د: لأن كل مفتاح في الشجرة الفرعية 
اليمنى ل د هو على الأقل بكر برم».د. أما إذا كان للعقدة :د شجرة فرعية يسرى؛ فإن المفتاح الأصغر في 
الشجرة الفرعية التي جذرها * يقع في الشجرة الفرعية التي جذرها عند غ/ها.:: لأنه لا يوجد مفتاح في 
الشجرة الفرعية اليمنى أصغر من بإءء!.+< وك مفتاح في الشجرة الفرعية اليسرى ليس أكير من ب[#ع/.. 


إن شبه الرماز ل 001301031ى]/ة-ععم1 مشابه ل (2)ا ناج الجاالط-ععم1. 





ان 
انطع غازوا د علنطد 1[ 
عو د ح عر 2 

عد مسعم 3 
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يقد كلا الإجراءين في زمن (0)8 لشجرة ارتفاعها #. لأن متتالية العُقّد العارضة, كما في إجراء 
الع #م8-58 108 تشكل مسارًا بسيطاأ نازلاً من جذر الشجرة. 


اللاحق والسابق 

إذا كانت لدينا عقدة في شجرة بحث ثنائية» فقد تتاج أحيانًا إلى إيحماد لاحقها في التزتيب المفروز المُحدد 
بواسطة بحوال في شجرة وفق الترتيب البيني. فإذا كانت جميع المفاتيح متمايزة؛ فإن لاحق العقدة ‏ هي العقدة 
اذات أصغر مفتاح أكبر من بزم6.. تسمح لنا بنية شجرة البحث الثنائية بتحديد لاحق عقدة حتى بدون 
مقارنة المفاتيح. ويعيد الإجراء التالي لاحق العقدة د في شجرة بحث ثنائية إن كان موجوداء ويعيد .0011 إن كان 
مفتاح بد هو الأكير في الشجرة. 


60855080 لقعم 
لاغ غداواج.+ كذ 


1 

(ع( و" .عد ) اجناا !عع" مساعم 2 

مع« دير 3 

غالوا” بر عد امه نادف بر علط« 4 

اردع 5 

مدير 6 

بز لسعم 7 

بحرَئْ رماز الإجراء 788-50665508 إلى حالتين. إذا لم تكن الشجرة الفرعية اليمنى للعقدة > فارغة» 

فإن لاحق ‏ هي تمامًا أقصى عقدة يسرى 16852056 في الشجرة الفرعية اليمى؛ والتي بجدها في السطر 2 

باستدعاء (4/وف7#88-8018010020)*.7. على سبيل المثال» إن لاحق العقدة ذات المفتاح 15 في 
الشكل 2.12 هي العقدة ذات المفتاح 17. 

من ناحية أخرى؛ وكما يُطلب إليك في التمرين 62.12 بيانه؛ إذا كانت الشجرة الفرعية اليمى للعقدة * 

فارغة وكان ل # لاحق بزء فإن برهو السلف الأدق ل + الذي ابنه الأيسر هو أيضًا سلف ل #. إن لاحق 

العقدة ذات المفتاح 13 في الشكل 2.12 هي العقدة ذات المفتاح 15. ولإيجاد بن ما علينا إلا أن نصعد 

الشجرة ابتداء من * حتى نلاقي عقدة تكون هي الابن الأيسر لأبيها؛ تعالم الأسطر 7-3 في الإجراء 

550مععنا5-ععع1 هذه الحالة. 





إن زمن تنفيذ 88-50608550#م7 على شجرة ارتفاعها 8 هو (0)8» وذلك لأثنا إما أن نتبع 
مسارًا بسيطًا باتجاه أعلى الشجرةء وإما أن نتبع مساًا بسيطًا باتجاه أسفل الشجرة. إن الإجراء 
«مددععةمعوط-ع عو المناظر ل 0#ودععءعن5-ععول1 يُنفذ أيضًا في زمن (0)8. 

وحتى إن لم تكن المفاتيح متمايزة» فإننا تُعرْف لاحق أي عقدة ‏ وسابقها بالعقدة المُعادة من جراء 
الاستدعائين ()<550عع506-ععة1 و ()«هووعءءمعمومععم1 على الترتيب. 
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بإيجازء نكون قد برهنا المبرهنة التالية. 


مبرهنة 2.12 
يمكننا تنجيز العمليات على مجموعة ديناميكية: 
منها في زمن (0)8 على شجرة بحث : 








البحث. والأصغرء والأكبرء واللاحق والسابق بحيث تُنقُّذ كل 
ارتفاعها :. . 





تمارين 

1-2 

بافتراض أن لدينا أعدادًا بين 1 و 1000 في شجرة بحث ثنائية ونريد البحث عن العدد 363. أي من 
المتتاليات الآنية لا يمكن أن تكون متتالية من العقد المدروسة؟ 


أ. 344,397,363 ,330 ,252,401,398 


ب. 362,363 ,258 ,898 ,244 ,220,911 ,924. 


ات. 245,363 ,911,240,912 





اث. 266,382,381,278,363 ,219 ,2,399,387 
ج. 392,358,363 ,299 ,278,347,621 ,935. 


م2 
أكتب نسحات 








اية ل الإنالج 88-018" ول ا<لالجانتنا 


3 
أكتب إجراء البحث عن السابق 550#تاع8معع«ط-معم1. 


42 
يعتقد البرفسور بَنْيان «هلؤهدا8 أنه قد اكتشف خاصية مدهشة لأشجار البحث الثثائية. افترضْ أن البحث 





عن مفتاح # في شجرة بحث ثنائية قد اتتهى عند ورقة 36ع1. تأمل ثلاث مجموعات: 4, المفاتيح الواقعة إلى 
يسار مسار البحث؛ و 8» المفاتيح الواقعة على مسار البحث؛ و © المفاتيح الواقعة إلى يمن مسار البحث. 
يدعي البرفسور أن أي ثلاثة مفاتيح 4 ع » و 8 © ط و 6 عع يجب أن تحقق © > 8 > ». أعطٍ أصغر 
مثال معاكس يمكن أن يدحض ادعاء البرفسور بَْيان. 

5-2 

إذاكان لعقدةٍ في شجرة بحث ثنائية ابنان» فليس للاحقها ابنٌ أيسر وليس لسابقها ابنّ أيمن. 


بين 





6.2 


ادرس شجرة بحث ثنائية "7 مفاتيحها متمايزة. بيّن أنه إذا كانت الشجرة الفرعية اليمنى للعقدة * في الشحرة 
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'7 فارغة وكان بز لاحق ل مه فإن بز هي السلف الأدق 06اوعءمة إوع«و! ل د الذي ابنه الأيسر هو أيضًا 
سلف ل د. (تذكّر أن كلٌ عقدة هي سلف نفسها.) 

7_2 

ثة طريقة أخرى لتنجيز تحوال بيني في شجرة بحث ثنائية مؤلّفة من :< عقدة» وذلك بإيجاد العنصر الأصغر في 
الشجرة باستدعاء 7888-8410013/1000) ومن ثم إجراء 1 - + استدعاء ل 7888-5006008550#. برهن أن هذه 
الخوارزمية تنفذ ف زمن (02)©. 

8 

برهن أنه ا كانت العقدة التي نبدأ منها في شجرة بحث 
ل 85508عع 1888-5 يستغرق زمنًا (( + )0. 





ارتفاعها 8 فإن / استدعاء متعاقبًا 


92 
لتكن 7 شجرة بحث ثنائية» مفاتيحها متمايزة» ولتكن :د عقدة ورقة وليكن /ز أباها. بين أن بزعا .بر هو إما 
المفتاح الأصغر في 7 الأكبر من بزمم/.بدء وإما هو المفتاح الأكبر في "7 الأصغر من «إ©»/.*. 





3.2 


الإدراج والحذف 

تُسبّب عمليتا الإدراج والحذف تغيررٌ امجموعة الديناميكية المُمئلة بشجرة بحث ثنائية. ولا بد من تعديل بنية 
المعطيات كي يظهر هذا التغيبر» ولكن بطريقة تسمح بالمحافظة على خاصية شجرة-البحث_-الثنائية. وسئرى 
لاحمًا أن تعديل الشجرة لإدراج عنصر جديد هي عملية مباشرة نسبيّاك ولكن معالحة الحذف عملية أكثر 


تعقيدًا نوعًا ما. 





الإدراج 

نستخحدم إجراء 7858-18051:87 لإدراج قيمة جديدة ل في شجرة بحث ثنائية "3. يأخخذ الإجراء العقدةٌ 2 التي 
ها بدت برهم/.2 و .1لا - ع/».2 و از - غو.2. يُعدّل الإجراء الشجرةٌ "7 وبعض واصفات 2 بحيث 
يُدرج 2 في مكان مناسب في الشجرة. 


(5)1,2عو«اسععم1 

دع بر 1 

7706 دع 2 

اند ع عالط« 3 

دير 4 

معان > بروعا.2 كذ 5 
]عا دع 6 
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ومع دع ماه 0 7 

دمج 8 

امعد رز 9 

لإاجصت عدن 1 ع1 || 2 - غوه:.17 10 
برمعاءيز > برمعاءج تعدا 11 

2ععزهاءرس 120 

2 د عاوا”ميز موا 13 





يبين الشكل 3.12 آلية عمل الإجراء 188-1858775 يبدأ الإجراء 1858-185857: كما هو الحال في 
الإجرائيتين 1888584814 و العس#دع5-ع8م1-ع/10تهوع11: من جذر الشجرة ويرسم المؤشر * مسارًا 
بسيطًا نازلاً باحنًا عن 801 ليستعيض عنه بعنصر الدل #. يحافظ الإجراء على مؤشر الأثر 
نادم و«ااوى بر كاب ل . بعد الاستبداء. تسبّب حلقةٌ »ازط» في الأسطر 7-3 تحريك هذين المؤشرين 
باتجاه أسفل الشجرة؛ ويتجهان يسارًا أو عِيئًا اعتمادًا على نتيجة مقارنة بزم/.2 ب بإم/.؛ حتى يصبح + 
مساويًا 1ل. يشغل .011 هذا المكان الذي نرغب وضع العنصر 2 فيه. وتحتاج إلى مؤشر الأثر بن لأننا عندما 
بحد ال .11لا الني ينتمي إليها 2 يكون البحث قد تقدم خبطوة واحدة إلى ما بعد العقدة التي تحتاج إلى تغيير. 
تميئ الأسطر 13-8 المؤشرات التي تسبّب إدراج 2. 

وعلى نحو مماثل للعمليات الأولية الأرى على أشجار البحثء يُنَقّذْ الإحراء 7888-1258 في زمن 





هناك ثلاث حالات أساسية للاستراتيجية الشاملة لحذف عقدة 2 من شجرة بحث ثثائية '3) ولكن إحدى 
هذه الحالات تنطوي على شيءٍ من الدقة والتعقيد كما سيتبيّن لنا لاحمًا. 





الشكل 3.12 إدراج عنصر مفتاحه 13 في شجرة بحث ثنائية. تشير العقد الخفيفة التظليل إلى المسار البسيط 
المنحدر من الحذر ياتجاهالموضع الذي جرى فيه إدراج العنصر. يشير الخط لمتقطع إلى الوصلة في الشجرة التي أضيفت 
الإدراج العنصر. 
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إذا لم يكن ل 2 أبناء» فإننا ببساطة نزيلها بتغيير أبيها بالاستعاضة عن 2 ب .11ل( كاين لها. 

إذا كان ل 2 ابن وحيد فإننا نرقع هذا الابن ليأذ مكان 2 في الشجرة بتعديل أبي 2 للاستعاضة عن 2 
باين 2 

إذا كان ل 2 ابنان» فإننا نوحد بر لاحق 2- الذي يجب أن يكون في الشجرة الفرعية اليمنى ل 2- ونجعل 
بر تأحذ مكان 2 في الشجرة. ما تبقى من الشجرة الفرعية اليمنى الأصلية ل 2 تصبح الشجرة الفرعية 
اليمنى الجديدة ل بزء وتصبح الشجرةٌ الفرعية اليسرى ل 2 الشجرةٌ الفرعية اليسرى الجديدة ل بز. ويتمثل 
وجه التعقيد في هذه الحالة, كما سنرىء في الأهمية المترتبة على كون نز الاين الأيمن ل 2. 


يأخذ إجراءُ حذف عقدةٍ معطاةٍ 2 من شجرة بحث ثنائية 7 مؤشرّين إلى 7 وإلى 2 كمحدّدئن 


كا «سورن. يُرنْب الإجراء حالاته بطريقة مختلفة قليلاً عن الحالات الثلاث المذكورة آنقّاء وذلك باعتبار 
الحالات الأربع المبينة في الشكل 4.12. 


1الخام5ل(م18) الذي يستعيض عن شجرة 





إذا لم يكن ل :2 ابن أيسر (الجزء (أ) من الشكل)» فإننا نستعيض عن 2 بابنه الأمن؛ الذي من اللمكن 

أن يكون 011 أو لا يكون. فإذا كان الابن الأبمن ل 2 يساوي .11ج فإن هذه الحالة تُعَا مع الوضعية. 

ليس فيها ل # أبناء. أما إذا كان الابن الأيمن ل 2 لا يساوي .1ائجء فإن هذه الحالة تُعَالِج الوضعية 

التي فيها ل 2 ابن وحيدء الذي هو ابنه الأيمن. 

إذا كان ل 2 ابن وحيد؛ الذي هو ابنه الأيسر (الجزء (ب) من الشكل)؛ فإننا نستعيض عن 2 بابنه 

لايس 

وفيما عدا ذلك؛ فإن ل 2 ابن أيسر وابن أيمن. نوجد ,ز لاحق 2: الذي يقع في الشجرة الفرعية اليمنى 

ل 2 وليس له ابن أيسر (انظر التمرين 5-2.12). نريد أن تُنْع بز من مكانه الحالي ونضعه مكان 2 في 

العسرف 

٠‏ إذاكان بز الابن الأيمن ل 2 (الجزء (ت)» فإننا نستعيض عن 2 ب يزه تاركين الابن الأيمن ل بز 
على حاله. 

٠‏ وإلاء يقع بز في الشجرة الفرعية اليمنى ل 2: ولكنه ليس الابن الأيمن ل 2 (المزء (ث)). وفي هذه 
الحالة» نستعيض بدايةٌ عن /ز بابنه الأيمن» ومن ثم نستعيض عن 2 + /[. 

ولكي غك شحرات فرعية ضمن شجرة بحث ثائيق فإننا ترف مسائًا فرعيًا “التطعيم" 

فرعية واحدة التي هي ابن لأبيها بشجرة فرعية أخرى. عندما 





يستعيض 7840057148015 عن الشجرة الفرعية التي جذرها العقدة :: بالشجرة الفرعية التي جذرها طء فإن أبا 
العقدة به يصبح أبا العقدة بده وينتهي الأمر بأبي ئة بحيث يتخذ <١‏ اينًا مناسبًا له. 
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0 3 اجون 





9 
ب 2 سه 1 0 





الشكل 4.12 حذف عقدة 2 من شجرة بحث ثنائية. يمكن أن تكون 2 هي الحذرء أو ابنًا أيسر للعقدة و: أو ابنًا 
أيمن ل و. (أ) ليس للعقدة 2 أي ض عن 2 بابنها الأيمن : الذي يمكن أن يساوي .2/11 أو لا. 
(ب) للعقدة 2 ابن أبسر ) ولكن ليس لها ابن أيمن. ن 
العقدة 4, والابن الأيمن هو لاحقها بره والاين الأيمن ل بر هو العقدة د. نستعيض عن 2 ب بزء وتُحدّثُ الابن الأيسر 
ل بر ليصبح ! تاركين * كابن أمن ل بر. (ث) للعقدة 2 ابنان ( ابن أيسر / وابن أيمن 7) ولاحقه 
” يقع في الشجرة الفرعية التي جذرها يقع عند خ. نستعيض عن (ز بابنه الأيمن #ه ومعل بز أبا ل «. ثم بجعل بز ابا 
ل ووأبا ل ). 





بن أيسر. ان 
ض عن 2 ب 4. (ت) للعقدة 2 ابنان» الابن الأيسر هو 





بر الذي لا يساوي 





(7,لا,'1) 1الخام5الممع 1 





1 
2 
3 
4 
5 


غازوة«.ص .له عوك 
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اللاغ تاعة 6 

دوه ”ا 

يعالج السطران 1 و 2 الحالة التي يكون فيها به جذر 7. وإلاء فإن ا هو إما ابن أيسر أو ابن أيمن لأبيه. 

يهتم السطران 3 و 4 بتحديث عتءا.م.مة إذا كان مد ابنًا أيسرء ويُحَدّث السطر 5 غلوة».ص.لة إذا كان لا 

ابنًا أحن. نسمح بأن يكون ٠‏ يساوي .11ل« ويُحْدث السطران 6 و 7 م.ن إذا كان نا لا يساوي .1ل. لاحظ 

أن 7الهماماجهة1 لا يحاول تحديث عثرءا.ن و غ«و7.نه إذ تقع مسؤولية القيام بذلك أو عدم القيام به 
على عائق مُستدعي 1الها7940159. 


وبوجود الإجراء 7243/5818007 بين أيديناء نورد فيما يلي الإجراء الذي يحذف عقدة 2 من شجرة بحث 





اثنائية '7: 

(878)1,2اع مقعم 

الدع ؤرماءج كز 1 
(غن(وا:.1)1,2,2للما جيم 2 

1 لاوا”ة كلفوك 3 

ا 4 

(غنوأ" .2)احنا جا« لمعم د بر موك 5 

2ع ماركة 6 

6 /وا” .لا ,/[,'1)1الخام المع 7 

علاوات.ة - عناواد ير 8 

برع مغاوام يز 9 
(7)1,2,1المامكاجيم1 10 

]عا دع /هاءنر 0 


ددمم وار 120 


ينقد الإحراء 58167-:78 الحالات الأربع كما يلي. يُعالم السطران 2-1 الحالة التي ليس فيها ل 2 
ابن أيسرء ويُعالم السطران 4-3 الحالة التي يكون فيها ل 2 ابن أيسر وليس له ابن أيمن. تُعابلح الأسطر 12-5 
الحالتين | » واللتين ل 2 فيهما ابنان. يوجد السطر 5 العقدة بزء التي هي لاحق 2. ولما كان ل 2 شحرة 
فرعية يمنى غير فارغة» فيجب أن يكون لاحقه هو العقدة التي لما أصغر مفتاح في تلك الشجرة الفرعية؛ لهذا 
السبب جرى استدعاء (728:8-911012/1031)2.749/6. وقد ذكرنا سابقًا أنه ليس ل ([ ابن أيسر. تريد أن 
ْنع بز من مكانه الحاليء وأن نضعه مكان 2 في الشجرة. فإذا كان نز الابن الأيمن ل 2 فإن الأسطر 12-10 
تستعيض عن 2 بوصفه ابا لأبيه ب بر وتستعيض عن الابن الأيسر ل بز بالابن الأيسر ل . وإذا لم يكن بز 
الابن الأيمن ل 2ء فإن الأسطر 9-7 تستعيض عن /ز بوصفه ابنًا لأبيه بالاين الأيمن ل بز وتحوّل الابن الأيمن 
ال ليكون الابنَ الأيمن ل يزه ومن ثم تستعيض الأسطر 12-10 عن 2 بوصفه ابنًا لأبيه ب ب وتستعيض عن 
الابن الأيسر ل بز بالاين الأيسر ل 2. 








30 


الفصل 12 / أشجار البحث الثنائية 


يستغرق تنفيذ كل سطر من 788-5818178 بما فيها استدعاءات 007ه ]7840055 زمنًا ثابئّاء ما عدا 
السطر 5 الذي يستدعي 001ا788-201:100. ومن تم يقد 8عاع 7288-8 في زمن (0)08 على شحرة 
ارتفاعها /. 

وبالجملة» نكون قد أثبتنا المبرهنة التالية. 


مبرهنة 3.12 

يمكننا تنجيز عمليات الإدراج والحذف على بجموعة ديناميكية بحيث تُنقّد كل منها في زمن (:0)8 على شحرة 
بحث ثنائية ارتفاعها :/. 9 
تمارين 

1-2 


أعطٍ نسكّة عوديّة للإجراء كمعول«ا-ععم1. 

م2 

افترض أننا بإدراج متكرّر لقيم متمايزة في الشجرة. ناقش أن عدد العقد المختيزة في 
عملية البحث عن قيمة في الشجرة يساوي عدد العقد المُختيزة حين إدخال القيمة أول مرة في الشحرة 
مضاقًا إليه واحد. 





شجرة بحث 


3 
يمكننا فرز بجموعة معطاة من « عددًا بإنشاء شجرة بحث ثنا: 
185887 تكراربًا لإدراج الأعداد واحدًا تلو الآخر). ومن ثم طباعة الأعداد باستخدام إجراء تجوال في شجرة 

وفق الترتيب البيني. ما هو زمن التنفيذ في أسوأ الحالات وفي أحسن الحالات لخوارزمية الفرز هذه؟ 





تحتوي هذه الأعداد (باستخدام -888]” 


42 
هل عملية الحذف "تيد يْلّف الشحرة 


نفسها عند حذف بر ثم #؟ ناقش لاذا نحصل على الشجرة نفسها أو أعطٍ مثالاً معاكسًا يدحض ذلك. 





أ اناتتتومء" بمعنى أن حذف «« ثم بز من شحرة 


5 
افترض أنه عوضًا من أن تحتفظ العقدة بد بالواصفة .يت التي تشير إلى أبي >ء فإنما تحتفظ ب 466و .* التي 


تشير إلى لاحق «. أعطٍ شبه رماز لتنجيز 4اك#هع5 و 185887 و 281578 على شجرة بحث ثنائية "1 
باستخخدام هذا التمثيل. علمًا بأنه يحب أن تتقّذ الإجراءات في زمن (0)8: حيث 8 ارتفاع الشجرة '7. 
(تلميح: يمكن أن ترغب بتنجيز مساقٍ فرعي يعيد أبا عقدة.) 

662 

يُكنناء عندما يكون للعقدة 2 ابنان في 151اع5-عم7: اختيار عقدة نز بحيث تكون سابقتها لا لاحقتها. 


4.12 * 
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ما هي التعديلات الأخرى اللازم إجراؤها على 728-9818718 إذا قمنا بذلك. رأى البعض أن استراتيجية 
عادلة؛ متمثلة بإعطاء الأولوية نفسها للسابق واللاحق؛ أي إعطاء الأولوية نفسها للسابق واللاحق؛ تعطي 
نتائج تحريبية أفضل. كيف يكن تغيير 7288-8878 لإبحاز مثل هذه الاستراتيجية العادلة؟ 


أشجار بحث ثائية مبنية عشوائيًا 
ْنا سابمًا أن كلاً من العمليات الأساسية على شجرة بحث ثنائية تنفذ في زمن (0)8» حيث 4/ ازتفاع 
الشجرة. على أن ارتفاع شحرة بحث ثنائية يتغيّر دومًا مع إدراج عناصر وحذفها. على سبيل لمثال» إذا حرى 
إدراج العناصر :: بترتيب متزايد تمامًاء كانت الشجرة سلسلةٌ بارتفاع 1 -2. من ناحية أخرى» يبين 
التمرين ب.4-5 أن [7ه1] < 8. وكما في حالة الفرز السربع؛ يمكننا أن نبيّن أن سلوك الحالة الوسطى 
عكقء عجهه»2 أكثر قربا لأحسن الحالات منه لأسوأ الحالات. 

لكنناء ولسوء الحظء لا نعلم إلآ القليل عن الارتفاع الوسطي لشجرة بحث ثنائية عندما يُستخدم الإدراج 
والحذف معًا لإنشائها. عندما تُنشأ الشجرة بالإدراج ققطء يكون التحليل قابلاً للتعقب أكثر. لذلك يمكننا 
أن تُعرّف شجرة بحث ثائية مبنية عشوائيًا مهما مكمعد برمهاراط اافلاط برا «م4دههم على :: مفتاحا على 
أنما شجرة تنشأ من إدراج المفاتيح بترتيب عشوائي في شجرة فارغة في البدايةء حيث يكون لكل من تباديل 
مفاتيح الدخحل ال !: الاحتمال نفسه. (يُطلب إليك في التمرين 3-4.12 أن تبيّن أن هذا المفهوم مختلف عن 
في هذا المقطع الجُبرهنة الثالية, 





افتراض أن كل شجرة بحث ثنائية على :< مفتاحًا لها الاحتمال نفسه. 





مبرهنة 4.12 

القيمة المتوقعة لارتفاع شجرة بحث ثنائية مبنية عشوائيًا على :: مفتاحا تساوي (:00187؛ بافتراض أن جميع 
المفاتيح متسايزة. 

البرهان نبدأ بتعريف ثلاثة متحولات عشوائية تساعد في قياس ارتفاع شجرة بحث ثنائية مبنية عشوائيًا. 
عشوائيًا على 7 مفتاخا ب م١‏ وتُعرّف الارتفاع الأسي 
ثنائية على 2 مفتاحاء فإننا تختار أحد المفاتيح 


ثرمز لارتفاع شجرة بحث ثناي 








انليذ«! اما«ع سودي 230 - ملا. عندما نبني شجرة 
باعتباره جذراء ولُشر ب ,8 إلى المتحول العشوائي الذي عِثّْل مرتية 768 هذا المفتاح ضمن مجموعة من 7 
مفتاحا؛ أي إن ,8 تمل الموقع الذي يجب أن يحتله هذا المفتاح إذا قرت مجموعة المفاتيح. يمكن أن تكون 
قيمة ,8 أعيّ عنصر من المجموعة (:1,2,...,7]: باحتمالات متساوية. إذا كان ؛ > ,8 فإن الشححرة الفرعية 
اليسرى للجذر هي شجرة بحث ثنائية مبنيّة عشواتيًا على 1 --] مفتاح» والشجرة الفرعية اليمنى للجذر هي 
الثتائية أكبر بواحد من أكبر 








شجرة بحث ثنائية مبنيّة عشوائيًا على : - 2 مفتاحًا. ولما كان ارتفاع الشجرة 
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ارتفاعي الشجرتين الفرعيتين للجذرء فإن الارتفاع الأسي للشجرة الثنائية يساوي ضعف أكبر ارتفاع أسي 
اللشجرتين الفرعيتين للجذر. فإذا علمنا أذ ير اقتضى ذلك أن 





١‏ سوا !)هد ١‏ 2 د برا 
وف الحالات الأساسية» لدينا 1 > يلاء لأن الارتفاع الأسي لشجرة بعقدة واحدة يساوي 1 > 20 وللملاءمة 


تُعرف 0 ولا 





ترف بعدها متحولات عشوائية مؤشرة برو ,... ,جم ,بر حيث 

5 
ولما كانت قيمة ,,# يمكن أن تكون أي عنصر من المجموعة (:1,2,...,7] باحتمالات متساوية؛ استتبع ذلك 
أن 1/8 > () > ,8]مم ف حالة ::,...,2 ,1 > 4 ومن ثم يكوز 





)اد 








لدينا من التوطئة 1.5 
(1.12) «/1 د [بق]ة 
في حالة ,....1,2 > 6. وبالنظر إلى أن قيمة واحدة بالضبط ل ,م2 تساوي 1 وجميع القيم الأخرى 


تساوي 0» يكون لدينا أيضًا 


((س واب ]!) سقس ١‏ 02 





أن [,8]1 هو كثير حدود في ؛ وهذا يقتضي أخيزا أن (0018 > [,8]1. 

ندعي أن المتحولات العشوائية المؤشرة (1 > ,8)! ح ,م2 مستقلة عن فيم .]/ و -ملا. ولأننا اخترنا 
4 > ,را فإن الشجرة الفرعية اليسرى (التي ارتفاعها الأسي .-,ا) ثبنى عشوائيًا على 1 - ] مفتاحًا التي 
مراتبها أقل من :. تشبه هذه الشجرةٌ الفرعية تمامًا أي شجرة بحث ثنائية مبنية عشوائيًا على 1 - ] مفتاحًا. 
وباستشناء عدد المفاتيح التي تحتويها بنيةٌ هذه الشجرة الفرعية, فإنها لا تتأثر أبدًا باحتيار ؛ > ,,8؛ ولذلك فإن 
المتحولين العشوائيين .كا و ,2 مستقلان. وبالمثل» فإن الشجرة الفرعية اليمنى. التي ارتفاعها الأسي ,ولا 
مبنية عشوائيًا على :7 مفتاحًا مراتبها أكبر من 4» وبنيتها مستقلة عن قيمة ,,8؛ ومنه فإن المتحولين 
العشوائيين ,ا و ,2 مستقلان. إذن يكون لدينا 








2 
((س م0 عد قبمة رأ - لوا 
2 
(من خحطية التوقع) [(0لامد عمس ١‏ 2)ن8]2 |9 - 
86 


(من الاستقلالية) [(لسكا 





تقس ١‏ 8])2 أنقاة 2 5 
2 
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(من العامة (0.12)... [(لس ايت )حدس 82 812 


121 


1 





. 
(من اللعادلة (ت .22)) [((سولا 0 «هد]ة رج 
2 


8 
(من التمرين (ت .3 - 4)) (لسلاة + لدان 20 > 


6 
لما كان كل حدٌّ [.-«[]8]10[,8]1[....,8 يظهر مرتين في عملية الجمع الأخيرة» مرة في الحد [.-)8]1: 
ومرة في الحد [_,1]» فإننا نمحصل على العلاقة العّؤدية 


212) ]8 ددم ك لاع 
2 
وباستعمال طريقة التعويض؛ سنبيّن أن للعلاقة العودية (2.12) الحل التالي» لجميع الأعداد الصحيحة 
الموجبة 1 
'3+/1 
) 3 )1 ك لكا 


وبالقيام بذلك؛ نستخدم المتطابقة 
0 
+3١‏ '3 +4 
هنم 00 
2 
(يُطلب إليك في التمرين 1-4.12 برهان هذه المتطابقة.). 
ثلاحظء في الحالة الأساسيةه أن الحدود 1/4>-(12)3> [8]10 - 0-10 
7 1- 20017 > للا ع را 1 تبقى محققة. أما في حالة الاستقراء, فيكون لدينا 


نا لح > لما 





52 
بجت 1+3 4 
(من الفرضية الاستقرائية) 0 3 0 

153 4+3 
8 ( 3 / 

2 

+3١ 3‏ 1 
(من المعادلة (3.12)) ) 2 
جم 1 
4-10 ص 
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لقد حَدّدنا [,5]1: ولكن هدننا النهائي هو أن مُحْدّد [,8]7. وكما يُطلب إليك في التمرين 4-4.12 
بيانه» فإن *2 > (*)/ دالة مُحَدَّية (انظر المقطع ت-3 في الحزء الثاني من هذا الكتاب). لذلك؛ يمكننا تطبيق 
متراجحة جنسن 'إ]زلهناو 106 1605605 (ت.26): التي تقول بأن 


2زم > لاقع 


[8]10 - 
كما يلي: 
1/4+3 
2 لكا 
امك 
26+2 +326 ج16 
6 3 
6 +11 +2 
1 24 0 
ينتج عن أخحذ لغاريتم الطرفين أن (001871 > [,8]1. - 
تمارين 
1 


أثبت المعادلة (3.12). 


2212 
وصّف شجرة بحث ثنائية من 7 عقدة بحيث يكون العمق الوسطي 





في الشجرة يساوي (901871 في 
حين يكون ارتفاع الشجرة مساويًا (18)ره. أعطٍ الحد الأعلى المقارب لارتفاع شجرة بحث ثنائية من 7 
عقادة يكون العمق الوسطي لعقدة فيها مساويًا (1870)©. 

342 

بيّن أن مفهوم شجرة بحث ثنائية مختارة عشوائيًا من : مفتاحاء حيث احتمالات اختيار كل شحرة من 
شجرات البحث الثنائية المؤلفة من :: مفتاحًا متساوية؛ مختلفٌ عن مفهوم شجرة البحث الثنائية المبنية عشوائيًا 
المشروحة في هذا المقطع. (تلميح: اسرد الاحتمالات الممكنة عندما 3 < «.) 

44112 

بين أن *2 ع («)ل دالة محدبة. 
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52 + 
ادرس إجراء 01©1507ا000/1280-0نجم# يعمل على متتالية من # عددًا دخلا متماياً. برهن؛ أنه مهما 


يكن الثابت 0 < علء فإن جميع تباديل الدخل ال :د ما عدا (*/0)1 تُنفذ في زمن (0)187. 


1-2 أشجار بحث ثائية بمفاتيح متساوية 
تطرح المفاتيح المتساوية مشكلةٌ عند بناء أشجار بحث ثثائية. 

أ. ما هو الأداء المقارب ل 788-105877 عند استخدامها لإدراج : عنصرًا لما المفاتيح نفسها في شجرة 

بحث ثنائية حالتها الابتدائية فارغة؟ 

نقترح تحسين 788-1805887 بإجراء اختبارٍ قبل السطر 5 لمعرفة كون بزم/.» ح برم4 .2 واختبارٍ قبل 
السطر 11 لمعرفة كون بزءء/ .بز > بزهم.2. نطبق إحدى الاستراتيجيات التالية في حال تحققت المساواة. 
أوجدء من أجل كل استراتيجية: الأداء المقارب لإدراج 7 عنصرًا بمفاتيح متساوية في شجرة بحث ثنائية حالتها 
الابتدائية فارغة. (الاستراتيجياثُ موصفةٌ لنستخدم في السطر 5: الذي نقارذ 
عن + ب بز للوصول إلى الاسترانيجيات من أجل السطر 11.) 
ب. احتفظ بالراية البوليائية (م. عند العقدة عدء وأسند إلى عد إما غ/»!..د وإما 4:/و7.* اعتمادًا على قيمة 
بر فيها د لال عملية إدراج عقدة لها مفتاح * 








فيه مفتاح 2 بمفتاح +د. استعض 





.د التي تتبدل بين هاه و 78108 في كل مرة 
ات. احتفظ بلائحة العقد التي لما المفاتيح المتساوية عند عه وأدرج 2 في اللائحة. 
. أسند إلى > القيمة غ/ 3.6 أو +/و7.د عشوائيًا. (أعطٍ الأداء في أسوأ الحالات؛ واستنبط زمن التنفيذ 
المتوقع.) 
2-2 أشجار الأسس 
ليكن لدينا سلسلتا امحارف م»... يوه > © و وط ... رطوط > طء حيث كل من .© و رط هي مجموعة 
ن امخارف. نقول عن سلسلة المحارف ح إنا أق ل أبجديًا «مءل؛ ددها نزالهءةلاررهجهمءيها من سلسلة 


ع 





مرتية 

المحارف 8 إذا تحقق أحد الشرطين: 

1. يُوحد عدد صحيح ل حيث (و,م)نم > ز> 0: وبحيث يكون إط > يه لكل القيم 
1-[,...,0,1 > 1 ورط > به أو 


2 و > موعط ح يه لكل القيم ص, ... 
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الشكل 5.12 مخز شجرة أسس ممما »ةلهم سلسلة محارف البتات 1011 و 10 و 011 و 100 و 0. يمكننا 
تحديد مفتاح كل عقدة باجتياز المسار البسيط من الحذر إلى تلك العقدة. لذلك؛ لا حاجة إلى تخزين المفاتيح في 
العقد؛ تظهر المفاتيح هنا لأغراض توضيحية فقط. تَُلّل العقد بشدة حين لا تكون مفاتيحها موجودة في الشجرة؟ 
والغاية الوحيدة من وجود هذه العقد إنشاء مسار إلى عقد أخرى ليس غير. 





على سبيل المثال» إذا كان »© و 6 سلسلتي محارف بتات» فإن 10110 > 10100 بحسب القاعدة 1 
(وجمعل 3 - ز)» و 101000 > 10100 بحسب القاعدة 2. وهذا الترتيب مشابه للترتيب المُستخدم في 
معاجم اللغة الإنكليزية. 

عون بنية المعطيات من غط شجرة الأسس ع6 :هم المبينة في الشكل 5.12 سلسلة محارف البتات 
1 و 10 و 011 و 100 و 0. ولدى البحث عن مفتاح مه... هوه - 4 فإننا نذهب يسارًا عند 
العقدة التي عمقها ؛ إذا كان 0 > ب»ء وبيئًا إذا كان 1 > ». لتكن 5 مجموعة من سلسلة بتات متمايزة 
مجموع أطوالها يساوي 4. 
الشكل 05.12 يجب أن تكون نتيجة الفرز هي المتتالية 1011 ,100 ,011.10 ,0. 





ن كيف نستخحدم شجرة الأسس لفرز 5 أيمديًا في زمن (7)©. في حالة المثال في 


03-2 العمق الوسطي لعقدة في شجرة بحث ثائية مبنية عشوائيًا 
نبرهن في هذه المسألة أن العمق الوسطي لعقدة في شجرة بحث 





مبنية عشوائيًا على : عقدة يساوي 
(00187. ومع أن هذه النتيجة أضعف من نتيجة المبرهنة 4.12: فإن الأسلوب الذي سنعتمده يُظهر تشائمًا 
مدهشًا 





بناء شجرة بحث ثنال 





بذ الإجراء 90211280-010161508 اج من المقطع 3.7. 
تزف الطول الكلي للمسار «اله:«»! :اهم 1هاه/ (2)7 لشجرة ثنائية 7 على أنه بجموع عمق كل 


العقد »د في الشجرة "3 ونرمز له ب (4)2,1. 





أ. برهن أن العمق الوسطي لعقدة في 7 يساوي 


3 1 
. )م - (تمه 20 


د 
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وهكذا تنبت أن القيمة المتوقعة ل (2)1 تساوي (0021871. 
ب. النشر ب :3 و 3 إلى الشجرة الفرعية اليسرى والشجرة الفرعية اليمنى للشحرة 7: على التزتيب. برهن أنه 
إذا كانت الشجرة 7 ذات :7 عقدة» فإن 
1- »+ (م7)ه + )م > (1)م 
٠‏ لنشر ب (8)8 إلى وسطي الطول الكلي للمسار لشجرة بحث ثنائية مبنية عشوائيًا على : عقدة؛ بيّن أن 


ا 


0 لنسم+ تدز سوم جومم 12١‏ - (مم 
3 


(0 


ث. بين كيف يمكن إعادة كتابة (:7) كما يلي 
55 
2 
. مه + وام 22 روم 
2 

ج. استنتجء بالعودة إلى التحليل البديل للنسخحة ذات العشوائية للفرز السريع 6:مء دج المعطاة في 

المسألة 3-7 أن (2هط )0 - ()م. 
نختار. عند كل استدعاء عودي ل 64مواءذناي» عنصرًا محورياً عشوائيًا لتجزئة مجموعة العناصر الخاضعة للفرز. 
جُرَئ كلع عقدة ني شجرة البحث الثنائية مجموعة العناصر التي تقع في شجرة فرعية جذرها تلك العقدة. 

و. وصّف تنجيرًا للفرز السريع 0:4ى/ءأداي تكون فيه المقارنات المُستخدمة لفرز مجموعة من العناصر هي 
نفسها المقارنات المُستخدمة لإدراج عناصر في شجرة بحث ثنائية. (قد يختلف ترتيب هذه المقارنات» 
ولكن يجب إجراء المقارنات نفسها.) 

4-2 عدد الأشجار الشائية المخحافة 
لدُشر ب ,رط إلى عدد الأشجار المختلفة من : عقدة. ستكتشف في هذه المسألة صيغةٌ ل ,رطء إضافة إلى 
التقدير المقارب. 
أ. بيّن أن 1 > وط وأنه في حال 1 < « فإن 
5 
مسموشية لج حرة 
2 
ب. بالعودة إلى المسألة 4-4 لتعريف الدالة المُولّدة موناعمدة ومناهمعممع. لتكن ()8 الدالة المولّدة 
عمط 8 -و6م 


لا 
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بين أن 1 + 8)(2+ - (+)8ء وبذلك تكون إحدى الطرق للتعبير عن (8)2 بصيغة مغلقة 
دود لعومكء هي 
2-5-9 - 800 
بُعطى نشم رتايلور «مزو«دديت «مابره7 ل (+)م/ حول النقطة » > +« بالعلاقة 
60 
507 80 وم 
حيث () 00م هو المشتق من المرتية / ل / محسوبًا عند النقطة ب. 
ت. بين أن 
1 
00( جر عه 
عد د كاتالان ندم «هاهاه© من المرتبة 7) باستخدام نشر تايلور ل 4 -1/+ حول النقطة 
0 > *. يمكنك أن تستعمل - بدلاً من نشر تايلور - تعميمَ نشر ثنائي الحد (ت.4) لأس غير 
صحيح : حيث يمكننا كتابة (7) لأي قيمة حقيقية :7 ولأي عدد صحيح #/ على النحو الآتٍ 
!10/1 + ع - ») 202-10٠٠.‏ حين تكون 0 < #؛ و 0 فيما عدا ذلك.) 
ث. بين أن 
٠‏ (1+001/0) يرجح - 
ملاحظات الفصل 





يحتوي طاداسم»1 [211] دراسة أشجار البحث الثنائية البسيطة إضافة إلى أشجار متنوعة عديدة. ويبدو 
أن اكتشاف أشجار البحث ١‏ 
العشرين. وكثيرًا ما تُسمى أشجار الأسس ”5105“ وقد صيغت هذه الكلمة من الحروف الوسطى لكلمة 
661 |”]ع. وهي أيضًا مدروسة في طاسمك! [211]. 

يحنوي كثيرٌ من النصوصء ومنها أول إصدارين لهذا الكتاب. طريقةٌ بسيطةٌ نوعًا ما لخوارزمية حذف 
عقدة من شجرة بحث ثنائية إذا كان كلا ابنيها موجودين. فبدلاً من الاستعاضة عن العقدة 2 بلاحقها بز 
فإننا نحذف العقدة بر ولكن مع نسخ مفتاحها والمعطيات التابعة لا في العقدة 2. ويتمثّل الجانب السلوئٌ لهذا 
النهج في أن العقدة المحذوفة فعليًا قد لا تكون هي العقدة المُمررة إلى إحراء الحذف. وإذا احتفظت مكونات 





قد ثم إفراديًا على يد عدد من الأشخاص في أواخخر خمسينيات القرن 
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أخرى للبرنامج بمؤشرات إلى عقد في الشجرة» فلرما انتهى الأمر خطأ إلى مؤشراتٍ "بالية" إلى عقد جرى 
حذفها. ومع أن طريقة الحذف المُقدمة في هذا الإصدار من هذا الكتاب أعقد قليلا فإتما تضمن أن 
استدعاعءٌ لحذفف عقدة ‏ سيحذف العقدةٌ 2 فقط وليس غير. 

يبيّن المقطع 5.15 كيف نبني شجرة بحث ثنائية أمثلية إذا عرفنا تواترات البحث قبل إنشاء الشجرة. وهذا 
يعني» أننا إذا علمنا تواتر البحث عن كل مفتاح وتواتر البحث عن القيم التي تقع بين المفاتيح في الشجرة» 
تقوم بمقتضاها بحموعةٌ للبحث تخضع هذه التواترات بدراسة أقل عدد من العقد. 

يعود الفضل في البرهان الوارد في المقطع 4.12: الذي يحدّ الارتفاع المتوقع لشجرة بحث ثنائية مبنية 
عضواليًا إلى د«داكة. [24]. كذلك يُقدم #عمدمهلة و دسد50 [243] خوارزميات ذات عشوائية مضافة بغية 
الإدراج في شجرة بحث ثنائية والحذف منهاء والتي تكون فيها نتيجة كل من العمليتين شجرة بحث ثنائية 
عشوائية. غير أن تعريفهما لشجرة بحث ثائية عشوائية يختلف اختلانًا طفيمًا عن تعريف شجرة بحث ثنائية 
مبنية عشوائيّاء الوارد في هذا الفصل. 


أمكدنا بناء شجرة بحث * 
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الأشجار الحمراء-السوداء 


رأينا في الفصل 12 أنه يمكن لشجرة بحث ثنائية ذات ارتفاع 8 أن تدعم أيّا من عمليات المجموعات 
الديناميكية الأساسية - مثل البحث ااع#دع5 وا 





ابق 50#وع66معمم والخلّف +0وو50008 والحد 
الأدق /<نالجن«ال3 والحد الأعلى 3013/1061هآ/2 





الإدراج 15885 والحذف تاعاعه - في زمن (000. 
لذلك؛ تكون عمليات المجموعات سريعة إذا كان ارتفاع شجرة البحث صغيرا. فإذا كان ارتفاعها كبيرا فقد لا 
قد هذه العمليات بسرعة أكبر بما لو استخدمت قائمة مرتبطة. والأشجار الجمراء-السوداء هي أحد 
أشكالٍ كثيرة 
الأساسية في أسوأ الحالات زمنًا (0087. 





'شجار البحث التي جعلت "متوازنة" لكي تضمن أن تستغرق عمليات المجموعات الديناميكية 





خصائص الأشجار الحمراء-السوداء 
الشجرة الحمراء-السوداء »هم 0#هانا-4مم هي شجرة بحث ثنائية تتضمن بت تخزين إضافي واحد في كل 
عقدة من عقدهاء يعبر عن لون العقدة الذي يمكن أن يكون أحمر أو أسود. وبتقييد ألوان العقد على أي 


مسار بسيط. من الحذر إلى إحدى الأوراق: تضمن الأشجار الحمراء-السوداء أنه لا يوجد مسارٌ ينجاوز 





طوله ضعفَئْ طول أي مسارٍ آخر. أي إن الشجرة متوازنة لع مهلدط 
أصبحت كل عقدة من الشجرة تتضمن الواصفات وعادااة]8 التالية: اللون ”0امء والمفتاح بز»م/ والابن 


الأيمن غوف والابن الأيسر غ/ع/ والأب م. ف 








لم يكن الأب أو أحد الأبناء موجودًا تكون قيمة حقل 

المؤشر الموافق للعقدة معدومة .801. وستنظر إلى هذه المؤشرات المعدومة (0001) على أثما مؤشرات إلى أوراق 

(عقد ارجية) في الشجرة الثنائية وإلى العقد العادية الحاملة للمفاتيح على أنما عقد داخلية في الشجرة. 
الشجرة ا حمراء-السوداء هي شجرة بحث ثائية تحقق الخصائص الحمراء-السوداء +اعهاطفه7 

كدف درجم التالية: 

1. كل عقدة إما أن تكون حمراء أو سوداء. 


2 عقدة الحذر سوداء. 
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3. كل ورقة .8:11) هي سوداء. 
4. إذاكانت إحدى العقد حمراء, كانت عقدتا أبنائها سوداوئن. 


5. كل المسارات البسيطة من أيّ عقدةٍ إلى الأوراق النازلة منها تحتوي العدد نفسه من العقد السوداء. 


يُظهر الشكل 1.13(أ) مثالاً على شجرة حمراء-سوداء. 

نستخدم حارسًا وحيدًا لتمثيل القيم المعدومة .8/11 لتسهيل التعامل مع الشروط الحدّية في رماز الأشجار 
الحمراء-السوداء (انظر الصفحة 239). ففي شجرة حمراء-سوداء "7 يكون الحارس 7.711 غرضًا له نفس 
واصفات أي عقدة عادية في الشجرة. ويكون واصف اللون «وامع فيه أسود 281861 وأما بقية الحقول 
- الأب م والابن الأيسر + ]ءا والابن الأيمن ٠اوة”‏ والفتاح برهم - فيمكن أن تأخذ قيمًا اعتباطية. 
وكما يُظهر الشكل 1.13(ب) فإِنَّ كل المؤشرات إلى .1ائة يستعاض عنها بمؤشرات إلى الحارس 7.7104. 

نستخدم الحارس بحيث يمكننا معالحة ابن معدوم .2111 لعقدة ما كعقدة عادية أبوها د. ومع أنه يمكننا 
بدل ذلك أن نضيف عقدة حارس متمايزة لكل عقدة معدومة .811 في الشجرة» وبحيث يكون الأب الخاص 
بكل قيمة معدومة 1ائ( معرثًا تعريًا جيدًاء فإن ذلك النهج سيبدد الحجوم. بدلاً من ذلك نستخدم الحارس 
الوحيد 7.7111 لتمثيل جميع القيم المعدومة .اائج - أي كل الأوراق والأب الخاص بالجذر. إن قيم واصفات 
الحارس م و غ/ءا و غوف و بزع ليست ذات أهمية ومع ذلك يمكننا - للتسهيل - أن نعطيها قيمًا 





اصطلاحية خلال سير إجراء معين. 

نوجه اهتمامنا عمومًا إلى العقد الداخعلية من الشجرة الحمراء-السوداء لأنما تحمل قيم المفاتيح. ستُغفل 
فيما تبقى من هذا الفصل الأوراق عند رسم شجرة حمراء-سوداء كما ييين الشكل 1.13(ت). 

نسمي عدد العقد السوداء على أي مسار بسيط من عقدة ما (غير متضمنة) نزولاً إلى ورقة ما 
الارتفاع اللأسود ميليون»:/-/ءهاة للعقدة. ونرمز له ب (:):ان. وحسب الخاصية رقم 5: فإنَّ مفهوم الارتفاع 
الأسود معرّف جيدًاء لأن كل المسارات البسيطة النازلة من العقدة لا العدد نفسه من العقد السوداء. نعف 
الارتفاع الأسود لشجرة حمراء-سوداء على أنه الارتفاع الأسود لجذرها. 

تُظهر التوطة التالية السبب في أن الأشجار الحمراء-السوداء أشجار بحث جيدة. 


توطنة 1.13 

كل شجرة حمراء-سوداء ذات 7 عقدة داخلية يكون ارتفاعها على الأكثر (1 + 21802 

البرهان نبدأ ببيان أن الشجرة الفرعية التي جذرها عند أية عقّدة “ تتضمن على الأقل 1 - ()200 عقّدة 
داخلية. نبرهن على هذا بالاستقراء على ارتفاع >د. إذا كان ارتفاع د هو 0» فإِنَّ د يجب أن يكون ورقة 
(1.7141) وتكون الشجرة الفرعية التي جذرها * تتضمن فعليًا 0 - 1 - 20 - 1 20000 عقدة دالية 
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على الأقل. نفترض لخطوة الاستقراء عقدة ما د ذات ارتفاع موجبء وهي عقدة داخلية لما ابنان. كل ابن له 
ود على الترتيب). ولما كان ارتفاع 






ارتفاع أسود مقداره ()اط أو 1-()طناء وذلك تبعًا للونه (أجمر 


© 


نا 


الشكل 1.13 شجرة حمراء-سوداء تظهر فيها العقد السوداء بلون غامق والحمراء مظللة. كك عقدة في الشحرة 
الجمراء-السوداء إما أن تكون حمراء أو سوداءء وابنا أي عقدة حمراء سوداوان» وكل مسار بسيط من عقدة ما إلى 
الأوراق النازلة منها يحختوي العدد نفسه من العقد السوداء. (أ) كل ورقة تظهر بأنما معدومة .211 تكون سوداء. كل 
عقدة غير معدومة تكون معلّمة بارتفاعها الأسود؛ والارتفاع الأسود للعقد المعدومة هو 0. (ب) الشجرة الحمراء- 
السوداء نفسها لكن مع الاستعاضة عن كل عقدة معدومة .2/11 بالحارس الوحيد 7.241 الذي يكون أسود دومّا. ومع 
إغفال الارتفاعات السوداء. العقدة الأب للجذر هي الحارس كذلك. (ت) الشجرة الحمراء-السوداء نفسها لكن مع 
إغفال الأوراق والأب الخاص بالجذ ركليًا. سنستخدم هذا الأسلوب في الرسم حتى نماية هذا الفصل. 
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أحد أبناء د أقل من ارتفاع + نفسهاء فيمكتنا تطبيق الفرضية الاستقرائية لنستتتج أنَّ كل ابن لديه 
على الأقل 20000-1-1 عقدة داخلية. إذن فالشجرة الفرعية ذات الحذر * تتضمن على الأقل 
 1( + )25000-1- 1( + 1 - 200060 -1‏ 25000-1) عقدة داخلية؛ وهو المطلوب. 
ولاستكمال برهان التوطئة» ليكن + ارتفاع الشجرة. فبحسب الخاصية 4؛ يجب أن يكون على الأقل 
نصف العقد الواقعة على أي مسار بسيط من الحذر إلى الأوراق باستناء الجذرء سوداء. وهذا يستتبع أن 
الارتفاع الأسود للجذر يجب أن يكون على الأقل 18/2 ومن ث# 
202-11 دم 


بنقل الواحد إلى الجانب الأيسرء وأخخحذ لغاريتم الطرقين يكون لدينا 8/2 < (1 +1801 


أو (1+ 6 218 كم ٠.‏ 


نز عمليات المجموعات الديناميكية: 884811 





ينتج مباشرةٌ عن هذه التوطئة أُنََا يمكن أن 
الطنالجالللل النااجانتماط 506085508 و #مووعععمعمه في زمن (:0)1 على الأشجار الجمراء- 
السوداء. لأن كلاً منها يمكن أن تُشّذ في زمن (0)8 على شجرة بحث ثنائية ذات ارتفاع :8 (كما تقدم في 
الفصل 12)» وأي شجرة حمراء-سوداء ذات 2 عقدة هي شجرة بحث ثنائية بارتفاع (:00187. (يجب طبمًا 
أن تُستبدل بكل مواضع ورود .2001 في خوارزميات الفصل 12 كلمة 7.7:41.) ومع أن الخوارزميات 
آ“تاكاها-68م7 وععاعه-ععم7 في الفصل 12 تشّذ في زمن (0)18 عندما يكون الدخل شجرة حمراء- 
سوداءء إلا أنما لا تدعم مباشرةٌ عمليات المجموعات الديناميكية: 185887 و 818ا8 لأنما لا تضمن أن 
تكون شجرةٌ البحث الثنائية المعدّلة شجرةٌ حمراء-سوداء. مع ذلك؛ سنرى في المقطع 3.13 والمقطع 4.13 
كيف يمكننا تنفيذ هاتين العمليتين في زمن (0)01871. 


تمارين 
1-3 

على غرار الشكل 1.13(أ)؛ ارسم شجرة البحث / 
أضف الأوراق .211 ولوّن العقد بثلاث طرق عختلفة» بحيث تكون الارتفاعات السوداء للأشجار الحمراء- 
السوداء النابجة هي 2 و 3 و 4. 

2 

ارسم الشجرة الحمراء-السوداء التي تنتج بعد استدعاء 78128-185887 على الشجرة التي في الشكل 1.13 مع 
المفتاح 36. وإذا كانت العقدة المدرجة ملوّنة بالأحمرء فهل الشجرة الناتحة هي شجرة حمراء-سوداء؟ ماذا لو 





الكاملة ذات الارتفاع 23 والمفاتيح (1,2,...,15]. 
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3 
لنعرّف شجرة حمراء-سوداء مرخاة ععج! /ءهان-ل»7 اعندماءم على أنما شجرة بحث ثنائي 
الأشحار الحمراء-السوداء 1 و 3 و 4 و 5. ويتعبير آخخرء يمكن أن يكون الجذر أحمر أو أسود. لناخذ 
شجرة 7 من هذا النوع جذرها أحمر. إذا لون جذر 7 بالأسود ولم بحر أي تغيبر آخر على 7: فهل تكون 

الشجرة الناتحة شجرة حمراء-سوداء؟ 





خخصائص 


43 

افترض أننا "تمتص" كل عقدة حمراء في شجرة حمراء-سوداء في أمها السوداء. بحيث يصبح أبناء العقدة 

الحمراء أبناء للعقدة الأم السوداء. (تجاهل ما يحدث للمفاتيح.) ما هي الدرجات الممكنة لعقدة سوداء بعد 

أن يجري امتصاص جميع أبنائها الحمر؟ ماذا تقول عن أعماق الأوراق في الشجرة النايجة؟ 

51 

بين أن أطول مسار بسيط من عقدة + في شجرة حمراء-سوداء إلى ورقة نازلة منهاء يبلغ طوله على الأكثر 
0 


ضعفي طول أقصر مسار بسيط من عقدة + إلى ورقة نازلة منها. 


6/1 
ما هو العدد الأعظمي المحتمل للعقد الداخخلية في شجرة حمراء-سوداء ارتفاعها الأسود م/؟ وما هو العدد 





الأصغري أ 
2703 
صِفْ شجرةٌ حمراء-سوداء تنضمن : مفتاح تكون فيها نسبة العقد الداخلية الحمراء إلى العقد الداخلية 
السوداء أعلى ما يمكن. وما هي هذه النسبة؟ ما هي الشجرة التي يكون ا أدى نسية محتملة؟ وما هي هذه 
النسبة؟ 


الدورانات 


تستغرق عمليات أشجار البحث 5887ل«ا-عع78 و 7#غاع8-8عم7 زمنًا (::0018 عند تنفيذها على شجرة 
خمراء-سوداء تتضمن 74 مفتاحا. ولما كانت هذه العمليات تعدّل الشحرة فإِنَ النتيجة يمكن أن تخرق 
خمصائص الأشجار الحمراء-السوداء المذكورة في المقطع 1.13. ولإعادة تحقيق هذه الخصائصء يجب أن تُغير 


ألوان بعض العقد في الشجرة وأن تُغي بنية المؤشر. 


في شجرة بحث تحافظ على خخاصية شجرة البحث 





للوْسْر بالدوران «م#هزوم وهي عملية 





العائية. يُظهر الشكل 2.13 نوي الدورانات: الدورانات إلى اليسار والدورانات إلى اليمين. عندما بحري دورائًا 


إلى اليسار على عقدة ده نفترض أن ابنها الأبمن بر ليس معدومًا 7.41 ويمكن أن تكون * أية عقدة في 
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جر 0 ا 
سكت ا للك 6 
حت (:1)تجمه م مر 

7 


2 


الشكل 2.13 عمليات الدوران في شجرة بحث ثنائية. تحؤل العمليهً (,8517-801478)7:] تشكيلة العقدتين 
الموحودة إلى يمين الشكل إلى التشكيلة الموجودة إلى يسار الشكل بتغيير عدد ثابت من المؤشرات. تُحوّل العملية 
المعاكسة (ب,816111-207878)1 التشكيلة الموجودة إلى البسار إلى التشكيلة الموجودة إلى اليمين. وتمثّل الأحرف » 
تحفظ عملية الدوران خاصية شجرة البحث الثنائية: المفاتيح في » تسبق برعم .:ده 








و 6 و 7 أشجارا فرعية ا: 
التي تسبق المفاتيح في 8؛ التي تسبق بمم/ .لاء الني تسبق بدورها المفاتيح في /ز. 


الشجرة ابنها الأيمن غير معدوم 7.70:1. الدوران الأيسر "يرتكز" على الرابط من * إلى بز. ويجعل من /ز الجذر 
المديدّ للشجرة الفرعية؛ ويصبح :د الابن الأيسر ل لزه ويصبح الابن الأيسر ل بز هو الابن الأمن ل #*. 
تفترض شبه رماز 27-20187] أَنَّ 7.4 ع غلاوا: .د وأنَّ أبا الحذر هو 7.0004. 








سي ل 





اكه // عاو دير 1 
عمتاطنة اطوفة واد مامز عمماطيو ع1 واب مده // ع[عا بيرع عنزوات د 2 
ان ع ع/عاءير 16 3 
«دمعزعاءر 0 4 
ترما عمعمدم ود علصذا // معاد مير 3 
6 
7 
8 
9 
بد عذوام م عع 10 
غ16 وابرهه عدانام // دع عرعاءسر 11 
دم 12 





يُظهر الشكل 3.13 مثالاً عن كيفية تعديل الإجراء 1.871-8018758 شجرة بحث ثنا 
210115-87 هو نظير للرماز السابق. يعمل كل من 21-201472عآ و806111-801878 في 
زمن (0)1. المؤشرات فقط هي التي تتغير في الدوران؛ وتبقى الواصفات الأخرى في العقدة كما هي. 
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9 © 


الشكل 3.13 مثال عن كيفية تعديل الإجراء (:,1.557-201478)1 شجرةٌ بحث ثنائية. ينتج عن المسير بالتزتيب 
الداخلي في كل من شجرة الدخحل والشجرة المعدّلة القائمة نفسها من 





تمارين 
1-3 
اكتب شبه رماز العملية 216117-12014758. 


م2 
برهن أن في كل شجرة بحث ثنائية ذات : عقدة 1 - + دورانًا ممكنًا تمامًا. 


3-3 


و اط وء عقدًا اعتباطية في الأشجار الفرعية » و 6 و / على التزتيب في الشجرة اليمنى من الشكل 
3.. كيف يتغير عمق كل من © و ط واء عند إجراء دوران نحو اليسار على العقدة ‏ المبيئة في الشكل؟ 
4-3 

بين أن أي شجرة بحث ثنائية اعتباطية ذات *< عقدة يمكن أن مُحوْل إلى أية شجرة بحث ثنائية اعتباطية أخرى 
ذات « عقدة باستخدام (007 دورائا. (تلميح: بين أولا أنه يكفي 1 -: دورانًا إلى اليمين على الأكثر 
لتحويل الشجرة إلى سلسلة تبدأ من اليمين.) 

* 5-3 

نقول إن شجرة بحث ثائية 1 يمكن أن تحوول يميّا 4»امء«مم»-/لوةم إلى شجرة بحث ثنائية 7 إذا أمكن 
الحصول على 72 من :7 عبر سلسلة من استدعاءات ل 80115-201478. أعطٍ مثالاً عن شجرتين 7 و 12 
بحيث لا يمكن ل31 أن تَموّل عِينًا إلى و7. ثم بين أنه إذا أمكن تحويل شجرة :7 عِيئًا إلى 72: فإِنَّ هذا 
التحويل يمكن أن يجري باستخدام (0)22 استدعاء ل 6117-20147لظ. 





3,13 
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الإدراج 
يمكننا إدراج عقدة في شجرة حمراء-سوداء ذات : عقدة في زمن (0087. ولإجراء ذلك نستخدم نسخة 
معدَّلةٌ قليلاً من إجراء 78::8-1«587 (المقطع 3.12) لإدراج عقدة 2 في شجرة 7 كما لو كانت شجرة بحث 
ثنائية عادية» ثم تُلوّن 2 بالأحمر. (يُطلب إليك في التمرين 1-3.13 أن تفسر ل اخترنا تلوين العقدة 2 
بالأحمر بدلاً عن الأسود.) ولضمان الحفاظ على الخصائص الحمراء-السوداء» نستدعي إجراءٌ مساعدًا 
«ا88-1«5887-1 لإعادة تلوين العقد وإجراء الدورانات. إِنَّ استدعاء (88-10588507,2 يدرج 
عقدة 2: يُفترض أن مفتاحها قد مُلِى سابقّا ضمن الشجرة الحمراء-السوداء '7. 

(12)كتمعوجاءهع 
ان حبر 
غ700 حي 
11 ع بد علنطم 

دنر 

ترما > برمعا.2 كذ 


2010 
غازوا". 






عدعواة 
دوه 
اند دد ريز و9 
> > 1.00 10 
برمعاءير > برمماء2 كتعولة 11 
2ععرماس 120 
ع عاوام برعواه 13 
ان د عرها.2 14 
انم د عذوارج 15 
هقمع مادج 16 
(7,2)«ناا-تمعوجادهم 17 


سم قو صا لح ماج اق مه 





هناك أربعة اختلافات بين الإجراءعين 77ع1«5-ع72 و37ع5«]-ه8. أولأء كل القيم .011« في 
##7ؤلما-معم1 جرى الاستعاضة عنها ب 7.241. ثانيّ بحعل قيمة كل من غ/2.16 و غ(و2.71 مساوية 
1" في الأسطر 15-14 من 8-125875ء للحفاظ على بنية الشجرة. ثالثاء تُلوْن 2 بالأحمر في السطر 
6. رابعٌاء لما كان تلوين # بالأحمر يمكن أن يسبب خرثًا لإحدى الخصائص الحمراء-السوداء؛ فإننا نستدعي 

(7,2)منا1-تمعو«1-هم في السطر 17 من 28-12587 لاستعادة الخصائص الحمراء-السوداء. 
(7,2) ”نام جوع دجاه 





2 
عا واء.م .م2 ع بر 3 
«علم عع «مامه .بر كز 4 
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اعقةه // ماقا ح «روامء .ص2 5 
اععى |/ ضاق ع «رمامع بلا 6 
اععف // معم > «مامء .م.م .2 7 
اعوة0 // 8 
9 
2عهه / وده 10 
2ه // (1,2)ع17مم معنا 1 
3عوو |/ #عفاظ ع «وامء .مه 12 
دعو |/ وعم د مام .ممه 13 
دععى // (صءصءة,'8)1تم1م لويم 14 
(لعوممطعي ”قمعا“ ممه "خطوم“ طلتد عكبيدكء معط كه عسيمد) عواء. 15 


“حاط > «مامء .6مه.1 16 
ولمعرفة كيفية عمل الإجراء «0ا888-1051-51 سنجرّئ دراستنا للرماز إلى ثلاث خطوات رئيسية. 
أولأ» ستُحدّد ما هي الخروقات للخصائص الحمراء-السوداء التي حصلت في 8-1056:87 عند إدراج العقدة 
2 وتلوينها بالأحمر. ثانيّاء سنتفحص افدف العام لحلقة عافطا"؟ في الأسطر 15-1. أخيزاء سنستعرض كلا من 
الحالات الثلاث' ضمن جسم حلقة »افا ونرى كيف حقّقت المدف. يُظهر الشكل 4.13 كيف يعمل 
«لاا100587-51- 28 على عينة شجرة حمراء-سوداء. 
أي من المنصائص الحمراء-السوداء يُمكن 
صحيحة بالتأكيد. وكذلك الخاصية 23 






تُخرق بعد استدعاء 7ا«89-1905817-51؟ الخاصية 1 تبقى 





ن كلا ابتي العقدة الحمراء الحديدة المدرحة حديئًا هما 
الحارس 37,7144 أما الخاصية 5 التي تعني أن عدد العقد السوداء هو نفسه في جميع المسارات البسيطة من 
عقدة معينة: هي أيضًا محقّقة: لأن العقدة 2 تستبدل الحارس (الأسود)؛ والعقدة 2 حمراء ولديها أبناء حراس. 


الذلك فإنَّ الا 





يمكن أن يجري خرقهما هما الخاصية 2 التي تتطلب أن يكون الجر أسودء 
لا يمكن لعقدة حمراء أن يكون لها ابن أحمر. وكلا الحرقيْن ينتجان عن تلوين بم 
الخاصية 4 إذا كان أبو 2 أحمر. يُظهر الشكل 4.13() 












تحتفظ حلقة عاؤط» في الأسطر 15-1 باللامتغير الثلاثي الأجزاء الآتي في بداية كل تكرار من الحلقة: 
أ. العقدة 2 جمراء. 
ب. إذا كان م.2 هو الحذرء فإنه يكون أسود. 
ات. إذا خرقت الشجرة أيّا من الخصائص الحمراء-السوداءه فستخرق واحدة منها على الأكثره 
وسيكوبن الخرق إما للخاصية 2 أو الخاضية 4. فإذا غترقت الشجرةٌ الخاصية 2 فسبب ذلك أن 2 


هو الحذر وهو أحمر. وإذا ترقت الشجرة الخاصية 4؛ فسبب ذلك أن لون كلع من 2 و .2 أجمر. 
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الجزء (ت) الذي يتناول خخرق الخصائص الحمراء-السوداءء هو الجزء الأكثر أهميةٌ لبيان استعادة هذه 
الخصائص في 07ا0ا28-185877-51 والذي نستخدمه دومًا لفهم الحالات ضمن الرماز. ولمّا كنا نزكز على 
العقدة 2 والعقد التي يموارها في الشجرة؛ فمن المفيد أن نعرف من الجزء (أ) أن 2 لوتما أجمر. سنستخدم الحزء 
(ب) لإظهار وجود العقدة م.م. عندما نشير إليها في الأسطر 2 و 3 و 7 و 8 و 13 و14. 


ب١‎ 


ت١‎ 





9 د يي 
ت © © ور ه 
(ك 0١‏ 

الشكل 4.13 عملية «ناغ<88-1805877-51. (أ) عقدة 2 بعد الإدراج. لما كانت 2 حمراء وأبوها .2 كذلك؛ فإنه 
يتحدث خرقٌ للخاصية 4. ولما كان عم 2 وهو بز أحمرء فإن الحالة الأولى من الرماز 1 عكدء تتطبق. نعيد تلوين العقد 
وننقل المؤشر 2 إلى الأعلى ضمن الشجرة؛ فتنتج الشجرة الظاهرة في (ب). مرءٌ أخرى» 2 وأبوها كلاهما حمراوان» لكن 
عم 2 وهو بز أسود. ولما كانت 2 هي الابن الأيمن ل م.2» فإن الحالة الثانية 2 #وةه تنطبق. بحري دورانًا إلى اليسارء 
فتظهر الشجرة الناتحة في الشكل (ت). أصبح الآن 2 هو الابن الأيسر لأبيه: فتنطبق الحالة الثالثة 3 ع#وهع. بإعادة 
التلوين وتطبيق دوران إلى اليمين تنتج الشجرة في (ث)؛ وهي شجرة حمراء-سوداء صحيحة. 
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تذكر أننا نحتاج إلى إظهار أنَّ لامتغير الحلقة صحيح قبل التكرار الأول للحلقة: وأن كل تكرار يحافظ 
على لامتغير الحلقة» وأن لامتغير الحلقة يعطينا خاصية مفيدة في تماية الحلقة. 
نبدأ بمناقشة الاستبداء والانتهاء. ثم وف سياق دراستنا لكيفية عمل الحلقة بتفصيل أكبرء سنبرهن أن 
الحلقة تحافظ على اللامتغير في كل تكرار. سنبرهن أيضًا أن كل تكرار من الحلقة له نتيجتان محتملتان: إما أن 
ينتقل المؤشر 2 إلى الأعلى في الشجرة: وإما أن بحري بعض الدورانات ثم تنتهي الحلقة. 





الاستبداء: قبل التكرار الأول للحلقة؛ بدأنا بشجرة حمراء-سوداء بدون خروقات: وأضفنا عقدة حمراء 2. 

نبيّن أن كل جزء من اللامتغير محقق عند استدعاء الإجراء «نا)<77-51ع88-1205: 

أ. عند استدعاء الإجراء 0#ا26ا-28-1«5#7 فإن العقدة 2 هي العقدة الحمراء التي أضيفت. 

ب. إذا كان م.2 هو الجذرء فإنّه يكون في البداية أسود ولا يتغير لونه قبل استدعاء -88-1258827 
نااك 

ت. رأينا سابقًا أن الخصائص 1 و 3 و 5 محققة عند استدعاء «ناغاا58875-5ل88-10. 
إذا خرقت الشجرةٌ الخاصية 2 فإِنَّ الجذر الأحمر يجب أن يكون هو العقدة 2 المضافة حديئًاء وهي 
العقدة الداحلية الوحيدة في الشجرة. ولماكان لكل من أبي 2 وا 
فإ الشجرة لا تخرق الخاصية 4 أيضّا. نَّ هذا الخرق للخاصية 2 هو الخرق الوحيد 
للختصائص الحمراء-السوداء في كامل الشجرة. 
إذا رقت الشجرة الخاصية 4: فإنّه لما كان ابنا العقدة 2 هما حارسَيْن أسوّيْن وليس في الشجرة 





ابنَيْها قيمةٌ الحارس؛ الذي هو أسودء 





يجب أن يمصل لأن 2 و .2 كليهما أحمران. وفيما عدا 





حروقات أخرى قبل إضافة 2 فإِنَّ الخرة 
ذلك لا تُخرق الشجرةٌ خصائصن حمراء-سوذاء أخرى. 
ذلك يكون بسبب أن .2 أسود اللون. (إذا كان 2 هو الجذر فإِنّ م.ج هو 


والخاصية الوحيدة 


الانعهاء: عندما تنتهي الحلقة 
الحارس 27.241 وهو أسود.) لذلك لا تخرق الشجرهٌ الخاصية 4 عند انتهاء الحلقة. 
التي يمكن أن يُنفق تحمّقها بوجود لامتغير الحلقة هي الخاصية 2. يستعيد السطر 16 هذه الخاصية أبضًا 
بحيث تكون جميع الخصائص الحمراء-السوداء محققة عند انتهاء 8ا905887-510|-88. 








المحافظة: نحتاج فعليًا لاعتبار ست حالات في حلقة عافط غير أنَّ ثلانًا منها مناظرةٌ للثلاث الأخرى» 
بحسب ما يتحدّد في السطر 2 من كون أبو 2 وهو ص.2 ابنًا أيسر أو ابنًا من بحد 2 وهو م.م.2. وقد 
أعطينا فقط الرماز الخاص بالحالة التي يكون فيها .2 ابنا أيسر. إن العقدة م.م.2 موجودة لأنه بحسب 
الحزء (ب) من لامتغير الحلقة: إذا كان .2 هو المذر فإنه يكون أسود. ولما كنا ندخحل إلى تكرار الحلقة 
فقط إذا كانت م.2 حمراءء فإننا تعلم أنَّ .2 لا يمكن أن تكون هي المذرء ومن ثم فإِنَّ #.ط.2 


موجودة. 
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تيز الحالة الأولى 1 موده عن الحالتين 2 و 3 بلون ذرّية الأب العائد ل 2 أو "العم". إن السطر 3 يمعل 
العقدة بر تشير إلى عم 2 وهو 7476.م.م.2: في حين يختبر السطر 4 لون /ز. فإذا كانت بز حمراء 
ُّذ الحالة 1» وإلا ينتقل التحكم إلى الحالتين 2 و3. في جميع الحالات الثلاث؛ يكون جد 2 وهو 
م.ص.ج أسوده لأن أباه م.ج لونه أحمرء والخاصية 4 حزق بين 2 و .2 فقط. 


الحالة الأولى: عم 2 (وهو «م أحمر 
يُظهر الشكل 5.13 وضع الحالة 1 (الأسطر 8-5) التي ُشَّد عندما يكون كلّ من م.2 و بز حمراوين. ولا 
كان م.م.2 أسود» فيمكننا تلوين كلٌ من م.2 و بز بالأسودء وبذلك نحل مشكلة كون 2 و .2 حمراؤئن» 
وعكننا تلوين .م.ج بالأحمر, وبذلك نحفظ الخاصية 5. ثم نكرر الحلقة عافط"< باعتبار .م2 هو العقدة 
الجديدة 2. ينتقل المؤشر 2 مستويين إلى أعلى الشحرة. 
نبين الآن أن الحالة الأولى مُحافظ على لامتغير الحلقة في بداية التكرار التالي. نستخدم 2 للتعبير عن العقدة 2 
في التكرار الحالي» ونستخخدم .م.2 - '2 للتعبير عن العقدة التي ستسمى 2 في اختبار السطر 1 في التكرار 
العالي. 

أ. لماكان هذا التكرار يلون م.م.2 بالأحمر فإنّ / تكون حمراء في بداية التكرار التالي. 





الشكل 5.13 الحالة الأولى من الإجراء #نا:88-10587-51. ترق الخاصية 4 لأن 2 وأباها م.2 حمراوان. يقد 


العمل نفسه سوا أكان (أ) 2 ابنا من أو (ب) 2 هو ابنًا أيسر. لكل من الأشحار الفرعية » و م و “زو 6 وم 
جذر أسودء ولكل منها الارتفاع الأسود نفسه. يغمّر الرماز في الحالة الأولى ألوان بعض العقد» محافظًا على الخاصية 5: 
العدد نفسه من العقد السوداء. تتابع حلقة عازط* مع العقدة 






جميع المسارات البسيطة النازلة من عقدة إلى ورقة 
أن يحدث الآن أي يرق للخاصية 4 فقط بين العقدة 





الدد ل 2 وهي م.ص.2 باعتبارها عقدة 2 جديدة. 


الجديدة 2 (الحمراء) وأبيهاء إذا كان أحمر أيضًا. 
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ب. العقدة م.'2 هي ...2 في هذا التكرارء ولوتما لا يتغم 
هذا التكرار؛ وييقى كذلك في بداية التكرار الذي يليه. 


فإذاكانت هي الحذر فلوتما كان أسود قبل 





ت. سبق أن بيئًا أن الحالة الأولى تحافظ على الخاصية 25 ولا تُحدث خرثًا للخاصتين 1 أو 3 . 

إذا كان /2 هو الجذر في بداية التكرار التاليء فتكون الحالة الأولى قد صححت الخرق الوحيد 
للخاصية 4 في هذا التكرار. ولأن '2 لونا أحمر وهي الجذر فإِنَّ الخاصية 2 تصبح هي الخاصية الوحيدة 
المخروقة ويعود سبب خرقها إلى '2. 

إذا لم يكن /2 هو الحذر في بداية التالي» فإِنَّ الحالة الأولى لا تكون قد تسببت بخرق الخاصية 2. 
صحّحت الحالةٌ الأولى الخرقٌ الوحيد للخاصية 4 الذي كان موجودًا في بداية هذا التكرار. ثم جعلت /2 





حمراء وتركت ."2 كما هي. فإذا كانت .'2 سوداء فلا خرق في الخاصية 4. أما إذا كانت (.'2 حمراء 
فإ تلوين '2 بالأحمر يتسبب بخرق واحد في الخاصية 4 بين '2 و ./2. 
الحالة الثانية: 2 هو اب أيمن وعمّه ب اسود 
الحالة الثالثة: ج هو اب أيسر وعمّه بز اسود 
في الحالتين الثانية والثالثة عم 2 وهو /ز لونه أسود. تُفرّق بين الحالنين بجسب كون 2 ابنّا أمن أو أيسر ل م.2. 
توف الأسطر 11-10 الحالة الثانية» التي تظهر في الشكل 6.13 مع الحالة الثالثة. في الحالة الثانية؛ العقدة 2 
هي ابن أمن لأبيه. نستخدم فورًا دورانًا إلى اليسار لتحويل الوضع إلى الحالة الثالثة (الأسطر 14-12). الني 





تكون فيها العقدة 2 انا أيسر. ولما كان كل من 2 و م.ج حمراوان: فإِنَ الدوران لا يؤر على الارتفاع الأسود 
للعقد ولا على الخاصية 5. وسواءٌ دخلنا الحالة الثالثة مباشرةٌ أو عير الحالة الثانية» إن عم 2 يكون أسودء 





الحالة 2 الحالة 3 

الشكل 6.13 الحالتان الثانية والثالثة للإجراء #ناد#8-0005887-61. كما في الحالة الأولى؛ مُخرق الخاصية 4 إما في 
الحالة الثانية وإما في الثالثة لأث 2 وأباها مم.2 حمراوان. لكل من الأشجار الفرعية »؛ 8: لإ و 6 جذرٌ أسود (» و / 
و /و من الخاصية 4: و لأننا بغير ذلك نكون في الحالة الأولى)؛ ولكل منها الارتفاع الأسود نفسه. تنحول الحالة 
بة إلى الحالة الثالثة بدوران إلى اليسار يحافظ على الخاصية 5: جميع المسارات النازلة من عقدة إلى ورقة ها العدد 





انفسه من العقد السوداء. تسبّب الحالةٌ الثالثةٌ بعضَ التغيير في الألوان ودورانًا إلى اليمين يحافظ أيضًا على الخاصية 5. 





ثم تنتهي حلقة عاذط» لأن الخاصية 4 لم يعد ثمة عقدتان حمراوان في سطر. 
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لأننا بغير ذلك نكون قد نفذنا الحالة الأولى. إضافة إلى ذلك» فإن العقدة م.م.2 موحودة: لأننا ينا أن هذه 
العقدة كانت موجودة عند تنفيذ السطرين 2 و 3» وبعد نقل 2 إلى المستوى الأعلى في السطر 10 ثم نقله إلى 
المستوى الأدن في السطر 11 لم تتغير هوية م.م.2. وفي الحالة الثالثة؛ ننقّذ بعضن التغيير في الألوان ودورانًا 
إلى اليمين يحافظ على الخاصية 5: وبذلك نكون قد انتهيناء لأنه لم يعد لدينا عقدتان حمراوان في أي سطر. 
هذا وإن الحلقة عافط" لا تتكرر 
نبيّن الآن أن الحالتين الثانية والثالثة 


أخرى لأن .2 أصبحت سوداء الآن. 
تحافظان على لامتغير الحلقة. (كما بِنّا للتوء فإن .2 ستكون سوداء بعد 
الاختبار التاللي في السطر 01 ولن ينف جسم الحلقة ثانية.) 








أ. تجعل الحالة الثانية 2 تؤشر على .2 ذات اللون الأحمر. لا تحري تغورات أخخرى على 2 أو على لونه في 
الحالتين الثانية والثالشة. 





ب. تجحعل الحالة الثالثة العقدة .2 سوداءء فإذا كانت هي الجذر في بداية التكرار التالي؛ كان لوتما أسود. 
ت. كما في الحالة الأولى» تحافظ الحالتان الثانية والثالثة على الخصائص 1 و 3 و 5. 
ولمًا لم تكن العقدة 2 هي الجذر في الحالتين الثانية والثالثة: فإثنا نعلم أنه ليس هناك حرق للخاصية 2. 
فالحالتين الثانية والثالثة لا تسببان خخرقًا للخاصية 2 لأن العقدة الوحيدة التي أصبحت حمراء تصبح انا 
العقدة سوداء نتيجة للدوران في الحالة الثالثة. 






تُصحح الحالتان الثانية والثالثة اخرق الوحيد للخاصية 04 ولا تُدخولان خخوثًا آخخر. 


بعد أن أظهرنا أن كل تكرار للحلقة يحافظ على اللامتغيره ن 
يستعيد الخصائص الحمراء-السوداء استعادةٌ صحيحة. 


بن قد برهنًا أنَّ الإجراء «نا0:ا2/5885-5]- 88 


التحليل 

ما هو زمن تنفيذ الإجراء 28-125887؟ لا كان ارتفاع الشحرة الحمراء-السوداء المؤلفة من 7 عقدة هو 
(0)18: فإِنَ الأسطر 16-1 من 28-1«58#5 تستغرق رسا (عأ)0. في الإجراء «نادا-تمعوجا-ظ 
تتكرر حلقة 6اف1« فقط إذا تُقُّذت الحالة الأولى» ثم ينتقل المؤشر 2 مستويين إلى الأعلى في الشجرة. لذلك 
فإنَّ العدد الكلي لمرات تنفيذ الحلقة عافط« يمكن أن يكون (:0087. وهكذا فإِنَّ 28-10/587 يستغرق زمنًا 
إجماليًا (0)18. وهو مع ذلك لا يمكن أ 
الثانية أو الثالثة. 











بأكثر من دورانين لأن حلقة »اذا« تنتهي إذا تُقّدْت الحالة 


تمارين 
1-1 
في السطر 16 من الإجراء 28-125887 تحدّد لون العقدة المدرجة حديًا بالأحمر. لاحظ أننا لو اخترنا 
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وضعها بالأسود: فإنَّ الخاصية 4 من خصائص الشجرة الحمراء-السوداء لن 


. لماذا لم غَكَرْ تلوين 2 
بالأسود؟ 





م2 

أَظْهِر الأشجار الحمراء-السوداء الناتحة عن إدراج متتابع للمفاتيح 41 و 38 و 31 و 12 و 19 و 8 في شجرة 
حمراء- سوداء فارغة في البداية. 

33 

افترض أنَّ الارتفاع الأسود لكل من الأشجار الفرعية © و # و ,زو 6 وع في الشكلين 5.13 و 6.13 هو #. 
علّم كل عقدة في الشكلَين بارتفاعها الأسود للتحثٌّق من أن التحويل المشار إليه يحافظ على الخاصية 5. 
4_1 

يشعر أحد المدرسين بالقلق من إمكان وضع اللون داعم في «مامء .انم .1 في الإجراء «ناا7-5ع5له-ظظء 
في هذه الحالة لا يسبّب الاعتبارٌ في السطر ! إنماء الحلقة عندما تكون 2 هي الحذر. بين أنَّ قلق المدرس لا 
أساس له يإثبات أنَّ نا0دا88-1«:587-5 لا يضع «عة في «مام» .انه .7 أبدًا. 

م5 

لتأذ شجرة حمراء-سوداء تكوّنت من إدراج :: عقدة باستخدام 5885«|-88. بين أنه إذا كان 1 < :7 


كانت في الشجرة عقدة واحدة حمراء على الأقل. 


6 

اقترح طريقة لتنجيز 18-1058677 بفعالية إذا لم يتضمن تمثيل الأشجار الحمراء-السوداء تخزين مؤشرات إلى 
الأب. 

الحذدف 


كما في العمليات الأساسية الأخرى على شجرة حمراء-سوداء ذات : عقدة. يستغرق الحذف زمنًا (:00187: 
إلا أن حذف عقدة من شجرة حمراء-سوداء أكثر تعقيدًا بقليل من إدراج عقدة. 

يعتمد إجراء حذف عقدة من شجرة حمراء-سوداء على الإجراء 7888-0818 (المقطع 3.12). نمتاج 
أولاً إلى مواءمة الإجراء الفرعي 12400584005 الذي يستدعيه 7888-0817 بحيث يُطبّق على شجرة 
حمراء-سوداء: 


(ماءن,7)1الخامكاجمع 1ه 
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مدعزعاهس 420 
م - عطوات .م سععاء 5 
من د مر 6 





يختلف الإجراء 88-12400571407 عن 78400584007 من ناحيتين. الأولى أنَّ السطر 1 يستخدم الحارس 
1 بدلاً من االء والثانية أن الإسناد إلى «.نة يحدث في السطر 6 دون شرط: يمكننا الإسناد إلى م«نة 
وإن كان يشير إلى الحارس. في الحقيقة سنستفيد من إمكان الإسناد إلى .نا عندما يكون 7.2141 > لا. 
إن الإجراة 178ا8 83-0 يشبه الإجرا 78تنا7888-2) ولكن بزيادة أسطر من شبه الرماز. تقتفي 
بعض الأسطر الإضافية أثر عقدة بز قد تتسبب في خيرق الخصائص الحمراء-السوداء. وعندما نريد حذف 
عقدة 2 التي لها أقل من ابنين» فإنها تُُذف من الشجرة ونريد أن تصبح بز هي 2. أما عندما يكون ل 2 ابنان» 
فيجب عندها أن تكون بز هي العقدة التالية ل 2 وأن تحتل بز موضع 2 في الشجرة. كذلك نسحل لون بز 
قبل حذفها من الشجرة أو انتقالها ضمنهاء ونتبّع العقدة + التي تتتقل إلى موضع بز الأصلي في الشجرة؛ لأن 
العقدة د قد تسبب أيضًا خروقًا في الخصائص الحمراء-السوداء. بعد حذف العقدة ب يستدعي الإجراء 
تضاعه-28 إجراء مساعدًا «نا«اظ-ع7عاع28-9 يغيّر الألوانَ ويقوم بدوراناتٍ لاستعادة الخصائص 


راو السوذاو. 


(2)1,2اععم هع 
1 

«مامء يبز - ماوع لاوا« مير 2 
اند عد عزعاءه كز 3 

عومج دع 0 4 

(غوأ».2 ,ة 1) الام طم هع 5 
6 
7 
8 








ان1 عد غنزوام.2 لكك 
غ]ماء دبع 
]عار )الام و متهم 
(غطوأ".2) العم - برعو 9 
«مامء .رز - «مامء-أعونوعمسر 2 10 
#اوامير ع ع 0 1[ 
معدميزياط 120 





برت ويد 13 

الوأ نر ,1)1الماءكهمة هقز عواء 2 4[ 
غاوات.2 د غاوذجمير 15 

( - معناوامءلا 16 


(1:,2,1) للخم ةلمع قر 17 
ها د عإعاءنر 18 

م /عاءنز 1 
«مامء .2 - «مامه .لز 20 

#عماظ عد ماوع -لمناواجم ير كذ 21 
(,1) 8-007 تعاعمهقع 22 
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ومع أنَّ 88-8081878 يتضمن عددًا من أسطر شبه الرماز يقارب ضعف عدد أسطر 818اع27888-0 
إن الإجراءين لحما البنية الأساسية نفسها. يحكنك 





اد كل سطر من :81171 7888-1 ضمن 108-0818718 
(تغيبر 1ل إلى 37.01 والاستعاضة عن كل استدعاءات 7842058140075 باستدعاءات 








1الهام5جهع28-1)) منفذة ضمن الشروط نفسها. 


وفيما يلي بقية الاختلافات بين الإجراءين: 
. تحافظ على العقدة بر على أنما العقدة التي يجري حذفها من الشجرة أو نقلها ضمنها. يتجعل السطر 1 
بر تشير إلى العقدة 2 عندما يكون ل 2 أقل من ابنين» ومن ثم فهي تُحذف. أما عندما يكون ل 2 





ابنان» فإننا بحد في السطر 9 أن بر تشير إلى العقدة التي تلي 2 كما في 788-098117 تماماء وستحتل 
لز موضع 2 في الشجرة. 

لما كان من الممكن أن يتغيرٌ لون بره فإن المتحول «مامع-له«ذوةمير يخزن لوتما قبل حدوث أي 
تغيير. يقوم السطران 2 و 10 بتحديد قيمة لهذا المتحول مباشرةٌ بعد الإسناد إلى بز . عندما يكون ل 2 
ابنان» فإن # عه به وتنتقل العقدة بز إلى الموضع الأصلي للعقدة 2 في الشجرة الجمراء-السوداء؛ يعطي 


تمق 





السطر 20 للعقدة «ز لون 2 نفسه. وتحتاج إلى حنفظ لون بر الأصلي لاختباره في نحاية 6 





فإذا كان أسود فإنّ حذف بر أو نقلها قد يسبب خروقات في الخصائص الحمراء-السوداء: 


كما ذكرنا آنقّاء تتتبع 





التي تتتقل إلى موضع بز الأصلي. أما الإستادات في الأسطر 4 و 7 
و11 فتجعل + تشير إلى ابن بز الوحيد أو إلى الحارس 7.241 إذا لم يكن ل بز أولاد (تذاكر من المقطع 
2 أن برليس لها ابن أيسر). 

« الما كانت العقدة « تنتقل إلى موضع العقدة بر الأصلي؛ فَإِنَّ 
الأصلي لأبي بز ني الشجرة 
يكون فيها ‏ هو الأب الأصلي للعقدة ب (وهذا يحدث فقط عندما يكون للعقدة 2 ابئان وتكون العقدة 





الواصفة «ز.د مهيأة دومًا لتشير إلى الموضع 
إن كانت العقدة ‏ هي في الحقيقة الحارس 7.701. وفيما عدا الحالة التي 





التالية لما بر هي ابنها الأيمن)» يحدث الإسناد إلى .ند في السطر 6 من 18-180057107. (لاحظ 
أنه عند استدعاء 88-7205015 في الأسطر 5 أو 8 أو 14 فَإِنَّ الموسط الثالث الذي يجري تمريره 
عائل د 





مع ذلك؛ عندما يكون الأب الأصلي للعقدة بر هو ء فإننا لا نريد أن يشير طز.:د إلى الأب الأصلي 
للعقدة بره لأننا بصدد حذف تلك العقدة من الشجرة. ولما كانت العقدة بز ستنتقل إلى الأعلى لتأحذ 
موضع 2 في الشجرة؛ فإِنَّ وضع بز في .د في السطر 13 سيجعل .د يشير إلى الموضع الأصلي لأبي 
العقدة بز وإن كان 7.241 > بد. 





أخيراء إذا كانت العقدة بر سوداءء فقد نكون أحدثنا خرقًا أو أكثر في الخصائص الجمراء-السوداء» 
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ولذلك نستدعي «0ا28-081.878-71 في السطر 22 لاستعادة الخصائص الحمراء-السوداء. فإذا كانت 

بز حمراءء بقيت الخصائص الحمراء-السوداء محقّقةُ عند حذف بر أو نقلهاء وذلك للأسباب التالية: 

1 م تتغير أية ارتفاعات سوداء في الشحرة. 

2. ل ير وضع عقد حمراء متجاورة. ولا كانت بز تأخذ مكان 2 في الشجرة وكذلك لون 2 فلا يمكن 
أن يصبح لدينا عقدتان حمراوان متجاورتان ف موضع /ز الحديد في الشجرة. إضافةٌ إلى ذلك؛ إذا لم 
تكن /ز الابن الأيمن للعقدة 2» فإنّ الابن الأبمن الأصلي لها د سيحل محلها ني الشجرة. فإذا 
كانت بز حمراءء لزم أن يكون »د أسود, وبذلك لا يمكن أن يسبب تبديل * ب /ز في أن تصبح 
عقدتان حمراوان متجاورتين. 

3. لما لم يكن بإمكان بر أن تكون جذرًا إذاكانت حراءء فإنَّ الحذر يبقى أسود. 

إذا كانت العقدة بر سوداءء فيمكن أن تظهر ثلاث مشكلات تحن باستدعاء «88-0811878-51«4, 

أولأ» إذا كانت بر هي الحذر وأصبح ابن أحمر لها هو الجذر الجديد» فنكون قد خرقنا الخاصية 2. 
كان كلٌ من + و «.+ حمراوين» فنكون قد خحرقنا الخاصية 4. ثالثاء إن نقل ب ضمن الشجرة يسبب نقص 
عقدةٍ سوداء من كل مسارٍ بسيط كان يتضمن 'ز. وبذلك تُخرق الخاصية 5 من كل أسلاف 'ز في الشجرة. 
انصحمح خيرق الخاصية 5 بالقول إِنَّ العقدة ‏ التي تشغل الآن الموضع الأصلي للعقدة بز لديها عقدةٌ سوداء 
"إضافية". أي إتنا إذا أضفنا 1 إلى عدد العقد السوداء في أي مسارٍ بسيط يتضمن دء فإ الخاصية 5 تتحقق 





إذا 


بمسب هذا التفسير. وعندما نحذف أو ننقل العقدة السوداء بره "ندفع" بسوادها في العقدة د. فالمشكلة الآن 
هي أنَّ العقدة ‏ لم تعد حمراء ولا سوداءء وذلك يخرق الخاصية 1. وبدلاً من ذلكء إما أن تكون العقدة بر 
"سوداء مضاعفة" وإما "حمراء وسوداء" وتسهم في عدد العقد السوداء في المسارات البسيطة التي تحتوي * 
بمقدار 2 أو 1 بالترتيب. وسيبقى واصف اللون «0لوع في العقدة >« إما 880 (إذا كانت د حمراء وسوداء) 
وإما 81801 (إذا كانت بد سوداء مضاعفة). وبتعبير آخر فإنَّ الأسود الإضافي في عقدة ما يؤثّر في تأشير بد 
عليهاء وليس في واصف اللون 0107©. 

يمكننا الآن معاينة الإجراء «نا«88-1«05877-51 وتفخُص كيفية إعادته الخصائص الحمراء-السوداء إلى 





شجرة البحث. 

(,1) "نكاس عع مهم 

ماه حك «رواوء عد همه غمهج 1 ع علط 1 

2 

3 

هعم -- جوامء.ه كذ 4 

اععمه // 5 
اعم // دعم - جواوء .معد 6 
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اعمهه // (م ,)عتمم مع 7 

اععهه // عومد د نه 8 

عاق عع "مام .غاأوا7.ه همة عاعهاظ -حع «رمامء ع [عا.ه كذ 5 
2 عه // معنم ع «وامء .نه 10 
2ه // مدع 11 
#عماه عد رمام غذاوات.ت كذعوك 12 
3 / عاعماظ ع- “رمام .]عا .هه 13 
3 عه |/ هعم - «مامء .نه 14 
3عيه // (هه ,)ع كم1م هتملع 15 
دعم // عناوا”.مع ده 16 
4ععه© // ام .وعد ع “وام .نه 17 
4 عو // اع ضاق ع «0اوء .2د 18 
4عهه |/ ماه ع رمام غناواج.نه 1 
4ععم // (ص.,78)1ه1م سكعنا 20 
4 // 700 عدي 21 
(لعوممطعي 18“ فمه "تطونر" طلته عكسمكء معط كه عدممد) عولء. 22 


#اعهاظ ع «مامء. 23 
يستعيد الإجراء 88-1811578-551«1(7 الخواص 1 و 2 و 4. يُطلب إليك في التمرينين 1-4.13 و 24.13 أن 
تثبت أن الإجراء يستعيد الخاصيتين 2 و 4: لذلك فَإنَا ستركر في ما تبقى من هذا المقطع على الخاصية 1. 
ويتمثّل الغرض من حلقة علفطا» في الأسطر 22-1 في نقل السواد الإضافي إلى أعلى الشجرة إلى أن: 

1. يشير إلى عقدة حمراء-سوداء, وفي هذه الحالة نلوّن ‏ فقط بالأسود في السطر 23. 
2 يشير إلى الجذرء وف هذه الحالة "تحذف" السواد الإضائي فقط. 
3. نخرج من الحلقة بعد إجراء دورانات وعمليات إعادة تلوين مناسية. 

وضمن الحلقة #افط»: تشير ‏ دوًا إلى عقدة سوداء مضاعفة لا تتتمي إلى الجذر. تَُدّد في السطر 2 
إذا كان هو ابا أيسرٌ أو أيمنَ لأبيه ج.د. (أعطينا الرماز للحالة التي يكوث فيها + ابنًا أيسر؛ أما الحالة لني 
يكون فيها » ابنًا يمن -السطر 22- فهي حالة مناظرة.) نحافظ على مؤشر ده على العقدة لمجاورة ل . لما 
كانت * ذات سواد مضاعف فإنَّ العقدة ده لا يمكن 





أن تكون 7,1؛ وإلا فإنَّ عدد العقد السوداء على 
المسار البسيط من م.* إلى الورقة ده (ذات السواد الوحيد) سيكون أصغر من عددها في المسار البسيط 
من مد إلى *. 

تظهر الحالات الأربعة الموحودة في الرماز في الشكل 7.13. وقبل دراسة كل حالة بالتفصيل؛ لنلق نظرة 
عامة على كيفية التحمٌّق من حفاظ التحويل في كل حالة على الخاصية 5. الفكرة الرئيسية هي أنَّ التحويل 
المطبّق يحافظ على عدد العقّد السوداء (ومنها السواد الإضافي الخاص ب *) في كل حالة انطلاقًا من جحذر 





* كما ني 88-19058875108 ليست الحالات في 8ا818-516 8-081 حالات إقصاء متبادل. 
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الحالة 1 
اسمس سه 








ت١‎ 





الشكل 7.13 حالات الحلقة علفط» في الإجراء #لاغا5-:28-01878. العقد المظلمة تكون واصفة اللون ”مام 
فيها 1.401هء أما العقد المظللة تظليلاً كثيًا فواصفة اللون ماوع فيها 7م أما العقد المظللة تظليلاً فاتمًا فواصفة 
اللون فيها ممثلة ب ع أو “, الذي يمكن أن يكون 88م أو ©6ما8. تمل الأحرف 4؟,... ,8 ,© أشجارًا فرعية 
اعتباطية. كل حالة تقوم بتحويل التشكيلة الموجودة إلى اليسار إلى التشكيلة الموجودة إلى اليمين؛ بتغيير بعض الألوان 
و/أو إحراء دوران. أي عقدة تشير إليها د يكون فيها سوادٌ إضائي وتكون إما سوداء مضاعفة وإما حمراء-سوداء. 
الحالة الوحيدة التي تسبب تكرار الحلقة هي الحالة الثانية 2 #دده. (أ) يجري تحويل الحالة الأولى إلى الحالات 2 أو 3 
أو 4 بتبديل ألوان العقدتين 8 و 2 وإجراء دوران إلى اليسار. (ب) في الحالة الثائية يمري نقل السواد الإضافي المتمثل 
بالمؤشر * إلى أعلى الشجرة بتلوين العقدة © بالأحمر وجعل + تؤشر على العقدة 8. وإذا دخلنا الحالة الثائية عبر 
الحالة الأولى: فإ الحلقة عاط" تنتهي لأن العقدة المديدة بد هي حمراء-سوداء؛ ومن ثم ف القيمة ع لواصفة اللون 
فيها هي #8. (ت) حول الحالة الثالثة إلى الحالة الرابعة بتبديل ألوان العقدتين © و 2 وإحراء دوران ميني. 
(ث) تحذف الحالة الرابعة السواد الإضاتي المتمثلة بالمؤشر + بتغيير بعض الألوان وإجراء دوران إلى اليسار (دون خرق 
المخصائص الحمراء-السوداء)» وتنتهي الحلقة. 
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الشجرة الفرعية المرسومة (وباعتباره متضمنًا) إلى كل من الأشجار 





#....,م,». لذلك إذا كانت 
الخاصية 5 محققة قبل التحويلء فستظل محقَّقَةَ بعده. فمثلاً في الشكل 7.13() الذي يوضّح الحالة الأولى 
لى أي من الشحرتين الفرعيتين » أو / هو 3: قبل 


أن العقدة *« تضيف عقدة سوداء إضافية.) وبالمثل فإِنّ عدد العقد السوداء 


1 عقده: نلاحظ أَنَّ عد العقد السوداء من الجذر 
التحويل وبعده. (تذكُر مرةٌ أخرى 


من الجذر إلى أي من ,ز و 6 و ع و ؟ هو 2: قبل التحويل وبعده. في الشكل 7.13(ب)؛ يجب أن يأخذ 











العد بالحسبان القيمة ع لواصفة اللون «10مع لجذر الشجرة الفرعية المرسومة» التي يمكن أن تكون 8810 
أو ععهاق. إذا عرّفنا 0 > (مع8)امسمه و ١‏ > (8418)امدم»» فَإِنَّ عدد العقد السوداء من الحذر إلى > 
هو ()1«دوء+ 2: قبل التحويل وبعده. في هذه الحالة: تأخذ العقدة الحديدة > بعد التحويل القيمة © في 
واصفة اللون 07اوع: لكن هذه العقدة هي في الحقيقة حمراء-سوداء (إذا كان 880 > ع) أو سوداء مضاعفة 


(إذاكان “© اه > ع). يمكن التحقّق من الحالات الأخرى بطريقة مشابحة (انظر التمرين 5-4.13). 


الحالة الأولى: «ه المجاورة ل بد حمراء 

تحدث الحالة الأولى (الأسطر 8-5 من «ناغ*ا28-081818-5 والشكل 7.13()) عندما تكون العقدة له 
المجاورة للعقدة د حمراء. وإذ إن ده يجب أن يكون ذا أبناء سود. فيمكتنا تبديل لوي نه و صم. ثم إجراء 
دوران إلى اليسار حول .د دون خحرق أي من المخصائص الحمراء-السوداء. أصبحت العقدة الجديدة المجاورة 
ل ده وهي أحد أبناء ده قبل الدوران» الآن سوداء» ومن َه نكون قد حوّلنا الحالة الأولى إلى الحالة 2 أو 3 
أو 4. 


تحدث الحالات 2 و 3 و4 عندما تكون العقدة ده سودا 





الحالة الثانية: دن المجاورة ل »د سوداء, وابناها أسودات 
في الحالة الثانية (الأسطر 11-10 من 07اا-8-00815575 والشكل 7.13(ب)) يكون ابنا ده أسودان. ولا 





كانت ده أيضًا سوداء؛ فنأخذ سوادًا واحدًا من ا ومن «هه لتصبح ند بسواد واحد وتصبح بم جمراء. 
للتعويض عن حذف سواد واحد من * ومن دهء نريد أن نضيف سوادًا إضائيًا إلى .ده الذي كان في الأصل 
أحمر أو أسود. نقوم بذلك بتكرار الحلقة عاذها» مع اعتبار ص.+د هي العقدة الجديدة #. لاحظ أثنا إذا دخلنا 
الحالة الثانية عير الحالة الأولى: فإِنَ العقدة الجديدة د هي حمراء-سوداء. لأن العقدة الأصلية .+ كانت 
حمراء. إذا 





ة ع لواصفة اللون امع في العقدة الجديدة د هي 280 وتنتهي الحلقة عندما تختبر شرط 


التكرار. ثم نلوّن العقدةٌ الجديدة م بلون أسود (وحيد) في السطر 23. 


الحالة الثالثة: ده المجاورة ل :د سوداءء وابنها الأيس رأحمر وابنها الأيم نأسود 
تحدث الحالة الثالثة (الأسطر 16-13 والشكل 7.13(ت)) عندما تكون ده سوداء» وابنها الأيسر أحمر وابنها 
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الأيمن أسود. يمكننا تبديل لون ده وابنها الأيسر غ16 .ده ثم إجراء دوران إلى اليمين حول ده دون خرق أي 
من النصائص الحمراء-السوداء. العقدة 
تم نكون قد حوّلنا الحالة 3 إلى الحالة 4. 





الجديدة ده اللجاورة ل د هي الآن عقدة سوداء لما ابن أيمن أجمرء ومن 


الحالة الرابعة: «ى المجاورة ل + سوداءء وابنها الأيم نأحمر 

تحدث الحالة الرابعة (الأسطر 21-17 والشكل 7.13(ث)) عندما تكون العقدة ده المجاورة ل سوداء وابنها 
الأبمن أحمر. بإجراء بعض التغييرات في الألوان وتنفيذ دوران إلى اليسار حول م.+ يمكننا حذف الأسود 
الإضافي في * لتصبح وحيدة السواد دون خحرق أي من المنصائص الحمراء-السوداء. وبافتراض أن + هي الدذر 
تتفي حلقة عاذط٠‏ عند اختبارها شرط الك 


التحليل 


ما هو زمن تنفيذ 108-081.578؟ لمَا كان ارتفاع الشجرة الحمراء-السوداء المؤلفة من « عقدة هو (0)187: 
إن التكلفة الإجمالية للإجراء دون استدعاء «0ا«28-081178-51 تستغرق زمنًا (0)|71. مع الإجراء 








“نااا289-81818-5ء تنسهي الحالات 1 و 3 و 4 بعد أداء عدد ثابت من تغييرات اللون وثلاثة دورانات 
على الأكثر. والحالة 2 هي الحالة الوحيدة التي يمكن أن تتكرر فيها الحلقة عافط» ومن ثم ينتقل المؤشر # 
إلى أعلى الشجرة عددًا من لمرات لا يتجاوز (0)0187 مرةء وبدون دورائات. لذلكء فإِن الإجراء 
ثثة دورانات على الأكثر؛ ويكون الزمن الإجمالي 





«100!-8 اع ههج يستغرق زمنًا (0)0: ويؤدي 
للإجراء 1تنا28-5 إذن (0)1 أيضًا. 


تمارين 
1_1 

برهن أنه بعد تنفيذ «88-081818-11«1 يجب أن يكون جذر الشجرة أسود. 

213 

برهن أنه إذا كان كل من د و .د حمراوان في ع7تماع28-8 فإنَّ الخاصية 4 تُستزّد باستدعاء 
(,1)«نانا- اعم مع 

3413 

أوحدث في التمرين 2-3.13 الشجرةٌ الحمراء-السوداء التي تنتج عن إدراج متنابع للمفاتيح التالية 
8 ,12,19 ,38,31 ,41 في شجرة فارغة في البداية. بين الآن الأشجار الحمراء-السوداء التي تنتج عن الحذف 
المتتابع للمفاتيح بحسب الترتيب 12,8 ,19 ,41,38,31. 


4-3 
ف أية أسطر من رماز 51)07-:11278ع 18-8 يكنا تفحص أو تعديل الحارس 7,2101؟ 
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54 

ف كل من حالات الشكل 7.13: حدّد عدد العقد السوداء انطلاقًا من جذر الشجرة الفرعية المرسومة إلى كل 
من الأشجار الفرعية #,... ,8 ,© وتأكد أن عددها يظل نفسه بعد التحويل. وإذا كانت واصفة اللون 10م» 
العقدة ما هي ع أو 'ع» فاستخدم التدوين ()هدامه أو ()؛هدامه رمزيًا في إجابتك. 





613 
يعتقد الأستاذان همناء!5 و «م,ه8 بأنَّ لون العقدة م..د يمكن أن لا يكون أسود في بداية الحالة الأولى من 
"1678-51 88-0. فإذا كان الأستاذان مين تكون الأسطر 6-5 خاطة. أثبت أن م. يجب أن يكون 

أسود في بداية الحالة الأولى؛ بحيث يدرك الأستاذان أنه ليس ثمة ما يقلقا بشأنه. 

7-3 
افترض أنَّ عقدةٌ د أدرحت في شجرة حمراء-سوداء باستخدام 088-1905687 ثم خذفت مباشرة باستخدام 
1878 88-0. هل الشجرة الحمراء-السوداء الناتمة هي نفسها الشجرة الحمراء-السوداء الأولى؟ علّل 

جوابك. 


1-13 مجموعات دياميكية دائمة 

في سياق تتبع حوارزمية ماء بحد أحيانًا أننا تحتاج إلى الاحتفاظ بالنسخ السابقة لمجموعة ديناميكية 
566 ©101ة لال عند تعديلها. تُمى هذه الجموعة دائمة /«ماوذور»م. تعتمد إحدى طرق تنجيز بجموعة 
دائمة على نُسْخ المجموعة كاملةً كلما جرى تعديلهاء لكن هذا النهج يمكن أن يُيطئ البرنامج وأن يستهلك 
حجمًا كبيرا. على أنه يمكننا أحيانًا أن نفعل شيئًا أفضل بكثير من هذا النهج. 


افترض 5 مجموعة دائمة مع العمليات 614هه56 ,281818 ,1805887 التي ننجزها باستخدام أشجار 





بحث ثنائية كما في الشكل 8.13(). نحتفظ يجذر منفصل لكل نسخحة من المجموعة. ولإدراج المفتاح 5 في 
المجموعة» ننشئ عقدة جديدة مفتاحها 5. تصبح هذه العقدة الابن الأيسر لعقدة جديدة مفتاحها 07 لأننا لا 
نستطيع تغيبر العقدة الموجودة سابمًا ذات المفتاح 7. وبالمئل, فإِنَّ العقدة الدديدة ذات المفتاح 7 تصبح الابن 
الأيسر لعقدة جديدة مفتاحها 8 وابنها الأيمن هو العقدة الموحودة ذات المفتاح 10. تصبح العقدة الحديدة 
ذات المفتاح 8 بدورها الابن الأيمن لحذر جديد ”: ذي المفتاح 4 وله ابن أيسر هو عقّدة موجودة مفتاحها 3. 
وهكذاء فنحن ننسخ فقط جزءًا من الشجرة ونشترك يبعض العقد مع الشجرة الأصلية» كما يظهر في 
الشكل 8.13(ب). 

النفترض أنَّ لكل عقدة ني الشجرة الواصفات بزمء/ وها و #وف": ولكن ليس ا أب. (انظر أيضًا 
التمرين 6-3.13.) 
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الشكل 8.13 (أ) شجرة بحث ثنائية مفاتيحها 10 ,8 ,4,7 ,3 ,2. (ب) شجرة البحث الثنائية الدائمة الناتحة عن 
إدراج المفتاح 5. تتألف أحدث نسخحةٍ من مجموعة من العقد التي يمكن الوصول إليها من الجذر 7: وتتألف النسخة 
السابقة من العقد الني يمكن الوصول إليها من . أضيفت العقد المظللة تظليلاً كثيفًا عند إدراج المفتاح 5. 
أ. حدّد العقد التي نحتاج إلى تغييرها لإدراج مفتاح 4, أو حذف عقدة بر في شجرة بحث ثنائية دائمة 
عامة. 
'ب. إذا كان لديك شجرة دائمة '7 ومفتاح ع للإدراج» فاكتب إجراء 5877ل2!-282515183/1-1388 يعيد 


شحعرة جديدة دائمة "7 ناتجحة عن إدراج ‏ في '7. 


ات. إذا كان ارتفاع شجرة البحث الثنائية الدائمة 7 هو 8: فما هي متطلبات الزمن والحجم لتنجير 
ل اع شجرة هي 
87عل«ا-ععم01-1«ع7و1كمع0؟ (تتناسب متطلبات الحجم مع عدد العقد الجديدة الخصصة.) 


5 


. افترض أَنَنَا ضمثًا واصفة 74ع7هم في كل عقدة. في هذه الحالة سيحتاج 8751518007-1888-105877 
إلى القيام بعمليات نسخ إضافية. أنبت أنَّ 1«5877-ععم535151825-1 يستغرق زمثًا وحجمًا 
()2: حيث :: هو عدد العقد في الشجرة. 

ج. أظهر كيفية استخخدام الأشجار الحمراء-السوداء لضمان بقاء الزمن والحجم اللازمين للتنفيذ في أسوأ 

الحالات (00187 لكل عملية إدراج أو حذف. 


2-13 عملية الضم على الأشجار الحمراء-السوداء 

تأخذ عملية الضم «01ز بحموعتين ديناميكيتين .5 و و5 وعنصرًا “د بحيث يكون لكل وك ع ,د و و5 © يبن 
لدينا بزمما. يعد > برهم .د > بإما.. تعيد هذه العملية بجموعة وك نا (*] لا رك - 5. نتحرى في هذه 
المسألة كيفية تنجيز عملية الضم في الأشجار الحمراء-السوداء. 
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أ. إذا كان لدينا شجرة حمراء-سوداء 07 تخزن ارتفاعها الأسود باعتباره الواصف الجديد #ط.7. بين أنَّ 


887ا5ا!!-18 وع61ا 88-0 يمكنهما الاحتفاظ بهذا الواصف دون الحاجة إلى تخزين إضافي في عقد 





ودون زيادة زمن التنفيذ المقارب. برهن أنه يمكتناء في أثناء النزول عبر 7 تحديد الارتفاع 
الأسود لكل عقدة نزورها في زمن (0)1 لكل عقدة جرت زيارتها. 

نرغب بتنجيز عملية (88-10190)75,3,72 التي تدمّر 71 و 72 وتعيد شجرة حمراء-سوداء 

7ن () 7:0 > 7. ليكن : العدد الكلي للعقد في ,7 و 72. 

ب. افترض أن خاط.ي7 < 1:.58. صف غخوارزمية تعمل في زمن (0)1871 بإمكانما أن تحد عقدة سوداء ب 
ف :7 يكون مفتاحها هو الأكبر بين العقد التي لها الارت 





الأسود +إطا.72. 


ات. لتكن ,3 الشجرة الفرعية ذات الجذر بز. صف كيف يمكن أن تحل :3 نا [*] لاير2 محل .23 في زمن 
(0)1 دون تدمير خصائص شجرة البحث 





خَ 


. ما اللون الذي يمكن أن نلوّن به +د بحيث تحافظ على الخصائص الحمراء-السوداء 1 و 3 و 5؟ صف 
كيف يمكن فرض الخصائص 2 و 4 في زمن (0)187. 


ج. برهن أن الفرض في الجزء (ب) لا يضيع العمومية. صف الحالة المناظرة التي تُظهر عندما يكون 
عاطءو1 ك ناطرة. 


ح. برهن أَنَّ زمن تنفيذ إز0ل-28 هو (0)12. 


3-3 أشجار .41/1 





411 هي شجرة بحث ثائية متوازنة الارتقاع 4مء«هاهط ؛«اهذه!: ففي كل عقدة #ء تختلف 


ارتفاعات الأشجار الفرعية اليمنى واليسرى بمقدار 1 على الأكثر. ول 





شجرة .1/ال4) نحتفظ بواصفٍ 
إضاني في كل عقدة: /. هو ارتفاع العقدة *. ونفترضء كما في أية شجرة بحث ثنائية أخرى؛ أَنَّ 77004 
يشير إلى عقدة الحذر. 





57 4 
أ. برهن أذَّ ارتفاع شجرة .]الى ذات :: عقدة هو (00187. (لميح: برهن أنه ني شجرة .81/1 ارتفاعها 


هناك على الأقل ,(/ عقدة: حيث ,8 هو رقم فيبوناتشي أععهصوطة؟ من الرقبة #.) 
ب. لإدراج عقدة ضمن شجرة .]/اله: يجري أولاً وضع هذه العقدة في مكان مناسب ضمن ترقيب شجرة 
البحث الثنائية. بعد ذلك قد لا تبقى الشجرة متو 








الارتفاع. وبالتحديد قد يختلف ارتفاعا الابنين 
الأيسر والأيمن لبعض العقد بمقدار 2. صف إجراءً (*)84140©8 يأخذ شجرة فرعية جذرها ب 


وابناها الأمن والأيسر متوازنا الارتفاع وتختلف ارتفاعاتحما بمقدار 2 على الأكثرء أي إنَّ 
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2 > إط]ها.-ة.عناوة”.*[ء ويعدّل الشجرة الفرعية ذات المذر + لتصبح متوازنة الازتفاع. 
(للميح: استخدم الدورانات.) 

ات. باستخدام الحزء (ب)؛ صف إجراءً عوديًا (1«5687),2سالا4 يأخذ عقدة *# ضمن شحرة .آلائه 
وعقدة منشأة حديئًا 2 (سبق ملء مفتاحها)» ويضيف 2 إلى الشجرة الفرعية ذات الجذر + محافظًا 
على خاصية أن بد هي جذر شجرة .آلاله. كما في الإجراء 7888-125877 من المقطع 3.12 » افترض 
أن بره» .2 قد مُلئ 
لإدراج العقدة 2 في شجرة الام وهي 7 نستدعي (10588)7:7001,2سآ/41. 


ابقاء وأنَّ اللا > غ/»2.1 و لال( - غلوا».ج؛ وانترض أيضًا أَذَّ 6 - 2.8. إذن 





. بين أنَّ تنفيذ عملية 105877-آ/الم على شجرة .آلالم ذات 7 عقدة يستغرق زمثًا (0)1871)» ويؤدي 





(0)1 دورانًا. 
4-3 الأشجار المكمة 
إذا أدرجنا مجموعة من 2 عنصرًا في شجرة بحث ثنائية» بن الشجرة الناتحة شديدة الاختلال في التوازن» 
وهذا يؤدي إلى أزمنة بحث طويلة. ومع ذلك؛ وكما رأينا في المقطع 4,12 فإنَّ أشجار البحث الثنائية المبنية 
عشوائيًا تميل إلى أن تكون متوازنة. لذلك يمكن اعتماد استراتيجية تبني - وسطيًا - شجرة متوازئة من بجموعة 
ثابتة من العناصر تقوم على إجراء تبديل عشوائي للعناصر ثم إدراجها في الشجرة وفق ذلك الترتيب. 

ولكن ماذا يحدث لو لم تكن لدينا كل العناصر دفعةٌ واحدة؟ إذاكنا نستقبل العناصر واحدًا تلو الآخر» 
فهل يمكننا بناء شجرة بحث ثنائية عشوائيًا يما؟ 

سندرس بنية معطيات تعطي جوابا إيجايئًا عن هذا السؤال. الشجرة المكؤّمة «رممم! هي شجرة بحث 
اثنائية للها طريقة معدّلة في ترتيب العقد. يُظهر الشكل 9.13 مثالاً عنها. وكالمعتاد. تملك كل عقدة * في 
الشجرة مفتاحًا قيمته بزم/.. إضافة إلى ذلك؛ نسند الأفضلية بمغ7407م.د وهي رقم عشوائي نختاره 
اختيارًا مستقلاً لكل عقدة. نفترض أنَّ كل الأفضليات متمايزة» وأن كل المفاتيح متمايزة أيضًا. تكون عقد 
الشجرة المكوّمة مرتبة بحيث تحقق المفاتيح خخصائص أشجار البحث الثنائية» وتحقق الأفضلياتُ خاصية ترتيب 


الكومة وفق الأصغر: 











الشكل 9.13 شجرة مكرّمة. كل عقدة + معلّمة ب ب0ة57107. : برمعا.. فاحذر مثلاً مفتاحه © وأفضليته 4 
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أيسر ل بيت فإ رعها لا > مزهع ما 






إذاكان ب 
٠‏ إذاكان م ابا أُحن لبن فَإِنَّ ترما من < برمعا .م 
٠‏ إذا كان م انا لبه فإ رمم ا«صرءن < برع “رمام با 
(سميت الشحرة بالشجرة 
البحث الثنائية والكومة.) 

من المفيد النظر إلى الأشجار المكوّمة على النحو الآقي. اقترض أننا تُدرج عقدًا «بد,... رو#ري مع 
مفاتيحها للرافقة ضمن شجرة مكوّمة. فالشجرة المكوّمة الناتجة هي الشجرة التي كانت ستتشكل فيما لو 
كانت العقد قد أدرحت في شجرة بحث ثنائية عادية وفق ترتيب أفضلياتما (المحتاء 





بسبب تركيب مجموعة الخصائص هذه؛ فهي تملك في آنِ معًا ميزات شجرة 








ارة عشوايً). أي إِنّ 
بناما”ص.رد > «رعامماجم .> تعني أننا أدرجنا , قبل رد 
أ. لتكن لدينا مجموعة العقد «6د,... ,وند, ند مع مفاتيحها المرافقة وأفضلياتما. وجميعها متمايزة. 
الشجرة المكوّمة المرافقة هذه العقد وحيدة. 


3 
9 
9 


ب. برهن أن الارتفاع المتوقّم لشجرة مكوّمة هو (:9087 أن الزمن المتوقّع للبحث عن قيمة في الشجرة 
المكوّمة هو (1870)©. 

لترّكيف يمكن إدراج عقدة جديدة في شجرة مكوّمة موجودة. نبدأ بإسناد أفضلية عشوائية للعقدة الجديدة. ثم 

نستدعي وارزمية الإدراج؛ التي نسميها 85187]-181688 ونوضّح كيفية تشغيلها ني الشكل 10.13. 

ت. اشرح كيفية عمل 48-125885م78: وأكتب شبه الرماز اللازم. (للميح: نقّذْ إجراء الإدراج المعتاد في 
شجرة البحث الثنائية» ثم أجر بعض الدورانات لاستعادة خاصية ترتيب الكومة وفق الأصغر.) 


ث. بين أن زمن التنفيذ المتوقع ل 'تمعوند]-ممعم7 هو (1)©. 
ينفّذ 0-1205887م78 بعنًا ثم متتالية من الدورانات. ومع أنَّ هاتين العمليتين مما نفس الزمن المتوقع للتنفيذء 
فإنّ لهما عمليًا تكلفة مختلفة. فالبحث يقرأ معلومات من الشجرة المكوّمة دون تعديلهاء على حين يغيّر 
الدوران مؤشرات الأب والابن ضمن الشجرة المكوّمة. ويلاحظ أنه في معظم الحواسيب» تكون عمليات 
القراءة 
العدد المتوقع للدورانات محدود بثابت ما. 

الإجراء ذلك تحتاج إلى بعض التعاريف الموضّحة في الشكل 11.13. العصب الأيسر #«ام: :/ها في 
شجرة بحث ثنائية 7 هو المسار البسيط من الجذر إلى العقدة ذات المفتاح الأصغر. ويتعبير آخرء العصب 
الأيسر هو المسار البسيط المؤلف من وصلات يسرى فقط انطلاقًا من الخذر. وبالتداظرء فإن العصب الأيمن 





أسرع بكثير من عمليات الكتابة: لذا فنحن نريد أن يؤدي 72848-1258875 دورانات أقل. سنبيّن أن 
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مهي :1 





الشكل 10.13 تشغيل 1205877-م784. (أ) الشجرة المكوّمة الأصلية قبل الإدراج. (ب) الشجرة المكرّمة بعد 
إدراج عقدة مفتاحها © وأفضليتها 25. (ت)-(ث) مراحل وسطية عند إدراج عقدة مفتاحها 0 وأفضليتها 9. 





0 ١ب‏ 
الشكل 11.13 أعصاب شجرة بحث ثنائية. العصب الأيسر هو المظلل في (أ) والعصب الأيمن هو المظلل ف (ب). 
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*:رثم نابفم هو المسار البسيط المؤلف من وصلات يعنى فقط انطلاقًا من ابخذر. طول #/ع:«ء/ العصب هو 

عدد العقد التي يحتويها. 

ج. خذ الشحرة المكوّمة 7 مباشرةٌ بعد أن يُدرج 58#7«ا-ممعع7 العقدة . وليكن © طول العصب 
الأيمن للشجرة الفرعية اليسرى ل . وليكن 2 هو طول العصب الأيسر للشجرة الفرعية اليمنى ل *«. 
أثبت أنَّ العدد الكلي للدورانات المنفذة خلال إدراج د يساوي 0 + 6. 





سنحسب الآن القيم المتوقعة لكل من © و 0. نفترضء دون فقد العمومية» أنَّ المفاتيح هي 1,2,...,2: لأننا 
نقارن أحدها بالآخر فقط. 





ليكن رمعا .« - 6 و بها .نز > ] لكل عقدتين # و بزء حيث «« + لز. نعرّف متحولات عشوائية 
مؤشرة دليلية 


(دظظه عمماطيى لعا عطظله عمامك اطييف عطا هذ هذ )1 - بوكر 


اح. بين أنَّ 1 حلا إذا وفقط إذا كانت بزعا > بزعماءيلء و تاماسم عد < برعاسماسم ير وأن 
ماسم .2 < بمفسرماجج .بر بشميع 2 التي تحقق برعم .بد > برها .2 > برعم .بر 





اخ. أثبت أن 
3 
بحبح - 1د نام 
1 2 
1()#4-0 +1 م 7 
د. أثبت أن 
1 
0١5‏ 
2 
2 0 
3-0 
ذ. استخدم حجة التناظر لتبين أَنَّ 
1 
722 جد زا 


ر. استنتج أن العدد المتوقّع للدورانات المنفذة عند إدراج عقدة في شجرة مكوّمة أصغر من 2. 
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ملاحظات الفصل 

تعود فكرة توازن شجرة بحث إلى فأو'اء/8061'500-1 و 0015هآ [2]: اللذين أدعلا صنقًا من أشحار البحث 
المتوازنة المسمّاة "أشجار .81/1" في عام 1962. والموصّفة في المسألة 3-13. ثم أدخل +1وعمم1] .8 .ل صنقًا 
آخخر من أشجار البحث عام 1970 يُسمى "أشجار 2-3" (غير منشورة). تحافظ أشجار 2-3 على التوازن 
بتناول درجات العقد في الشجرة. يدرس الفصل الثامن عشر تعميمًا للأشجار 2-3 ابتدعه باير وماكريت 
عره8 و أطعه»201 [35] يسمى الأشجار المعثّمة وعمها-8. 

ابتكر بابر 8866 [34] الأشجار الحمراءالسوداء تحت اسم "الأشجار امعمّمة الثنائية التناظرة" 
"8-6 لإتقداط عأتاسسيره". ودرس غويياس وسيدغويك 5دطزن0 و اء«مول»5 [155] خصائصها 
مطولاً وأدلا اصطلاح اللون أحمر/أسود. في حين أعطى أندرسون 800875508 [15] نوعًا آخر من 
الأشجار الحمراء-السوداء أكثر سهولةٌ في البربحة. يسمي فايس كوذع/11 [351] هذا النوع وعع6-هلق. وهو 
يشبه الأشجار الحمراء-السوداء إلا أن الأبناء اليْسر قد لا يكونون حمرًا أبدًا. 

اقترح سيدل وأراغون 5619 و «مههرة. [309] الأغجار المكرّمة ومهعم4» موضوع المسألة 4-13 وهي 
التنجيز المغتفل لمعجم في .1.204 [253]» وهي مجموعة منجّزة جيدًا من بنى المعطيات والخوارزميات. 

وهناك أنواع أخرى كثيرة من أشجار البحث المتوازثة: منها الأشجار المنوازنة في الثقل [264]» والأشجار 
ذات ال ع/ جارًا معع ,وططهاعم-! [245]؛ وأشجار :همعءمدء: [127]. ولع أكثرها إثارةٌ للاهتمام أشجار 


سبلاي "5عمم] بزواجة" التي أدخلها سليتور وتارجان 5163106 و «دزه7 [320]؛ وهي ذاتية التصحيح (انظر 





افظ أشجار سبلاي على التوازن دون شرط 
توازن صريح مثل اللون. بل إنَّ العمليات (التي تتضمن دورانات) تقد ضمن الشجرة كلما جرى النفاذ إليها. 
التكلفة المخحمّدة (انظر الفصل السابع عشر) لكل عملية على شجرة ذات : عقدة هي (0)810. 

توثْر لوائح سكيب 5زوذ! وأا [286] بديلاً للأشجار الثائية لمتوازنة. وهي لوائح مترابطة. 
من المؤشرات الإضافية. تُقّد كل عملية معجمية على لائحة سكيب من 2 عنصرًا في زمن (00871. 


0زة [330] للوقوف على توصيف جيد لهذه الأشجار). 
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إغناء بنى المعطيات 


لا تحتاج بعض الحالات الهندسية إلى أكثر من بنية معطيات في "كتاب مدرسي" - من مثل لائحة مضافة 
الترابط» أو جدول تلبيد» أو شجرة بحث 7 






ئية - غير أن العديد من الحالات الأخرى تحتاج إلى شيء من 





الإبداع. ومع ذلك؛ قد تحتاج في حالات نادرة إلى ابتكار نمط جديد بالكامل من بنى المعطيات. أما في 
الأغلب الأعمء فيكفي أن نغني بنى المعطيات الموجودة في الكتب الدراسية بتزويدها بمعلومات إضافية. 
ومكدك بعدها أن تبرمج عملياتٍ جديدة على بنى المعطيات لدعم التطبيق المرغوب فيه. على أن إغناء بنى 
المعطيات لا يكون مباشرًا دوماء بل يجب أن بجرى العمليات التقليدية على بنى المعطيات بتحديث المعلومات 
المضافة وا محافظة عليها. 

يناقش هذا الفصل 
معطيات تدعم عمليات إحصائيات الترتيب العامة في مجموعة ديناميكية؛ بحيث يمكننا أن نحد بسرعة العدد 
الأصغر ذا الترتيب ] في بجموعة: أو مرتبة عنصر معطى ضمن ال 
المقطع 2.14 إجرائية إغناء بنية معطيات؛ ويقدّم مبرهنة يمكنها تبسيط عملية إغناء الأشجار الحمراء-السوداء. 
ويستخدم المقطع 3.14 هذه المبرهنة للمساعدة في تصميم بنية معطيات للمحافظة على مجموعة ديناميكية من 
الحالات. كالمجالات الزمنية. فإذا كان لدينا مجال نريد الاستعلام عنه, يمكننا عندئدٍ إيجاد امال الذي يتراكب 
وهاه معه في المجموعة وبسرعة. 





يي معطيات أنشأناهما بإغناء الأشجار الحمراء-السوداء. يصف المقطع 1.14 بنية 





إحصائيات الترتيب الديناميكية 


مهد الفصل 9 لمفهوم إحصائية الترتيب. وبالأحصء فإن إحصائية الترتيب من الدرجة في مجموعة من 84 
عنصرًا حيث [1,2,...,71) © ؛ هي بيساطة عنصر المجموعة الذي يمتلك المفتاح الأصغر ذا الترتيب 4. وقد 
رأينا كيف تحدّد أية إحصائية ترتيب في زمن ()0 انطلامًا 





ن مجموعة غير مرتية. وسنرى في هذا ا مقطع كيف 
يمكن تعديل الأشجار الحمراء-السوداء بحيث نستطيع تحديد أي إحصائية ترتيب لمجموعة ديناميكية في زمن 
(0)087: وسنرى كذلك كيف يمكن حساب مرتية /«ه عنصر - أي موقعه في الترتيب الخطي للمجموعة - 
في زمن (0087. 
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قن 


الشكل 1.14 شجرة إحصائيات الترتيب» وهي شجرة حمراء-سوداء مُعْنَاة. العقد المظللة حمراء والعقد الغامقة 
سوداء. إضافة إلى الواصفات المألوفة في كل عقدة #ه جرت إضافة واصفة 5]26.* وهي تعبر عن عدد العقد-عدا 
الحارس- في الشجرة الفرعية التي جذرها بد. 


ببين الشكل 1.14 بنية معطيات تستطيع أن تدعم عمليات إحصائيات الترتيب السربعة. وتعرئف شجرة 
إحصائيات الترتيب 1 عع« ع1اوذاهاىمعهمه بأنها شجرة حمراء-سوداء مزودة بمعلومات إضافية مخزنة في كل 
عقدة. فإلى جانب الواصفات المألوفة في الأشجار الجمراء-السوداء وهي م1 و 60107.* و ويد 
وغ/هء!.* و غااو:.* الموحودة في كل عقدة ندء لدينا الواصفة 126ى.. تتضمن هذا الواصفة عدد العقد 
(الداخلية) في الشجرة الفرعية التي جذرها د (ومنها ‏ نفسها)؛ أي أنما تتضمن حجم الشجرة الفرعية. فإذا 
عرّفنا حجم الحارس بأنه 0: أي إذا جعلنا 26اى .7.7111 مساوية 0: عندها تكون لدينا المساواة: 
. 1+ عقاى غلاوات» + مهاد ]ه|.* - مهاد 
ليس من الضروري أن تكون المفاتيح متمايزة في شجرة إحصائيات الترتيب (فالشجرة الواردة في الشكل 
14 مثلأء لها مفتاحان قيمتهما 14 ومفتاحان قيمتهما 21). في حال وجود مفاتيح متساوية لا يكون مفهوم 
المرتبة المذكور آنفًا معركًا تعريقًا جيداء ونزيل هذا الالتباس في شجرة إحصائيات الترتيب بتعريف مرتبة عنصر 
على أنا الموقع الذي سيظهر فيه فيما لو طبعنا الشجرة بتجوال بيني 1له؛« 6ع0رمهة. في الشكل 1.14 مغلأء 
تكون مرتبة المفتاح 14 المخزن في عقدة سوداء هي 5: وتكون مرتبة المفتاح 14 المخزن في عقدة حمراء هي 6. 





استحضار عنصر ذي مرتبة معطاة 

قبل أن نبين كيف تحافظ على معلومة الحجم هذه أثناء الإدراج والحذفء لنتفخص تنجيز استعلاقين 
الإحصائيات الترتيب يستخدمان هذه المعلومة الإضافية. نيدأ بعملية تستحضر عنصرًا ذا مرتبة معطاة. يُعيد 
الإجراء (05-581870,1 مؤشرًا إلى العقدة التي تحتوي المفتاح الأصغر ذا الترتيب + في الشجرة الفرعية 
التي رأسها *. ولإيحاد العقدة ذات المفتاح الأصغر ذي الترتيب ‏ في شجرة إحصائيات الترتيب 7 





نستدعي (,81)1.7004ا05-58. 
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(.ن مع كوه 








1 + عاو ره د« 1١‏ 
داعا 2 

عد لماعم 3 

"> كلعواء 4 

( ان]عا .)ا تععا05-58 مسمم 3 


م اغطوا” )05-58 مسعم عوك 6 


في السطر 1 من 05-8581867 مسب 7 وهو مرتبة العقدة * في الشجرة الفرعية التي جذرها . إن قيمة 
اك .6/4 .د هي عدد العقد الني ترد قبل * في تحوال بيني للشجرة الفرعية التي جذرها د. وهكذا يكون 
1 + 26غى.]/ه!. مرتبة >« ف الشجرة الفرعية التي جذرها *. إذا كان " > فإن العقدة > تكون العنصر 
الأصغر ذا الترتيب 4» وعليه فإننا نعيد بد في السطر 3. وإذا كان خ > : يكون العنصر الأصغر ذو الترتيب 4 
موجودًا في الشجرة الفرعية اليسرى ل بء لذا نطبق العودية على +/16 .+ في السطر 5. وإذاكان « < 4. يكون 
العنصر الأصغر ذو الترتيب ] موجودًا في الشجرة الفرعية اليُمنى ل بد. ولما كانت الشجرةٌ الفرعية التي جذرها ب 
تحتوي ” عنصرًا ترد قبل الشجرة الفرعية اليمنى ل * في التجوال البيني للشجرة: فإن العنصر الأصغر ذا 
الترتيب : في الشجرة الفرعية التي جذرها * يكون هو العنصر الأصغر ذا الترتيب (7- ]) في الشجرة الفرعية 
التي جذرها 4/و/7.د. يحدّد هذا العنصر عوديًا في السطر 6. 

ولمعاينة كيفية عمل 05-5)11867: نبحث عن العنصر الأصغر ذي 
الترتيب الواردة في الشكل 1.14. نبدأ بالجذر د الذي يحمل . 
الشجرة الفرعية اليسرى ل 26 هو 12 فإن مرد 





7 في شجرة إحصائيات 


اح 26 ولدينا قيمة 17 > ]. ولا كان حجم 











هي 13. وهكذاء نعلم أن العقدة ذات المرتبة 17 هي 
4 > 13 - 17 أي إننا نبحث عن العنصر الرابع في الصفر في الشجرة الفرعية اليمنى ل 26. بعد الاستدعاء 
العودي تصبح « هي العقدة ذات المفتاح 41 و 4 > . ولما كان حجم الشجرة الفرعية اليسرى ل 41 هو 5» 
افإن رتبته في شجرته الفرعية هي 6. وهكذا نعلم أن العقدة ذات المرتبة 4 هي العنصر الرابع في الصغر في 
الشجرة الفرعية اليسرى ل 41. وبعد الاستدعاء العودي تصبح + هي العقدة ذات المفتاح 30 ومرتبتها في 
العودية مرة ثائية لنجد العنصر الأصغر الثاني (2 - 2 - 4) في الشجرة 
الفرعية التي جذرها هو العقدة ذات المفتاح 38. هناء بحد أن حجم الشجرة الفرعية اليسرى هذه العقدة 
هو 1, وهذا يعني أنما العنصر الثاني في الصغر. وهكذا يعيد الإجراء مؤشرًا إلى العقدة ذات المفتاح 38 . 





شجرتها الفرعية هو 2. ومن ثم نطبق 


وما كان كل استدعاء عودي يقودنا في كل هرة إلى مستوى أعمق واحد داخل شجرة إحصائيات 
الترتيب» فإن الزمن الإجمالي ل 05-5617 يتناسب في أسوأ الحالات مع ارتفاع الشجرة. وحيث إن الشحرة 
هي شجرة حمراء-سوداء. فإن ارتفاعها هو (0)187 حيث « هو عدد العقد. وهكذا يكون زمن تنفيذ 
؟عقاع05-5 هو (0)1 في حالة مجموعة ديناميكية ذات 7 عنصرًا. 
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تحديد هرتبة عنصر 
ليكن لدينا مؤشر إلى عقدة بد في شجرة إحصائيات التزتيب 7. يعيد الإجراءٌ 05-840 موقعٌ + في التزتيب 
الخنطي الذي يحدده التجوال البيني للشجرة '7. 






(,1) اجي-05 
1+عتاءو ]ءادمع 1١‏ 

«دبر 2 

00000 

م 00 4 

+ مهاد /ها.مير + معدم 5 
منرد بر 6 

0 


يعمل الإجراء كما يلي: يمكن النظر إلى مرتبة »د على أنما عدد العقد التي تسبق :د في تَحوالٍ بي للشجرة 

مضائًا إليه 1 ل د نفسه. يحافظ 016جم05-8 على لامتغير الحلقة التالي: 
عند بداية كل تكرار للحلقة عافط في الأسطر 6-3: يكون 7 هو مرتبة بزعا .»: في الشجرة الفرعية التي 
جذرها العقدة بر. 

نستخدم لامتغير الحلقة هذا لنبيّ أن 05-2406 يعمل بوجمٍ صحيح كما يلي: 

الاستبداء: قبل التكرار الأول: يضع السطر الأول في < مرتبة بزع»ا .د في الشجرة الفرعية التي جذرها *. إن 
وضع + > بر في السطر 2 يجعل لامتغير الحلقة صحيحًا عندما ينفذ الاختبار في السطر 3 أول مرة. 

المحافظة: في نماية كل تكرار للحلقة افط«: بجعل .ير > بز. لذاء يجب أن نبين أنه إذا كان « هو مرتبة 
لزه .د في الشجرة الفرعية التي جذرها بز في بداية جسم الحلقة» فإن 7 يكون مرتبة بزم/..* في الشجرة 
الفرعية التي جذرها .بز في نماية جسم الحلقة. وني كل تكرار للحلقة عاذط" تحنم بالشجرة الفرعية التي 
جذرها م.بر. وقد سبق أن حسبنا عدد العقد في الشجرة الفرعية التي جذرها هو العقدة بز التي تسبق 
“د ني التجوال البيني؛ لذاء يجب إضافة العقد في الشجرة الفرعية التي جذرها هو أخ بز الذي يسبق »د 
في التجوال البيني ويضاف 1 أيضًا ل .رز إذا كان هو بدوره يسبق :. أما إذا كان بز ابن أيسرء عندها 
لا يمكن ل م.ير ولا لأية عقدة في الشجرة الفرعية اليمنى ل .نز أن تسبق العقدة . عندها نترك 7 
وحدها. وفيما عدا ذلك؛ فإن بز ابن أيمنء وجميع العقد في الشجرة الفرعية اليسرى ل 5١ل[‏ تسببق بده 
كما هو حال «.يز نفسه. لذاء نضيف 1 + 5126 .غ/»!.م.يز» في السطر 5» إلى القيمة الحالية ل 8 . 








الانتهاء: تنتهي الحلقة عندما تصبح 7.2008 - بز بحيث تكون الشجرة الفرعية التي جذرها بز هي كامل 
الشجرة. لذاء تكون قيمة 7 هي مرتبة بإعم/. في كامل الشجرة. 
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مثلأء إذا نفذنا #ادمع-05 على شجرة إحصائيات الترتيب في الشكل 1.14 للبحث عن مرتبة العقدة 
ذات المفتاح 38: حصلنا على المتتالية اللاحقة من قيم نزهم/ .بر و 7 في بداية الحلقة علفط: 


التكرار 0 7 
1 38 2 
2 30 4 
3 41 4 
4 26 17 


يعيد الإجراعٌ المرتبة 17. 

وما كان كل تكرار للحلقة عاؤ1:: يستغرق (0)1 من الزمن» و بز ترتفع نحو الأعلى بمقدار مستوى واحد 
في الشجرة مع كل تكرار؛ فإن زمن تنفيذ 05-8201 يتناسب في أسوأ الحالات مع ارتفاع الشحرة: (0)1871 
في شجرة إحصائيات الترتيب ذات +: عقدة. 
المحافظة على أحجام الأشجار الفرعية 
إذا عُلِمت قيمةٌ الواصفة 26زى في كل عقدة استطاع 8©7اع05-5 و 08-24006 حساب معلومات 
إحصائية الترتيب بسرعة. ولكن إذا لم تستطع عملياتُ التعديل الأساسية على الأشجار الحمراء-السوداء 
المحافظة على هذه الواصفات محافظة فعّالة قستذهب جهودنا سُدّى. وستبين الآن أن عمليتي الإدراج والحذف 
تحافظان على حجوم الأشجار الفرعية دون التأثير في الزمن المقارب لتنفيذ أي من هاتين العمليتين. 

لاحظنا في المقطع 3.13 أن الإدراج في شجرة حمراء-سوداء يتألف من مرحلتين. تعتمد المرحلة الأولى 
على الول ف الشجرة اعتبارًا من الحذرء وإدراج العقدة الحديدة كابن لعقدة موجودة. في حين تقوم المرحلة 
الثانية بالصعود إلى الأعلى في الشجرة: وتغيير الألوان وإجراء الدورانات اللازمة للمحافظة على الخصائص 
الجمراء-السوداء. 

وللمحافظة على حجوم الأشجار الفرعية في المرحلة الأولى؛ ما علينا إلا إضافة 1 إلى 26اى.* في كل 
عققدة د على المسار البسيط الممتد من الحذر نزولاً نحو الأوراق. تحصل | 
26 الخاصة بما. ولما كان ثمة (:0)17 عقدة على المسار المذكورء فإن التكلفة الإضافية للمحافظة على 
الواصفات 5126 تكون (0)1871. 

أما في المرحلة الثانية» فتتمثل التغييرات البنيوية الوحيدة على الشجرة الحمراء-السوداء الأساسية في 
الدورانات التي يحدث منها على الأكثر اثنان. وكذلك فإن الدوران هو عملية محلية: إذ إن عقدئَيْن فقط 








5 المضافة على قيمة 1 في واصفة 





تصبح واصفة 5126 فيهما غير صحيحة. والوصلة التي ينقّ حولما الدوران تتوقف على هاتين العقدتين. 
وبالرجوع إلى رماز (,1.857-807878)7 الوارد في المقطع 2.13 نضيف السطرين التاا 
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)تمجه 
- تم 





2 
11 


له ذا 

الشكل 2.14 تحديث أحجام الأشجار الفرعية أثناء الدورانات. إن الوصلة التي يجري الدوران حوطا منوطة 
بالعقدتين اللتين يجب تحديث واصفات ©2زى فيهما. وإن عمليات النحديث ملية؛ وتحتاج فقط إلى المعلومة #يذع 
المخزنة في :* و يزه وإلى جذور الأشجار الفرعية الممثلة على شكل مثلثات. 


(:7)تخمة مي 








عماى» د مقاور 13 
1 + مهاد ناوا« + عقاىغ ]ها - وماد.د 14 
يوضح الشكل 2.14 كيف تُحدّث هاتان الواصفتان. ويكون التغيير في 3106115-20172 مناظرا لهذا التغيير. 
وحيث إنه سيق دورانان على الأكثر أثناء الإدراج في شجرة حمراء-سوداء: فإننا نحتاج إلى زمنٍ إضائي 
(0)1 فقط كي نحدّث الواصفات 26زى ف المرحلة الثانية. وهكذاء يكون الزمن الإجمالي للإدراج في شجرة 
إحصائية الترتيب ذات :: عقدة هو (:00187, وهو مقارب للإدراج في شجرة حمراء-سوداء عادية, 
وبا مثل» يتألف الحذف من شجرة حمراء-سوداء مرحلتين: المرحلة الأولى تعمل على شجرة البحث 
الأساسية» والثانية تتسبب في ثلاثة دورانات على الأكثرء وفيما عدا ذلك فهي لا تقوم بأية تغييرات بنيوية 
(انظر المقطع 4.13). فالمرحلة الأولى إما أن تحذف عقدةٌ واحدة بز من الشجرة؛ وإما أن تنتقل إلى موقع أعلى 
منها ضمن الشجرة. ولتحديث حجوم الأشجار الفرعية نقوم بيساطة بعبور المسار من العقدة ب[ (اعتباا عن 
موضعها الأصلي في الشجرة) إلى الأعلى باتجاه الجذرء وننقص 1 من الواصفة 126ى لكل عقدة على المسار. 
ولما كان طول هذا المسار هو (:00187 في حالة شجرة حمراء-سوداء ذات 2 عقدةء فإن الزمن الإضافي اللازم. 
للمحافظة على الواصفات 5126 في المرحلة الأولى هو (:00187. أما الدورانات ذات الزمن (0)1 في المرحلة 
الثانية من الحذف. فيمكن معالحتها بالطربقة نفسها كما في الإدراج. وهكذاء تستغرق عمليتا الإدراج 
والحذف؛ وما يتضمنانه من محافظة على الواصفات 12د زمنًا (:0087 في حالة شجرة إحصائيات الترتيب 





ذات +« عقدة. 


تمارين 
1-4 
بي كيف تعمل (05-58181)7.700,10 على الشجرة الحمراءالسوداء 7 التي مرت معنا في 


الشكل 1.14 
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2-4 


تعمل (:,01)1هخ-05 على الشجرة الحمراء-السوداء 7 التي مرت معنا في الشكل 1.14 والعقدة 
عد حيث 35 > بزه)/ .يد 

3-4 

أكتب نسخحة غير عودية من 05-5818©7. 

4-4 

اكتب إجراء عوديًا (/,05-1897-84001)1 يتخذ شجرةٌ إحصائية الترتيب 7 ومفتاحًا م دخبلاً له ويعيد 


مرتبة / في المجموعة الديناميكية الممئلة ب 7. افترض أن مفاتيح "7 متمايزة. 





20 

ل سس ف تحديد العنصر 
اللاحق ل * ذي الترتيب ] في الترتيب الخطي للشجرة وذلك خلال زمن (0)187؟ 

614 

الاحظ أنه كلما أشرنا إلى الواصفة م2زى لعقدة ماء سواء في 05-5818©7 أو في 05-20 فإننا نستعملها 
الحساب مرئبة عقدة فقط. بناءً على ذلك؛ افترض أننا خرن في كل عقدة مرتبتها في الشجرة الفرعية الني تمل 
العقدة جذرًا لها. بين كيف يمكن المحافظة على هذه المعلومة أثناء الإدراج والحذف. (تذكر أن هاتين العمليتين 
قد تسيّبان دورانات.) 








2 04 

بين كيف ُستخدم شجرة إحصائية الترتيب لإحصاء عدد عمليات القُلب (انظر المسألة 4-2) في مصفوفة 
طوها « في زمن (001870. 

انلق ع 

ليكن لدينا : وترًا على دا يُعيّف كل وتر 5 د مقدار زمنها (ج1 )0 
لتحديد عدد أزواج الأوتار الني تتقاطع داغل الدائرة. (مثلاً إذا كانت جميع الأوتار التي عددها : أقطارًا تلتقي 








' 
اا 


في المركزء فعندها يكون الجواب الصحيح (7).) افترض أنه لا يوجد وتران يشتركان في إحدى النهايتين. 

إن الغرض من عملية إغناء بنية معطيات أساسية هو تعزيز فعالية إضافية, وتَحدث هذه العملية حدوثًا متكررًا 
عند تصميم الخوارزميات. سنستخدم هذه العملية أيضًا في اللقطع التالي لتصميم بنية معطيات تدعم 
العمليات على المحالات. وسندرس في هذا المقطع الخطوات المتبعة في عملية الإغناء» وسنبرهن أيضنًا نظريةٌ 


تسمح لنا بإغناء الأشجار الحمراء-السوداء بسهولة في حالاتٍ كثيرة. 
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يمكن تقسيم عملية إغناء بنية معطيات إلى أربع خطوات: 


0.1 اختيار بنية معطيات أساسية. 


تحديد المعلومات الإضافية المراد الحافظة عليها في بنية المعطيات الأساسية. 

3. التحقق من إمكان المحافظة على المعلومات الإضافية في عمليات التعديل الأساسية على بنية المعطيات 
الأساسية. 

4. استحداث عمليات جديدة. 

وكما في أية طريقة تصميم منهجية: لا يفترض بك أن تتبع الخطوات وفق التزتيب المعطى اتباعًا أعمى؛ 

فمعظم أعمال التصميم تقوم على عنصر الحاولة والخطأء ويحدث التطور في جميع الخطوات على التوازي عادةٌ. 

فمثلاً. من العبث تحديدُ معلوماتٍ إضافية وابتكار عمليات جديدة (المرحلتان 2 و 4) إذا لم تكن لدينا القدرة 

على المحافظة على المعلومات الإضافية محافظة فعالة. على كل حال؛ فإن هذه الطريقة ذات الخطوات الأربع 

من شأنها أن توجّه جهودك توجيهًا جيدًا في إغناء بنى المعطيات؛ وهي في الوقت نفسه طربقة جيدة لتنظيم 

التوثيق المتعلق بينية المعطيات الشغناة 
وقد انْبعنا هذه الخطوات في المقطع 1.14 في تصميم أشجار إحصائيات الترتيب. ففي الخطوة الأولى 

اخسترنا أشجارًا حمراء-سوداء كبنية معطيات أساسية. ولعل السر في صلاحية الأشجار الحمراء-السوداء يكمن 

في دعمها الفعّال لعمليات المجموعات الديناميكية الأخرى المتعلقة بالترتيب الكلي مثل 0306ا0/1001 








و ا<لالذاكامال! و #ودكعععناك ر «مودعععمعهم. 

وف المخطوة 2: أضفنا الواصفة 126 التي تَخرّن فيها كل عقدة :د حجمٌ الشجرة الفرعية التي جذرها بر. 
وترمي المعلومة الإضافية عمومًا إلى جعل العمليات أكثر فعالية. فمثل؛ كان من الممكن تنجيز 7 08-8818 
و 05-1140 باستخدام المفاتيح المخزنة في الشجرة فقطء ولكننا لم نكن لنحصل على زمن التنفيذ 
(0018. وني بعض الأحيان تكون المعلومة الإضافية على شكل مؤشر على معلومات بدلاً من كوثما 
معطيات كما في التمرين 1-2.14. 

وف الخطوة 3: تأكدنا أن الإدراج والحذف قد يحافظان على الواصفات 5126 مع بقاء التنفيذ ضمن زمن 
(008. في الحالة امثالية» تمتاج فقط إلى تحديث عدد قليل من عناصر بنية المعطيات بمدف الحافظة على 
المعلومة الإضافية. فمثلاء لو عرّنا ضمن كل عقدة في الشجرة مرتبتهاء لذ الإجراءان 05-5818607 
و 05-اللم2 بسرعة» ولكن إدراج عنصر أصغري جديد قد يتسبب في تغيير هذه المعلومة في كل عقدة من 
الشحرة. أما لو قمنا بدلا من ذلك بتخخزين حجوم الأشجار الفرعية لأحدّتٌ إدراجُ عنصر جديد تغيرا في 
المعلومات في (:0)187 عقدة 

في الخطوة 4؛ استحدثنا العمليتين 05-5612617 و 05-8430. وواقع الأمر أن الحاجة إلى عمليات 
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جديدة كانت هي الداقع لنا للاهتمام بإغناء بنية المعطيات بالدرجة الأوى؛ علمًا بأننا نستعمل بين حي 
وآخر المعلومةٌ الإضافية لتسريع العمليات الموجودة بدلاً من تطوير عمليات جديدة كما في التمرين 1-2.14. 


إغناء الأشجار الحمراء-السوداء 

عندما تكون الأشجار الحمراء-السوداء هي البنية الأساسية لبنية معطيات مُغناة. يمكننا عندها البرهان على 
أن الإدراج والحذف يستطيعان المحافظة على بعض أنواع المعلومات الإضافية محافظةٌ فعالة» وهذا ما يجعل 
الخطوة 3 سهلة جدًا. ويشبه برهاكُ النظربةٍ التالية المناقشة التي وردت معنا في المقطع 1.14» وهي أنه يمكن 
المحافظة على الواصفة 5126 في أشجار إحصائيات الترتيب. 


نظرية 1.14 (إغناء شجرة حمراء-سوداع) 
لتكن / واصفةٌ تُغني شجرة حمراء-سوداء 7 ذات 7 عقدة: ونفترض أن قيمة / في كل عقدة * تعتمد فقطا 
على لمعلومات الموجودة في العقد *« و غ/ءا.* و عذاوة<.ت وقد تتضمن [.غ][ءا.<* و [.6ااو7.ك. 
عندهاء يمكن الححافظة على قيم "/ في جميع عقد 7 أثناء الإدراج والحذف دون التأثير بطريقة مقارية على الأداء 
(001 هذه العمليات. 
البرهان تقوم الفكرة الرئيسة في البرهان على أن التغيير في واصفة / في عقدة + ينتقل إلى أسلاف * فقط. 
في الشجرة, بمعنى أن تغيير /.* قد يضطرنا إلى تحديث /.م.* فقط دون سواه؛ وقد يضطرنا تحديث .ط.ي 
بدوره إلى تحديث كر.م.م. فقط دون سواه؛ وهكذا صعودًا إلى الأعلى في الشجرة. وعندما تُحَدّثْ 
.25.700 فإنه لا توجد عقدة أرى تعلق بالقيمة الجديدة؛ لذا تتوقف العملية. ولما كان ارتفاع الشحرة 
الحمراء -السوداء هو (0)187: فإن تغيير واصفة ثم في عقدة يكلفنا (::0018 لتحديث جميع العقد المعتمدة 
على هذا التغيير. 

يتألف إدراج عقدة : في 7 من مرحلتين. (انظر المقطع 3.13.) تُدرج المرحلة الأولى +< باعتباره ابا لعقادة 
موجودة #.*. ومكننا حساب /.* ني زمن (001 لأنه -حسب فرضنا- يتعلق فقط بالمعلومات الموحودة في 
الواصفات الأخرى ل بد نفسها وبالمعلومات الموجودة في أبناء ء إلا أن ابتي ‏ هما الحارس 7.7141. بعد 
حساب /. ينتقل التغيبر إلى الأعلى في الشحرة: لذاء يكون الزمن الإجمالي للمرحلة الأولى من الإدراج 
هو (00187. وفي أثناء المرحلة قي التغيبرات البنيوية الوحيدة على الشجرة من الدورانات. ولما كان 
الدوران يتسبب في التغيير على عقدتين فقطء فإن الزمن الإجمالي لتحديث الواصفات ثر هو (:0087 لكل 
دوران. ولما كان عدد الدورانات أثناء الإدراج لا يتجاوز اثنين» فإن الزمن الإجمالي للإدراج يكون (:0)187. 

وعلى غرار الإدراج» يتألف الحذف من مرحلتين. (انظر المقطع 4.13.) ففي المرحلة الأولى» تحدث 
التغييرات على الشجرة عند إزالة العقدة امحذوفة من الشجرة. فإذا كان للعقدة امحذوفة ابنان في ذلك الوقت» 
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انتقل حَلَمُها إلى موضع العقدة المحذوفة. يكلّف انتقال التحديئات على / التي تسبيث بما هذه النفيرات 
(0087 على الأكثرء لأن التغبيرات تؤثر على الشجرة محليًا. ويتطلب تصليح الشجرة الجمراء-السوداء أثناء 
المرحلة الثانية ثلاثة دورانات على الأكثرء ويحتاج كل دوران إلى زمن (0017 على الأكثر لانتقال التحديئات 
على /. لذاء وكما في الإدراج؛ يكون الزمن الإجماللي للحذف (0)0187. . 


وف حالات كثيرة» من مثل المحافظة على الواصفات ءتذى في أشجار إحصائيات الترتيب» تكون تكلفة 
التحديث بعد الدوران هي (0)1 بدلا من (0)187 المستمدة من برهان النظرية 1.14. يعطي التمرين 3-2.14 
مثالاً عن ذلك. 


تمارين 

1-4 

بين كيف يمكنناء بإضافة المؤشرات إلى العقدء دعم كل من الاستعلامات ]00ا2/119/130 و 114100036 
و 506085508 و 0#ؤوعععمعهم في المجموعات الديناميكية خلال زمن (0)1 في أسوأ الحالات في شجرة 
إحصائيات الترتيب المُغناة. ينبغي ألا يتأثر الأداء المقارب لبقية العمليات اللجراة على أشجار إحصائيات 
الترتيب. 

2214 

هل يمكننا امحافظة على الارتفاعات السوداء للعقد في شجرة حمراء-سوداء على اعتبار أنما واصفات في عقد 
الشجرة دون التأثير في الأداء المقارب لأعيّ من العمليات على الشجرة الحمراء-السوداء؟ بيّن كيف يمكن ذلك 
أو أثبت + لا يمكن ذلك. ماذا عن المحافظة على أعماق العقد؟ 





4 * 
وس م ل 7_2 
حمراء-سوداء. ولنفترض أننا نريد أن نضمّن في كل عقدة » واصفةٌ إضانيةٌ م بحيث يكون 
,دكد,د هي السرد البيني للعقد في الشجرة الفرعية 
(0)1 بعد إجراء دوران. عدّل برهانك قليلاٌ 





١6 © ٠١ © 6‏ و © 4 ١‏ ند ح .يد حيث ررد 
التي جذرها *. بيّن كيف يمكن تحديث الواصفات / في 
بحيث يمكن تطبيقه على الواصفات 26زى في أشجار إحصائيات التزتيب. 





0 
نرغب في إغناء أشجارٍ حمراء-سوداء بالعملية (88-80000088472):,©,8 التي تعطي خريًا يتمثل في 
جميع المفاتيح / حيث ط > 6 >4 في شجرةٍ حراء-سوداء جذرها *. صِفْ كيف يمحكن تنحيز 
83475 <نالا88-8 في زمن (عا + )6: حيث +7 عدد المفاتيح في الخرج و « عدد العقد الداخلية في 

الشجرة. (نلميح: لا حاجة إلى إضافة واصفات جديدة إلى الشجرة الجمراء-السوداء.) 
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أشجار المجالات 


في هذا المقطع ستُغني الأشجار الحمراء-السوداء بحيث تدعم العمليات على المجموعات الديذ 





بابغالات. يعرّف المجال المغلق |6« ء/*ة #موماء بأنه زوج مرنّب من الأعداد الحقيقية [يغ,,] حيث 
يت > رن. كل الال [يغررع] امجموعة (ية >غ > يغ : #اعع). أما الحالات المفتوحة «بعمره و نصف 
المفتوحة «ووره لاه! فلا تتضمن كنا النهايتين أو إحداما في المجموعة على الترتيب. سنفترض في هذا 
المقطع أن المجالات مغلقة» وبذلك يكور 
وواضحًا على مستوى المفاهيم. 





توسيع النتائج إلى ابجالات المفتوحة ونصف المفتوء 








هذا وإن استعمال المجالات ملائمٌ لتمثيل الأحداث التي يشغل كل منها مده مستمرة. فقد نرغب مثلاً 
بالاستعلام من قاعدة معطيات عن المجالات الزمنية لمعرفة الأحداث التي بحري أثناء محال مُعطى. تقدّم بنية 
المعطيات في هذا المقطع وسيلةً ناجعة للمحافظة على قاعدة معطيات الالات هذه. 

يمكن أن تمثل المجال [ج6,رم] كغره 
«مرفت ««دما) و يغ - «او!.) التقطة الطرفية العليا ؛«زمر4« «هز!). نقول إن المحالين ) و "ا 
متراكبات «هارعده إذا كان © 2 01 1 معنى أن +إونذ!.'ا > لاما و «اوفط.] > ها .'1. وكما يبي 
الشكل 3.14 يحَفّق أي زوج من اجخالات ؛ و '' خاصية التفرٌع الثلاني للمجالات :رسجمامداءطم! اعمط 
بمعنى أنحما يحققان واحدة من هذه الخصائص الثلاث التالية: 





مزوّدٍ بالواصفتين ,ع > «د0|.] (التقطة الطرفية الدني 





أ. 4و " يتراكبان 
ب. يقع : إلى ير '1 ( أي سدما.'ا > «اوفط.1) 


ت. يقع : إلى يعين "ا (أي ماما > «اونط.'1) 





2ك م وبح م 
1 اق" 1 : 
0 
لدم يلم 1 8 





ب 








الشكل 4 0 خاصية التفيّع الثلائي للمجالات في حالة مالي مغلقين : و #. (أ) إذا تراك : و ” فهناك 
أربع حالات يكون في كل منها ولط" > ساماءا و اوفط > سها.". (ب) الجالان لا يتراكبان 
و «ما.' > :اونط. . (ت) اغالان لا يتراكبان و سما.ا > «اوفط.'8. 
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430 
0 
3 
عم ا 8 
0050 0 
22 ع اك 


الشكل 4.14 شجرة بحالات. (أ) بجموعة من 10 بحالات نظهر مرتبة من الأدن إلى الأعلى حسب النقطة الطرفية 
البسرى. (ب) الشجرة التي تمثل هذه للمجالات. تحتوي كل عقدة * بحالاً يظهر على الشكل فوق الخط المنقط» 
والقيمة العظمى لأية نقطة طرفية للمجالات في الشجرة الفرعية التي جذرها بده وتظهر في الشكل تحت الخط المنقط. 
يسمح التحوال البيني للشجرة بسرد العقد مرتبةٌ حسب النقطة الطرفية اليسرى. 


تعرّف شجرة المجال ممم اه«م6/"ة بأنما شجرة حمراء-سوداء تحافظ على مجموعة ديناميكية من العناصر 
التي يحتوي كل عنصر +« فيها مجالاً 124 .د. تدعم أشجار المحال العمليات التالية: 


(,185511)1-.ا 8780| وهي تضيف إلى شجرة امال 7 العنصر :د الذي يفترض أن تحتوي الواصفة 80 
فيه بحالاً. 





(,11)1اتاطسا 101810 وهي تحذف العنصر بد من شجرة المجال '7. 

(81101:1م56-لم 1818810 وهي تعيد مؤشرًا إلى العنصر + الموجود في شجرة المجال "7 بحيث يتراكب حاله 
1.* مع لمجال : أو تعيد مسرا إلى الحارس 7.711 إن لم يوجد هذا العنصر في المجموعة. 

يبين الشكل 4.14 كيف تمثل شجرةٌ لجال بجحموعةٌ من المجالات. ستتتبع الخطوات الأربع في الطريقة التي 

وصفناها في المقطع 2.14 في سياق مراجعتنا لتصميم شجرة اال والعمليات التي تتقّذ عليها. 
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الخطوة 1: بنية المعطيات الأساسية 

نختار شحرة حمراء-سوداء بحيث تتضمن كلح عقدة + فيها بجحالاً +:.» وبحيث عل مفتاح + النقطة الطرفية 
الدنيا للمجال 24.1010 .. وهكذاء يسرد التجوالُ البيني في شجرة بنية المعطيات الحالاتٍ مرتبة حسب 
نقاطها الطرفية الدنيا. 

الخطوة 2: المعلومات الإضافية 

إضافة إلى المحالات نفسهاء تحتوي كل عقدة » قيمةٌ ه:.#. تمثّل القيمة العظمى لأية نقطة طرفية 
للمجالات المخزنة في الشجرة الفرعية التي جذرها ب«. 

الخطوة 3: المحافظة على المعلومات 


يجب أن نتحقق من أن عمليتي الإدراج والحذف تُنْجََانَ ني زمن (0)187 في شجرة محالات ذات 74 


يمكن أن تحدد بدهه,بد بدلالة المجال المعطى 218 .© والقيم بده:” لأبناء العقدة +«: 





٠‏ تمد عناوا” دجمت [عا عد طون غحا ت)حهم - جه د 


إذنء وبحسب النظربة 1.14 ينقد كل من الإدراج والحذف في زمن (00177. والواقع أنه بإمكاننا تحديث 





الواصفات :720 بعد إجراء دوران خلال زمن (0)1: كما بيهن 314 و 4لا 


الخطوة 4: استحداث عمليات جديدة 





:في 
أي محال يتراكب مع ؛ في الشجرة فإثما 


إن العملية الجاديدة الوحيدة التي نحتاج إليها هي (10807881041-5848611)7,1 التي تبحث عن 


شجرة 7 بحيث يتراكب بمحاها مع الجال 8. إذا لم تحد هذه العملية 





تعيد مؤشرًا للحارس 17.:01. 


ب ا 


+7706 عم 1 
عاد جوذاعننه عمم وغول 1 لم الت1 ع عد عالط 2 
#دماءا < جمد ]عاد فص ان1 ع غكرما عد كذ 3 
عاد حبر 4 

غاوات» د ع موك 5 

عد لسع 6 


يبدأ البحث عن محال يتراكب مع : انطلاثًا من + باعتبارها جذرًا للشجرة ويستمر نزولاً. ويتوقف البحث 
عندما يجد مجالاً متراكبّاء أو عندما تشير + إلى الحارس 7.:41. ونظرًا إلى أن كل تكرار من الحلقة الرئيسية 


يستغرق (0)1 من الزمنء ونظرًا إلى أن ارتفاع شجرة حمراء-سوداء ذات : عقدة هو (2400187 فإن 
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الإجراء 14ع58482-ا12078810/41 يستغرق زمنًا ( 0008 

قبل أن نفصح عن السبب الذي يجعل 1«788041-5887681 صحيحاء لندرس كيفية عمله على شجرة 
محال في الشكل 4.14. لنفترض أننا تبحث عن حال يتراكب مع لمجال [22,25] > ]. نبدأ بالجذر > الذي 
يحتوي [16,21] ولا يتراكب مع :. ولما كان 23 > يجهة:./ءا.+د أكبر من 22 > «رم!.:» فإن الحلقة 
تستمر باعتبار * الابن الأيسر للجذر-وهي العقدة التي تحنوي [8,9]؛ الذي لا يتراكب كذلك مع . في 
هذه المرة لدينا 10 > ججه16/6,7. وهو أصغر من 22 > #ا0.]ء تستمر الحلقة إِذَا مع الاين الأيمن ل > 
بدلاً من بد. إن لجال [23 ,15] المخزن في هذه العقدة يتراكب مع 4 لذا يعيد الإجراع هذه العقدة. 

ولنضرب مثالاً على عملية بحث غير ناجحة. لتفترض أننا نرغب بالبحث عن حال يتراكب مع 
[11,14] - : في شجرة الال التي الواردة في الشكل 4.14. نبدأ هنا أيضًا بالجذر . وما كان محال اللجذر 
وهو [16,21] لا يتزاكب مع 4 ونظرا إلى أن 23 > مجم.غ/ه!.»* أكبر من 11 > «ام!.أء فإثنا نتجه 
إلى اليسار نحو العقدة التي تحتوي المجال [8,9]. إن المجال [8,9] لا يتراكب مع ؛ و 10 - عجم.6]/ها.* 
أصغر من 11 سا0 .1 لذا سنتجه عيئًا. (لاحظ أنه لا يوجد أي بحال في الشجرة الفرعية اليسرى يتراكب 
مع 6.) إن المجال [15,23] لا يتراكب مع ؛ وابنه الأيسر هو 7.741 لذا نتجه ييا من جديد وتنتهي 
الحلقة ويعيد الإجراعُ الحارسن 7.141 

لكي نتمكن من معرفة السبب الذي يجعل 127880041584811 صحيحاء يجب أن نعرف لماذا يكفي 
أن نستقصي مسارًا وحيدًا منطلقًا من الجذر. تكمن الفكرة الأساسية في أنه مهما كانت العقدة به إذا كان 
لا يتراكب مع 1 فإن البحث يتجه دومًا باتجاو سليم: فإذا كان ثمة بحال متراكب في الشجرة فلا بد 
من أن يعثر عليه البحث. تنص المبرهنة التالية على هذه الخاصية بدقة أكير. 


مبرهنة 2,14 
إن تنفيذ الإجراء (180728041-584861107,1 إما أن يعيد عقدةٌ يتراكب بحالها مع 24 وإما أن يعيد 7.244 
وعندئل لا تحتوي الشجرة 7 على أية عقدة يتراكب محالها مع 1 . 
البرهان تنتهي الحلقة عافط» الموجودة في الأسطر 5-2 عندما ]7.4 - + أو عندما يتراكب ؛ مع 
.د. وني هذه الحالة الأخيرة: من المؤكد أن إعادة د هي نتيجة صحيحة. لذاء ستركز على الحالة السابقة 
التي تنتهي فيها الحلقة لأن 7.541 > عد. 
نستخدم اللامتغير التالي لحلقة عافط"< في الأسطر 5-2: 
إذا كانت الشجرة 7 تحتوي بحالاً يتزاكب مع :» عندها تحتوي الشجرة الفرعية التي جذرها د مثل 
هذا المجال. 
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0 ب 
الشكل 5.14 9 المحالات في إثبات المبرهنة 2.14. تظهر قيمة «ه6/6.70!.+ في كل حالة على شكل خط منقط. 
(أ) يتجه البحث عيئًا. لا يوجد أي حال " في الشجرة الفرعية اليسرى ل + يمكن أن يتراكب مع ]. (ب) يتجه 
البحث يسارًا. تحتوي الشجرة الفرعية اليسرى ل بحالاً يتراكب مع ] (هذه الحالة غير ظاهرة على الشكل)؛ أو يوجحد 
محال '؛ في الشجرة الفرعية اليسرى ل + بحيث يده7.]عا.* > اوفط .'؛. لا يزال ‏ لا يتراكب مع 'اء ولا يتزاكب 
مع أي بحال "] في الشجرة الفرعية اليمتى ل عد. لأن «اما.'") > ««ها .'ا. 





نستخدم لامتغير الحلقة هذاكما يلي: 

الاستبداء: قبل التكرار الأول؛ يجعل السطرٌ 1 العقدةٌ +« يتحقق اللامتغير. 

المحافظة: ينقّذ كلك تكرار للحلقة ©1زط؟: أحدّ السطرين 4 أو 5. وسترى أَنَّ لامتغير الحلقة ييقى صحيحًا في 
كلت الحالتين. 
إذا تقد السطر 05 وبناء على ما جاء في الشرط في السطر 3 يكون لدينا 7.540 > غ/»1.+ أو 
لاما .ا > ع7 ./ها.. فإذا كان 7.741 > غثرء! .د فمن الواضح أن الشجرة الفرعية التي جذرها 


]6< لا تحتوي على أي بخال يتراكب مع ؛» وهكذا فإن وضع +:/ون”.* في * يحافظ على 











اللامتغير. لذاء سنفترض أن 7.01 ع عترءا.د وأن مدما.) > جم«عره!.*. وكما يبين 
الشكل 5.14() فإنه لدينا في كل محال ”: في الشجرة الفرعية اليسرى ل :د 
تحمس عاد > ناولط."ا 
لاوا > 
واعتمادًا على نخاصية الت : لا يتراكبان» ومن ثم فإن الشجرة الفرعية 
اليسرى ل د لا تحنوي على أي محال يتراكب مع 0 وهكذاء فإن وضع #/ول7.* في * يحافظ على 





الثلاثي للمجالات؛ فإن 





اللامتغير. 

من جهة أخرى. إذا تُقْذ السطر 4: فإننا سنرى أن المكافج العكسي للامتغير الحلقة يتحقّق. بمعنى أنه 
إذا لم توحد مجالات تتراكب مع : في الشجرة الفرعية التي جذرها علء!.د» فليس هناك بحال في أي 
مكان في الشجرة يتزاكب مع :. وحيث إن السطر 4 قد تُقذ بسبب تح الشرط في السطر 3: فإن 
الها .] < جه":.غ/ه1.*. وإضافة إلى ذلك؛ وبسبب تعريف الواصفة ه”: يجب أن يكون هناك 
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محال ما 7 في الشجرة الفرعية اليسرى ل * بحيث 
مود ]اد د ماوثط."ا 
#اماء < 
(يوضح الشكل 5.14(ب) هذه الحالة). وإذ إن : و " لا يتراكبان» و ««ما.] > +او]:!.' غير عو 
فهذا يستتبع؛ بحسب خاصية التفرّع الثلاثي للمجالات؛ أن #«اه!.') > 1و4.84. وتحمل عقدُ أشجار 
اللجال مفاتيخ اتوافق النقاط الطرفية الدنيا للمجالات؛ ومن ثم تفتضي خاصية شجرة البحث أنه مهما 
يكن الجال ”: في الشجرة الفرعية اليمنى ل :ده يكون لدينا 
سمالا > نأولطءا 
«ما. "1 ك 
حسب نخاصية التفرّع الثلائي للمجالات؛ لا يتراكب ‏ و "1. ونستنتج أنه سواء جد محال في الشحرة 
الفرعية اليسرى ل * يتراكب مع ؛ أم لم يوجد؛ فإن وضع غم .. في * يحافظ على اللامتغير. 
الانتهاء: عندما تنتهي الحلقة في حالة /]::.7 - ب فهذا يعني أنه لا يوحد بمال يتراكب مع ] في الشجرة. 
الفرعية التي جذرها *. يقنضي المكانئ العكسي للامتغير الحلقة أن 7 لا تحتوي على أي بحال يتزاكب 
مع 4. ومن ثم فإن إعادة 7.7141 > بد هي ثتيجة سليمة. . 


وهكذاء فإن الإجراء 1اعهم1078830/41-5 يعمل بطريقة سليمة. 


تمارين 

14 

اكتب شبه الرماز ل :177-8017471 الذي يعمل على العقد في شجرة بحالات وِيُْدّث الواصفات جه:” في 
زمن (0)1. 

21 


أعد كتابة رماز 81-5887611 /1807871 بحيث يعمل بطريقة صحيحة عندما تكون جميع الحالات مفتوحة. 
314 

صف خوارزميةٌ فعالة تعيد. في حالة وجود بحال : معطى. بحالاً يتزاكب مع : بحيث تكون لديه أصغر نقطة 
طرفيةٍ دنياء أو تعيد 77:11 في حال عدم وجود مثل هذا المجال. 

4_4 

التكن 7 شجرة بحالات معطاة والمجال 4. صِفْ كيف يمكن سرد جميع الججالات في 7 التي تتراكب مع ؛ خلال 
زمن ((:187/,:)هند)0: حيث 6 عدد المحالات في لائحة الخرج. (تلميح: توجد طريقة بسيطة تولّد عدة 
استعلامات؛ وتعدّل الشجرة بين الاستعلامات. ويوجد حل آخر أكثر تعقيدًا بقليل لا يعدّل الشجرة.) 
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مسائل 
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514 

اقترح 'تعديلات على إجراءات شجرة الجالات بحيث تدعم العملية الجديدة -2611م58-لم 12078510 
(:11)1ع هدع حيث 7 شجرة بحالات: و : محال. تعيد العمليةٌ مؤشرًا إلى عقدة + في 7 عندما يكون 
للاما.ا - بلاما.غ ها .د و «اوفط.ا > +اوأ« ".د أو تعيد 7.71 إذا كانت 7 لا تحوي مثل هذه العقدة. 
يجب أن تنقّذ جميع العمليات» ومن ضمنها 4814-31137 1007820-56 في زمن (0)187 في شجرة 
محالات ذات « عقدة. 

614 

بين كيف نحافظ على مجموعة ديناميكية 0 من الأعداد التي تدعم العملية 2/18-047#: وهي العملية التي 
تعطي طويلة الفرق بين أقرب عددين في 0. مثلاً إذا كانت (1,5,9,15,18,22) > 0 عندها تعيد 
(2110-687)0 القيمة 3 > 18-15 لأن 15 و 18 هما أقرب عددين أحدهما من الآخر في 0. اجعل العمليات 
185887 و #آعاءه و العهمع5 و مخ0-«11/( فعالة قدر المستطاع وحلّل أزمنة تنفيذها. 


3 
تمذّل قواعدُ معطيات 1/1.51 عمومًا دارةٌ متكاملة على شكل لا: 





ةٍ من المستطيلات. افترض أن كلل مستطيلٍ 
موحٌة بحيث نوازي أضلاعه امحورين + و بزء وبحيث نئل كلن مستطيل بأدن وأعلى قيمةٍ لإحدائياته على * 
و بز. أعطٍ وارزمية تعمل في زمن (0)2187 لتحديد كون 0 المستطيلات « الممثّلة بما ذكرناه آننًا 
تحتوي على مستطيلات متراكبة أو لا. لا تحناج خوارزميتك إلى إيراد جميع الأزواج المتقاطعة» ولكنها يجب أن 
تشير إلى وجود ثراكب في حالة غطّى مستطيلٌ مستطيلاً آخبر تماماء وإن كانت خخطوط الحيط لا تتقاطع, 
(للميح: حرك حطًا "ماكحا" عبر بجموعة المستطيلات.) 











4 نقطة التراكب الأعظمي 
افترض أننا نزغب في تتبُع نقطة الكراكب الأعظمي «رهابعده «مسه«ضحمه ره ؛«زدم في بجموعة من احالات» 
وهي النقطة التي يتراكب فيها أكبر عدد من مجحالات المجموعة. 

أ. بيّن أنه يوجد دومًا نقطة تراكب أعظمي هي نقطةٌ طرفيةٌ لإحدى المقتطعات. 


ب. صمّم بنية معطيات تدعم دعمًا فعالاً العمليات: عون« سام /70ع1007 و 8آتناة سام /1820لدا 
و 5100-01 التي تعيد نقطة التّراكب الأعظمي. (تلميح: احتفظ بشجرة حمراء-سوداء لجميع النقاط 
الطرفية» وأسند القيمة 1+ لكل نقطة طرفية يسرى؛ والقيمة 1- لكل نقطة طرفية يمنى. أن كل عقدة 
في الشجرة بالمعلومات الإضافية اللازمة للمحافظة على نقطة التراكب الأعظمي.) 
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4 تبديل جوزفوس 
تعرّف مسألة جوزفوس «عااهجم د«:اوعوول كما يلي: لنفترض أن لدينا « شخصًا مصطفّين دائرياء ولدينا 
عدد صحيح موجب 2 > 74. تختار أحد الأشخاص نقطة بداية» ونبدأ بالعدّ حول الدائرة بمحيث نستبعد 
الشخص ذا الترتيب 74. وبعد استبعاد الشخصء يستمر العد حول الدائرة الجديدة الناتحة. يستمر هذا 
الإجراء إلى أن يُستبعد جميع الأشخاص وعددهم #. إن التزتيب الذي جرى وفقه استبعاد الأشخاص من 
الدائرة يعرف تبديل جوزفوس-(31,77) 11//011011/عم كلانا#ددل-(:3,7) على الأعداد «,... ,1,2. فمثلا 
تبديل جوزفوس-(3 ,7) هو (3,6,2,7,5,1,4). 
أ. افترض أن :7 ثابت» وأن :: عددٌ صحيحٌ معطى. صِفْ خوارزميةٌ زمنها (:0)7 تعطي خربجًا هو تبديل 
جوزفوس- (0171. 
ب. افترض أن +7 ليس ثابنّا وأن « و +7 عذدان صحيحان. صِفْ خوارزمية زمنها (:187 )0 تعطي 


خرجًا هو تبديل جوزفوس- (0,70. 





ملاحظات الفصل 
يصف 8اق,همع2 و 05جها5 [282] في كتابمما عددًا من أشجار المحالات التي تظهر في الأدبيات المرجعية» 


بأعمال #عممبمطواء89 .11 (1980) و عطوكعء81 .01 .8 (1981). يعرض الكتاك شجرة 





محالات تتيح لناء إذا أعطينا قاعدةٌ معطيات ساكنة ذات :: مجالأء أن نعدّد الجالات +/ الني تتزاكب مع 
استعلام معطى خلال زمن (]187 + /)0. 


7 تقنيات متقدمة في التصميم والتحليل 





يدرس هذا الباب ثلاث تقنيات تُستعمّل في تصميم الخوارزميات الفعالة وتحليلها: البرحة الديناميكية (الفصل 15)» 
والخوارزميات الشرهة (الفصل 16)» والتحليل المخحمّد (الفصل 17). وقد عَرَضت الأجزا السابقة تقنياتٍ 






أخرى واسعة الك شل تقنية فرّق-تشد معناوهمه لمه 106ذل: وتقنيات إضافة العشوائية وكيفية حل 
التكرارات. على أن التقنيات الواردةٌ في هذا الباب أكثرٌ تطورًا وتعقيدًا إلى حدٌ ماء غير أنما مفيدةٌ لنا في معالجة 





الكثير من المسائل الحسابية: علمًا بأن الأفكار الأساسية لموضوعات هذا الباب ستتكدر لاحمًا في الكتاب. 

تُطبّق البريحة الديناميكية نموذجيًا ني مسائل الأمئلة التي تتطلب أُحدّ بجموعةٍ من الخيارات لوصول إلى 
الحل الأمثل. ومع كل .خيارٍ يُتُحَذء كثيزا ما تنشأ مسائل جزئية (ثانوية) لها طابع المسائل الأصلية نفشه. 
وتكون البريحة الديناميكية فعالة حين يمكن أن تنشأ مسألةٌ جزئية من أكثر من بمجموعةٍ جزئية واحدة من 
الخيارات؛ وتتمثّل التقنية الرئيسيةُ في خخزن حلول جميع المسائل الحزئية هذه فلربما عادت إلى الظهور ثانية. 
وبين الفصل 15 كيف تستطيعٌ هذه الفكرةٌ السهلة: أحيائك أن تموّل خوارزمياتٍ ذات زمن أسي إلى 
خوارزميات ذات زمن كثير حدودي. 

يُطَبّق الخوارزمياث الشرهة: شأنّ خوارزميات البريحة الديناميكية على مسائل الأملة الني تتطلب تحديد 
سر من الخيارات للوصول إلى الحل الأمثل. تكمن فكرة الخوارزمية الشرهة في تحديد كل خيار بطريقة 

لية محليًا. ومن الأمثلة البسيطة على هذا "صرف القطع النقدية": فلِكَيْ بمعل عددّ القطع النقدية الأمريكية 

اللازمة لصرف مبلغ معيّن من المال أصغريّا؛ يكفي أن نكرّر اختيار أكبر فئة قطعة نقدية بحيث لا تتجاوز 
المبلغ امنبقي. وبتيح اتج الشره حلاً أمئيً لمسائل كثوة كهذه بسرعة أكبر بكثر ما قد يتبحه تفخ البريحة 
الديناميكية. ومع ذلك؛ فليس من السهل دومًا الحكم على أن النهج الشره سيكون فعالاً أم لا. ويعرّف 
الفصل 16 بنظرية الكيانات المصفوفية /605ط؛ 815014صم: التي توفّر أساسًا رياضيًا يساعدنا على إثبات أن 
الخوارزمية الشرهة تعطي حلا أمثل. 
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ونستخدم التحليلَ المخمد لتحليل خوارزمياتٍ معيّنة تنجز متتالية من العمليات المتشايحة. وعوضًا عن 
الحد من كلفة متتالية من العمليات بالحد من الكلفة الفعلية لكل عملية منفردة» يمكن استخدام التحليل 
المحمد لتزويدنا بالحد الأعلى للكلفة الفعلية لكامل المتتالية. ومن مزايا هذا النهج أنه في حين قد تكون بعضٌ 
العمليات مكلفة فثمة الكثير من العمليات الأخرى التي قد تكون رخيصة. بكلمات أخرى: يمكن أن تُنقذ 
العديد من العمليات في زمن أقل بكثير من زمن التنفيذ في أسوأ الحالات. على أن التحليل المحمد ليس بحرد 
أداة تحليل» ولكنه أيضًا طريقة للتفكير في تصميم الخوارزميات» بالنظر إلى أن تصميمَ خوارزمية وتحليل 
زمن تنفيذها عمليتان مترابطتان غالبًا إلى حدٌّ بعيد. يقدّم الفصل 17 ثلاث طرق لتنجيز التحليل المخمد 
الخوارزمية ما. 
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البرمجة الديناميكية 


البريحة الديناميكية» شأنّ طريقة 





* تحلُ مسائل بضمٌ حلولٍ لمسائل جزئية. (تشير "البربحة" لي هذا 
السياق إلى طريقة بُجدولة» وليس إلى كتابة رماز حاسوي.) وكما رأينا في الفصلين 2 و 4؛ فإن خوارزبيات 
فرق-تسد بَحرّئ المسألة إلى مسائل جزئيةٍ منفصلة (مستقلة)» وثَُنُالمسائل المزئية عوديّاء ثم تضم حلولها بغية 
حل المسألة الأصلية. بالمقابل؛ تُطبّق البريحة الديناميكية ع«نتمدصهمعه:م عاسهصرك حين لا تكون المسائل 
المزثية مستقلة؛ أي حين تتشارك المسائل الحزئية 715عاناهةوناندة في مسائل أكثر جزئية 5تمعاناه:مناناوطناة. 
:نسد" تقوم بعمل أكثر من المطلوب» وذلك بحل المسائل الأكثر جزئية 
تكرارًا (مرة بعد مرة). أما خوارزمية البريحة الديناميكية فتَحلُ كل مسألة جزثية (أكثر جزثية) مرة واحدة فقط 
ثم تحتفظ بالإجابات في جدول؛ متلافية بذلك العمل على إعادة حساب الحواب في كل مرة تمل فيها كل 
مسألة جزئية ثانوية. 

تلبق البرحة الدينايكية غوذجيًا على مسائل الأظَلَة ومعاذهجم «دةاسةز:«زارره. ومثل هذه المسائل قد 
تنطوي على عدة حلول ممكنة, لكل حل منها قيمة؛ ونودُ إيجاد الحل ذي القيمة المثلى (الصغرى أو 
العظمى). نسمي مثل هذا الحل حلاً أمثل #هناناامة اقتدناوه ت للمسألة؛ مقايل ما يسمى الحل الأمثل 
0 اناامة 1هنرنامه :1 إذ من الممكن أن توجد عدة حلول تَحذّق هذه القيمة المثلى. 


وفي هذا السياق» فإن خوارزمية 





ولدى تطوبر خوارزمية بربحة ديناميكية نتّبع متتاليةٌ من أربع خطوات: 
1 وصّف البنيان لحل أمثل. 
2 عزف تكرريً القيمة لل أمثل 
3. احسب القيمة لحل أمثل بطريقة صعودية من القعر إلى القمة. 
ا لس ع ل 
تولّف الخطواث 3-1 الأساسسّ لحل مسألة بالبريحة الديناميكية. وإذا اقتصرت حاجنا على قيمة حلٌ أمثل؛ لا 
على الحل الأمثل نفسهء فيمكننا عندئد حذف الخطوة الرابعة. وعند إتحازنا الخطوةٌ الرابعق» نحتفظ أحيانًا 
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بمعلومات إضافية أثناء حساب الخطوة الثالثة لتسهيل إنشاء حل أمثل. 

في المقاطع الآتية تُستخدم طريقةٌ البريجة الديناميكية لحلٌ بعض مسائل الأمئلة؛ فيدرس المقطع 1.15 
مسألة تقطيع قضيب إلى قضبان أقصر طولاً بحيث بجحعل قيمتها الكلية عظمى. ويطرح المقطع 2.15 كيف 
يمكن ضرب سلسلة من المصفوفات بينما ننجز أقل عدد كلي من الحداءات الشلمية. ون ضوء هذه الأمثلة 
على البربجة الديناميكية؛ يناقش المقطع 5 خاصتين أساسيتين يجب أن تتمتع يما مسألة ماء كي تكون 
حلها بالبرحة الديناميكية قابلة للتطبيق. ثم ييين المقطع 4.15 طرد 











إيجاد أطول متتالية جزئية مشتركة 





لمنتاليتين. أخييرا يستخدم المقطعٌ 5.15 البريحة الديناميكية لبناء أشجار بحث ثنائية أمثلية» إذا عُلِم توي 
المفاتيح المنشودة. 


تقطيع القضبان 


يستخخدم مثالنا الأول البريحة الديناميكية لحل مسألةٍ 






شركة سيرلينك وعواءمعام8 ومناك8 


طوله 1 إنشاء علمًا بأن أطوال القضبان هي أعدادٌ صحيحة من الإنشات دومًا. يعطي الشكل 1.15 مثالا 
على جدول الأسعار. 
إن مسالة تقطيع القضبان «مهانامجم #«1/«ع-4مم هي التالية: لدينا قضيب طوله 7 إنشا وجدول 


بالأسعار ين حيث + 





> 6. حدّد الدخل الأعظم ,:: الذي يمكن الحصول عليه من 





وبيع القطع. لاحظ أنه إذاكان السعر ,رم لقضيب طوله : كبيرا بقدر كافف. فقد لا يتطلب الحل الأمثل أي 
عملية قطع على الإطلاق. 

لندرس الحالة التي فيها 4 > 8. ببيّن الشكل 2.15 كل الطرق لقطع قضيب طوله 4 إنشات؛ ومنها 
الطريقة التي ليس فيها أية عملية قطع على الإطلاق. نرى أن تقطيع القضيب إلى قطعتين؛ طول كل منهما 
إنشان» يعطي دخلاً 10 > 5 + 5 > وم + وص وهو دخلٌ أمثل. 





الشكل 1.15 مثال على جدول أسعار القضبان. كل قضيب طوله : إنضًا يُكيب الشركة دخلاً قدره يم دولاًا. 
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ك2 صضكهذ ذضك ضهمكه 


0 2 رت اث 


5 1 1 بق 5 1 1 1 3 1 1 1 1 
000000 0002003 02206262 6ك قله 
© 60 6 6 
الشكل 2.15 الطرق الثمافي الممكنة لتقطيع قضيب طوله 4. بشير الرقم فوق كل قطعة إلى قيمة تلك القطعة) 
بمسب جدول مثال الأسعار المبيّن في الشكل 1.15. الاستراتيجية امثلى هي الجزء (ت)؛ تقطيع القضيب إلى قطعتين 

طول كل منهما 2 والتي قيمتها الكلية هي 10 





يمكننا تقطيع قضيب طوله « ب 3-"2 طريقة مختلفة: إذ لدينا خيارٌ مستقل للقطع أو عدم القطع؛ عند 
سنشير إلى التجزئة إلى قطع باستخدام 
تدوين اللجمع العادي. بحيث تشير العلاقة 3 +2 +2 - 7 إلى تقطيع قضيب طوله 7 إنشات إلى ثلاث 
قطع؛ اثننان بطول 2 والثالثة بطول 3. إذا قَطّ حل أمثل القضيت إلى 4 قطعة» حيث 8 > 6/ > 1؛ عندها 
تُقدّم تحزئةٌ مثلى للقضيب 


المسافة ] إنشًا من الطرف الأيسرء حيث 1 -1,2,...,2 








رزاع جوأ رأ ع هر 
إلى قطع أطوالها برة,...,ج) ,و دخعلاً أعظميًا موافًا قدره: 
ا لان 
يمكننا بالاستقصاء. في مثال مسالتناء تحديد العوائد المثلى :7 في حال 1,2,...,10 ع 4» مع التجزئة 
المثلى الموافقة 
7-1 من الحل 1 >1 (لا يوحد أي قطع)ء 
5 > و7 من الحل 2 >2 (لا يوجد أي قطع)ء, 
8 > و من الحل 3 > 3 (لا يوجد أي قطع)» 


' إذا أردنا أن تكون الأجزاء المقطّعة بترتيب القياس غبر المتناقص؛ كان لدينا عدد أقل من طرق التقطيع تؤنحذ 
بالحسبان. ففي حالة 4 - #: يكون لدينا 5 طرق ققط كهذه: الأجزاء (أ) و (ب) و (ت) و (ث) و (ج) في 
الشكل 2.15. يسمى عدد الطرق دالة التجزئة «مناءهدة «منائهوم؛ وهو يساوي تقريبًا 3/جم21/3/4/م. 
وهذه الكمية أقل من 25-4) ولكنها تبقى أكير بكثير من أي كثير حدود في 8. إلا أننا لن تتابع هذا النط من 
النقاش لاحمًا. 




















6 6 ولا يوعد أ 





عن نايل 7 12 +6 أو 7 





من المل 8 22 +64 





من الحل 6143-9 





> 10 (لا برحد أي قطع), 


وبتعميم أكثر يمكننا استنباط القيم ب في حال 1 < « بدلالة الدخول المثلى ٠‏ 





015 + بسو 





يدبو + يدر 





يوافق امْحدّد الأول ,رم: عدم إجراء أي قطع على الإطلاق: وبيع القضيب الذي ميك ج كما هو. أما 





مْحدّدات ال 1 - الأخرى ف التفغيب إلى قطعتين 





عظم الذي نحصل عليه بإحراء قسع '' 





وما ؛ و -8, لكل قيم 1,2,...,8-1 > . ثم تفطيع هذه القطع تقعليف أمنب “خر. للحصول على 


ننا لا نعلم مقدّمًا أي قيمة ل 





الدعول |7 و ,: من هاتين القطعته: 
جميع القيم الممكنة ل 
استطعنا الحصول على د. 


لاحظ أنه لحل المسألة الأصلية التي حجمها #. ثحل مسائل أصغر من | 


جمعل الدخل أعظييّاء علينا دزانة 








ببيع التضيب دون قطع. 







وبإجراء القطع 
الأمثل الكلي حلي امنا 


ان لطي ببام حمقلل تمجاه سادرم 













أل تقطليع القضبان. لكنها أبسط قليلاً. فإننا ننظر إلى 
العلرف الأيسرء ثم يقية من الطرف اليمن 
القعلعة الأولى» هي التي يمكن تحزئتها أكثر فأكثر. 
كقطعة أولى متبوعة ببعض التجزئات للقطعة 
أني قطلع على الإطلاق بالقول أن طول القطعة 
3 وامح يو وطمل الغداءة المنيقية ( والدخل الموافق لما 0 > ن. وبذلك نحصل على النسخة 








٠‏ لسو + زم) عنقي ح ير 
0س + نما جيهي 
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في هذه الصياغة؛ يتضمن الحل الأمثل حلاً لمسألة جزئية مرتبطة واحدة فقط - وهي القطعة المتبقية- عوضًا 


عن مسألتين جحزئيتين. 
تنفيل نزولي عودي 
ينفذ الإجراء التالي الحسابات الضمنية في المعادلة (2.15) بطريقة مباشرة نزولية «/«0ل-م0) عودية. 
(,ص)مم هن 
0 دنا 1١‏ 
0 ممم 2 
هدو 3 
1-2116 مم 4 
(( - «,م)دمه-دنء+ [أ]م,و)حهم دو 5 
و عر 6 


يأخذ الإجراء 01-208ا© كدخل صفيفة [:1..3]م للأسعار وعددًا صحيحًا 2 ويعيد الدخيلٌ الأعظم 
الممكن لقضيب طوله . فإذا كانت 0 - 2: فلا يوحد أي دخل ممكن؛ وبذلك يعيد الإجراء 0720© 
القيمة 0 في السطر 2. يستبدئ السطر 3 يمعل قيمة الدخل الأعظمي ؟ تساوي 0-؛ بحيث تحسب 
الحلقة ,50 في السطرين 4 و 5 القيمة الصحيحة ل ((] - 7,ت[)0107-800+ ,6) برئرى»نة1: - ن! ثم يعيد 
السطر 6 هذه القيمة. وباستقراء بسيط ل 8 يتبيّن أن هذا الحواب يساوي فعلاً اللحواب المرغوب فيه ,0 
باستخدام المعادلة (2.15). 

وإذا كان عليك كتابة رماز الإجراء 017-200© باستخدام لغة البريجة المفضلة لديك وتنفيذه على 
حاسوبك؛ لوحدت أنه حالما يصبح طول الدخل كبيرا كبزا متوسطاء يستغرق تنفيٌ برناجنك وقًا طويلاً. فحين 
تكون 40 - ؛ ستجد أن برنابجك يستغرق عدة دقائق على الأقل؛ ورا استغرق أكثر من ساعة. وستجد 
عمليًا أن زمن تنفيذ برنابحك يتضاعف تقريبًا كلما زادت قيمة : بمقدار 1. 

ما هو سبب عدم فعالية 107-808©؟ تكمن المشكلة في أن 1017-8080© تستدعي نفسها عوديًا مرات 
ومرات بنفس قيم الموسطات؛ فهي إذن تحل المسائل الحزئية ذاتما تكراربًا. يبيّن الشكل 3.15 ما يحدث في 
حالة 4 > :: (::,م)7-00ا© تستدعي (] - :7 ,)0107-20 لقيم :,... ,2 ,1 > غ. وهذا يكافئ استدعاء 
,0 ح ز. وحين نفك طي الإجرائية عوديّا فإن 








,سه مدنت ل (ز,ص)دم هدنت لقيم 1- 
حجم العمل يزداد ازديادًا انفجاريًا بدلالة «. 
ولتحليل زمن تنفيذ 1-200ن©: لُِشر ب (7)5 إلى عدد الاستدعاءات الكلي للإجرائية 
07-208 حين يكون الموسط الثاني له مساويًا « عند استدعائه. وهذا التعبير يساوي عددٌ العقد في 
الشجرة الفرعية التي لصيقة جذرها « في الشجرة يتضمن العدّ الاستدعاء الأولي عند الجذر. وبذلك 
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الشكل 3.15 الشجرة الغؤْدية التي تبيّن الاستدعاءات العودية الناتّمة عن استدعاء (,م) 01-200 في حالة 
4 > . تعطي كل لصيقة عقدة الحجم « للمسألة الحزئية 





وبذلك توافق الوصلة من أب لصيقتُه 5 إلى ابن 
لصيقتُه غ تقطيغ قطعة أولية حجمها + - 5 وترك مسألةٍ جزئية متبقية حجمها 6. المسار من اللمذر إلى ورقة يوافق 
إحدى الطرق ال *-"2 لقطع قضيب طوله «. وعسومًاء يكون للشجرة العودية هذه "2 عقدة و 4-"2 ورقة. 


يكون 1 > (7)0 و 


ا 


رود 700 1+8- 700 
2 


الرقم 1 هو للاستدعاء عند الحذر؛ والحد (/)17 يخصي عدد الاستدعاءات (ومنها الاستدعاءات العودية) الناجمة 
عن الاستدعاء (؛ - :0107-1200),7: حيث + - : > آر. يُطلب إليك في التمرين 1-1.15 أن تبين أن 
(4.15) , *2 د70 





وبذلك يكون زمن تنفيذ 00-]ناح أسيًا في «. 

وباعادة النظر فيما قد سلف جد أن زمن التنفيذ الأسّي هذا ليس مفاجمًا كثيزا؛ فمن الواضح أن 
0107-00 تأخذ بالحسبان كل الطرق 2-4 الممكنة لقطع قضيب طوله 2. ويُذَكر أن لشجرة الاستدعاءات 
العودية 2-1 ورقة» واحدة لكل طريقة ممكنة لقطع القضيب. تعطي اللصيقات على المسار البسيط من الجذر 
إلى إحدى 0 حك القطع المتبقية اليمنى قبل كل عملية قطع؛ أي إن اللصيقات تعطي نقاط القطع 





استخدام البرمجة الديناميكية لقطع القضبان الأمثل 
سنبيّن الآن كيف تحوّل 5-200نا© إلى خوارزمية فعالة باستخخدام البريجة الديناميكية. 

تعمل طريقة البريحة الديناميكية كما يلي. بعد ملاحظة عدم فعالية الحل العودي البسيط لأنه يحل المسائل 
الحزئية نفسها تكراريّك نتخذ الترتييات اللازمة لحل كل مسألة لَِمَنا 
العودة إلى حل هذه المسألة الجزئية ثانيةٌ لاحمّاء يكفي أن وبذلك 





مد واحدة فقطء وتخزين حلَّها. فإذا 






دون الحاجة إلى إعاذة حسائما 
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تُستخدم البريحةٌ الديناميكية ذاكرة إضافية لاختصار زمن الحساب؛ وهي بذلك تقدم مثالاً على المقايضة بين 
الزمن والذاكرة [زه-»4م!! «:ه:«»«دووة. وعكن أن يكون الكسب الزمني هائلاً: إذ يمكن تحويل الخل 
بزمنٍ أنسّي إلى حل بزمن كثير حدودي. وين أسلوبث البربحة الديناميكية بزمن كثير حدودي عندما يكون 
عدد المسائل اللحزثية امتماية ذات الصلة كثير حدودي في حجم المداخخل» ومكننا حل كل مسألة جزئية منها 
بزمن كثير حدوديء 

يوجد عادة طريقتان متكافتتان لتنجيز أسلوب البريحة الديناميكية: سنوضحهما في مثالنا المتعلق بقطع 
القضبان. 

الأسلوب الأول نزولي مع استذكار «واامةزه«»»« «الز«د «««مفدوره/” ومقتضاه نكتب الإجراء عودبيًا 
بطريقة طبيعية» ولكن تُعدّله بحيث غخزن نتيجة كل مسألة جزئية (عادة في صفيفة أو جدول تلبيد). الإجراء 
الآن يتحقّق أولاً ليرى إن كانت المسألة الحزئية محلولة سابعًا. فإذا كان الأمر كذلك؛ أعاد القيمة المخزنة» 
مختصرًا مزيدًا من الحسابات عند هذا المستوى؛ وإلأء فإنه يحسب القيمة بالطريقة المعتا: 
العودي قد جرى استذكاره 00:01264م؛ فهو "يتذكر" النتائج التي حسبها سابقًا. 

أما الأسلوب الثاني فيو الطريقة الصعودية 04«اء: ««-:«ه0ة. يعتمد هذا الأسلوب عادةٌ على 
مفهوع طبيعي ما ل "حجم" المسألة بحيث يعتمد حل مسألةٍ جزئية معيّنة اعتمادًا كاملاً على حل 





ونقول إن الإجراء 








فإذا أنينا إلى حلٌ مسألةٍ جزئية معينةء نكون قد حللنا قبلها كل المسائل الحزئية التي هي أصغر منهاء والقي 
يعتمد عليها حل هذه المسألة الحزئية» وخرّنا تلك الحلول. مك كك مسألة جزئية مرةٌ واحدة فقطء وعندما نراها 
أول مرة نكون قد حللنا كل المسائل الحزئية التي تتطلبها. 

هذان الأسلوبان يعطيان عوارزميتين لهما زمن التنفيذ المقارب نفسه؛ باستثناء الظروف الاستئنائية» حيث 
بمتنع الأسلوب التُزولي عن العمل عوديًا لسير جميع المسائل الحزئية الممكنة. أما الأسلوب الصعودي فيتمتع 
غالبًا بعوامل ثابتة أفضل» لأن حملها الإضاني من استدعاءات الإجراء أقل. 

نورد فيما يلي شبه الرماز للإجراء الُزولي 5-108 ناح مع إضافة الاستذكارة 





(7,ص) هم 1نامع 2ام اعلا 

الإقكنة العم معط [2.. 0] 166 1 

00 1-2 مم 2 

مه د ]اج 3 
(71,7,ت)لانالخ-007-1100-مع2املحعاا مسعر 4 





* ليس هذا خطأ في رسم الكلمة؛ فهي «16/متذه::” فعلاً وليس «6110-ة6”:0::. وهي مستمّدة من 0600م بالنظر 
إلى أن التقنية تنمثل في تسجيل قيمةٍ يمكننا العودة إليها لاحمًا. 
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(71,7 ,)»ناخس مما 1ن -مع ةراطعلا 
0 مام كذ 
[1]” ممعم 
0 
20و 


1 

7 

3 6 

4 

دوعناه 5 
6 

7 

8 

9 








168 د امور 
((7,آ - ««,ص)ءاناخ-01-100-مع2اماجعاطا+ [أ]م,و)حهم < و 


1-6" 
مساعر 
هناء يستبدئ الإجراءٌ الرئيسي 101-00©-218310120 صفيفةٌ مساعدة جديدة [0..2]” قيمها 
تساوي مه-, وهو خيار مناسب نشير به إلى "مجهول". (قيم الدخل عداهعده» المعروفة غير سالبة دومًا.) ثم 
يستدعي مساقه المساعد انام-01-1200ا©-مع2ا0اجعال3. 
الإجراء *«نال105-200-4©-2/182101280 هو النسخة مع الاستذكار لإجرائنا السابق 0107-1200. إنه 
يدق أولاً في السطر 1 إذا كانت القيمة المرغوبة معروفة سابقّا فإذا كان الأمر كذلك؛ يعيد هذه القيمة في 
السطر 2. وإلا فإنه يحسب في الأسطر 7-3 القيمة المرغوبة © بالطريقة المعتادة» السطر 8 يخزن القيمة في 
[7]7: والسطر 9 يعيدها. 
النسخحة الصعودية فهي أبسط: 
(7,ص)صما-1تنع-منا- ارم كتم8 


سمه وعم معط [..0]س ع1 1 
60 2 
«100 ع زعم 3 





ه- دو 4 

16 عاعمم 58 
([- ن] ”+ [أ]م,و)حهم ع و 6 
9 
8 





- انا” 
[0]” سسعم 
ف حالة الأسلوب الصعودي للبريحة الديناميكية يُستخدم الإجراء 007-208©-7ل-8017001 الترتيب 
الطبيعي للمسائل الحزئية: فمسألةٌ جزئية حجمُها : "أصغر" من مسألة جزثية حجمها ز إذا كان ز > 4. 
وبذلك يحل الإحراءٌ المسائلٌ ا+ 
السطر 1 في الإجراء 01-08©-5[-8011001 ينشئ صفيفة جديا 








- أ في هذا الترتيب. 

[..0]” يخرن فيها نتائج 
المسائل الحزئية» والسطر 2 يستبدئ [7]0 بالقيمة 0 لأن القضيب الذي طوله 0 لا يكسب أي دخخل. تحل 
السطور 6-3 كل مسألةٍ جزئية حجمها تر لكل «,...,1,2 ح تر بترتيب الحجوم المتزايدة. والأسلوب الذي 
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استُخدم في حل مسألة بحجم معين نز هو نفسه المستَخدّم ف 0017-2080: باستثناء أن السطر 6 يعنون الآن 
مباشرة عنصر الصفيفة [: - ]7 بدلاً من القيام باستدعاء عَوْدِي لحل المسألة المزثية التي حجمها ؛- ز. 
يخزن السطر 7 ف []7 حل المسألة الحزئية التي حجمها ز. أخيرا يعيد السطر 8 القيمة [5]: التي تساوي 
القيمة المثلى ,7 

للنسخحتين الصعودية والتُزولية زمن التنفيذ المقارب نفسه. زمن تنفيذ الإجراء 07-808ا8017080-05-0 
هو (52)© بسبب بنية الحلقتين المنداخلتين. يشكل عدد التكرارات في حلقة 806 الداخخلية؛ في السطور 6-5 
سلسلةٌ حسابية. زمن تنفيذ نظيره التُرْول «5-0007-30ع310012 هو أيضًا (9)2) مع أن رؤية زين 
التنفيذ هذا أصعب بقليل. ولما كان الاستدعاءٌ العَؤدي لحل مسألة جزئية جرى حلها سابقًا يعيد القيمة فوراء 
فإن 21521012:0-007-20 يحل كل مسألة جزئية مرة واحدة فقط. إنه يحل المسائل الحزئية ذات الحجوم 
,... ,1 ولحل مسألةٍ جزئية حجمها 2: فإن حلقة 105 في السطرين 7-6 تتكرر ‏ مرة. وبذلك يشكل 
عددٌ التكرارات الكلي لحلقة 40 هذهء لكل الاستدعاءات العودية ل 208040120-0107-708 سلسلة 
حسابية؛ تعطي تكراراتٍ عددها (9)52) تمامًا مثل حلقة 806 الداخلية في 8-0107-808لا-)801701, 
(إننا فعليًا نستخدم نوعًا من التحليل الْجْمّع هناء وستعالج التحليل المْجْمّع لاحمًا في المقطع 1.17.) 
بيانات المسائل الجزئية 
حين نفكر ف مسألة بريحة ديناميكية؛ علينا أن ندرك مجموعة المسائل الجزئية ذات الصلة؛ وكيف تعتمد هذه 
المسائل ابهزئية بعضها على بعض. 

يضم بياكٌ المسألة الجزئية «ادرمجع ««عانابرؤيدى للمسألة هذه المعلومات تمامًا. يوضّح الشكل 4.15 
بيان المسألة الحزثية. لمسألة تقطيع القضبان في حالة 4 < واحدة لكل مسألة 
جزئية متمايزة. ولبيان المسألة الحزئية وصلةٌ موبجّهة من عقدة المسألة الحزئية د إلى عقدة المسألة الحزئية بز إذا 
كان تحديد حل أمثل للمسألة المزئية ‏ يتطلب الأخذ بالحسبان حلاً أمثل للمسألة المزثية نز. على سبيل 
المثال» يتضمن بيان المسألة المزئية وصلة من +د إلى بز إذا كان الإجرٌ العؤدي التُزولٍ لحل د يستدعي نفسه 
مباشرةٌ لحل بز. يمكننا النظر إلى بيان المسألة الحزئية على أنه نسخحة "مختصرة" أو “مدحة" للشجرة العودية في 
الطريقة العودية التُزولية؛ التي ندمج فيها كل العقد المتعلقة بالمسألة الحزئية نفسها في عقدة واحدة» ونويجه كل 
الوصلات من الأب إلى الابن. 

تُعتبر الطريقة الصعودية للبريحة الديناميكية عُقد بيان المسألة الحزثية مرتبةٌ بحيث نحل المسائل الحزئية ل 
امجاورة لمسألة جزئية معلومة ‏ قبل حل المسألة الجزئية . (تذكر من المقطع ب.4 أن علاقة التجاور ليست 
متناظرة بالضرورة.) وباستخدام مصطلحات الفصل 22 لخوارزمية البربمة الديناميكية الصعودية» فإننا 
نعتبر العقد في بيان المسألة الحزئية مرتبة حسب "فرز طبولوحي معكوس" أو "فرز طبولوحي للمتقول" 





1. إنه بيان موجه يتضمن عقدة 
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الشكل 4.15 بان المسألة المزئية لمسألة تقطيع القضبان في حالة 4 < 
اللمزئية الموافقة. تشير الوصلة الموجهة (ب,ة) إلى أننا تحتاج إلى حل المسألة الحزئية بر حين نحل المسألة المحزئية عد. 
يشكل هذا البيان نسخخة مختصرة لشجرة البيان في الشكل 3.15 ؛ التي تندمج فيها جميعٌ العقد الي لا اللصيقة نفسها 
لي عقدة واحدة: وتنطلق جميع الوصلات من الأب إلى الابن. 





:. تعطي لصيقات العقد حجوم المسائل 


(انظر المقطع 4.22) لبيان المسألة الحزئية. وبعبارة أرى: لا ندرس أي مسألة جزئية حتى نحل كل المسائل 
المزئية التي تعتمد عليها. وبلمثل: وباستخدام مفاهيم من الفصل تفسه؛ يمكننا النظر إلى الطريقة التُزولية (مع 
استذكار) للبريحة الديناميكية على أنما "بحث في العمق أولاً" لبيان المسألة الحزئية (انظر المقطع 3.22). 

يمكن أن يساعدنا حجمٌ بيان المسألة الحزثية (1/,8) - 6 على تحديد زمن تنفيذ خوارزمية البربحة 
الديناميكية. ولأننا نحل كلٌ مسألة جزئية مرة واحدة فقطء فإن زمن التنفيذ هو مجموع الأزمنة اللازمة لحل كل 
نة في بيان المسألة 











مسألة جزئية. ويكون زمِنْ حساب حل مسألة جزئية متناسبًا عادةٌ مع درحة العقدة 
الحزئية (عدد الوصلات الخارحة منها). وعددٌ المسائل الحزئية مساويًا عددّ العقد في بيان المسألة 
هذه الحالة العامة يكون 





تنفيذ البريحة الديناميكية خخطيًا من جهة عدد العقد والوصلات. 





إعادةٌ بناء الحل 

تعيد حلوّنا المسألة تقطيع القضبان باستخدام البريحة الديناميكية قيمة الحل الأمثل: إلا أنما لا تعيد حلاً ذ 

لائحة بأطوال القطع. يمكننا توسيع أسلوب البرحة الديناميكية ليسجل ليس فقط اتميمة المثلى امحسوبة لكل 

مسألة جزئية» وإنها أيضًا الخيار الذي أفضى إلى القيمة المثلى. بحذه المعلومات؛ يمكننا الآن طباعة حل أمثل. 
وفيما يلي نسخة موسعة من 0-0017-200(-8017000 تحسبء لكل قضيب طوله زء ليس فقط 

الدل الأعظم زه بل الطول الأمثل ري أيضًا لأول قطعة يجب قطعها: 
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(1-100),7ن-منا-1ج80110ا-معم جع جرع 
كرمدية عم عط [0..2]ى قمة [.0]س اها 1 





1 9 

[1عا جم 0 5 

[- نا»+ إنام > وكا 6 
7 

8 

9 





[)- ن] ”+ [نام ع و 
الحللان 
>[ 
كلمةم ممم 10 
هذا الإجراء مشابه ل 7-208ا©-5(-8017004: باستثناء أنه ينشئ الصفيفة ى في السطر 1 ويُحدَث [/]ى 
في السطر 8 ليحتفظ بالطول الأمثل ] لأول قطعة نقطعها عند حل المسألة الجزئية التي حجمها ر. 
يأخحذ الإجراء التالي لائحة الأسعار م وطول القضيب 08 ويستدعي -7-/7800080-801101< 
1800نت لحساب الصفيفة [:5]1..7 التي تمثل أطوال القطع الأولى المثلى. ثم يطبع اللائحة الكاملة بأطوال 
القطع في تقسيم أمثل لقضيب طوله 7: 
(71,ص)001-100-50107100- جم 
(71,) 1-5-1070 801100-معمنعررع > رو 1١‏ 


0< : عالط 2 
[8]ك امم 300 
[«إمسمعم 40 


في مثالنا لقطع القضبان» فإن الاستدعاء (5183/080-8011031-7-00017-100),10 سيعيد الصفيفتين 


2 د ف له ينواشة 10 
35 8 10 153 17 16 302522 
2 20 10 





إن استدعاء (91-0101-200-501101100)[0,10ل8م سيطيع 0 فقطء إلا أن استدعاءها مع 7 > هر 
سيطيع القطعتَيّن 1 و 6 الموافقين لأول تقسيم أمثل ل و المعطى سابقًا. 


تمارين 
1_1 
بين أن المعادلة (4.15) تنتتج من المعادلة (3.15) والحالة الابتدائية 1 > (7)0. 


2-5 
بيّنء بإيراد أمثلةٍ معاكسة: أن الاستراتيجية "الشرهة" التالية لا تحدّد دومًا طريقة مثلى لتقطيع القضبان. عرف 
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كثافة «إزو«46 قضيب طوله : على أنما +/رصء أي قيمته لكل بوصة. تُقطّع الاستراتيجية الشرهة من قضيب 
طوله : قطعة أولى طوها 4 بحيث 8< > : > 21 ذات كثافة عظمى. ثم تستمر بتطبيق الاستراتيجية الشرهة 
على القطعة الت 





35 
ادرس تعديلاً على مسألة تقطيع القضبان التي فيهاء إضافة إلى سعر كل قضيب ,ء كلفة ثابتة ع لكل عملية 
قطع. إن الدل المرتبط بكل حل هو الآن بجموع أسعار القطع مطروحًا منه تكاليف التقطيع. أعطٍ نحوارزمية 

بريجة ديناميكية تحل هذه المسألة المعدّلة. 
45 
عدّل الإجراء 2183101280-0107-208 ليعيد ليس فقط القيمة وإنما الحل الفعلي أيضًا. 

55 

ُعرْف أعداد فييوناتشي 16003001 عوديًا بالعلاقة (22.3). أعطٍ خوارزمية بريحة ديناميكية تُشّذْ بزمن (0)07 


لحساب عدد فيبوناتشي من المرتبة #. ارسم بيان المسألة المزئية. ما هو عدد العقد والوصلات في هذا البيان؟ 


جداء سلسلة من المصفوفات 
مثالنا التالي على البريحة الديناميكية هو خوارزمية حل مسألة جداء سلسلة من المصفوفات. ليكن لدينا متنالية 
(سلسلة) من « مصفوفة (ير4,... ,ج4,ر4) وعلينا إيماد جدائهاء ونريد أن تحسب الجداء 
(5.15) يراك وك بك 
يمكننا تقويم (حساب) العبارة (5.15) باستخدام الخوارزمية المعيارية لضرب أزواج المصفوفات باعتبارها مسائًا 
فرعي بعد أن نكون قد وضعناها ضمن أقواس لحل كل الحوانب الغامضة المتعلقة بكيفية ضرب المصفوفات 
بعضها في بعض. ولما كان ضرب المصفوقات عمليةٌ تجميعية: فإن كل عمليات وضع الأقواس تؤدي إلى الجداء 
نفسه. نقول عن جداء مصفوفات أنه كامل الأقواس اعتندء :ممم براالتر إذا تكن من مصفغوفة وحيدة 
أو من جداء مصفوفتين كاملئي الأقواس؛ محدودتين بأقواس. على سبيل المثال» إذا كانت سلسلة المصفوفات 
هي (و4/,و4 ررق ,و4)؛ فإن بإمكانا أن تجعل الجداء 4/4 ج44 كامل الأقواس بخمس طرق متمايزة هي: 
, (((وقوف)ية) يل 
, ((و4(وضيق)) يق ) 
, ((لبقوك) (يضيةق)) 
(ب4((وشية) ي4ق)) 
٠‏ (44(و4(جضية))) 
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وقد يكون لطريقة وضع الأقواس على سلسلة المصفوفات تأثيرٌ لافتٌ في تكلفة حساب جدائها. لندرس 
تكلفة جداء مصفوقتين. تُعطى الخوارزمية المعيارية من خلال شبه الرماز التاليء الذي يعمم الإجراء 
01783-80111717 عهمنج5 من المقطع 2.4 علمًا أن الواصفات 01/5 و 25”ناوع هي عدد السطور 





وعدد الأعمدة في مصفوقة. 


(8 ,ل ) لان ااناالكت<التماط 

8.705 غ كات#سسنامء .4 كذ 1 

"كمه تكمعست عاطتاموسمعمة" ممع 2 

تلقل كانااتنتامء .8 »ا وده 7ل لدعم معط © 16 عواء 3 
نم47 10 2 جك 400 

كاتتستامء .8 116 - ز عمط 5 

6 

7 

8 

9 





0د ره 

كسام .4 116 - عا جم1 
زرط حبريه + ره ع رن 
© ممم 


ولا نستطيع ضرب مصفوفتين 4 و 8 إلا إذا كانتا متوافقتين #اط/هم«م»: إذ لا بد من أن يكون عدد 
الأعمدة في 4 مساويًا عدد السطور في 8. فإذا كانت 4 مصفوفة 4< م وكانت 8 مصفوفة 2 و؛ كانت 
المصفوفة الناتحة 6 هي مصفوفة 7 ص. إن الزمن اللازم لحساب © محكوم بعدد الجداءات السلمية في السطر 
8: وهو 7و. نبي فيما يلي التكاليف بدلالة عدد الجداءات السلّمية. 

لبيان التكاليف المختلفة التي يجلبها مختلف أشكال وضع الأقولس لجداء المصفوفات» سندرس مسألة 
حساب جداء سلسلة ثلاث مصفوفات (و4,يا,ر4)» ولنفترض أن أبعاد المصفوفات هي 100 101 
و 5* 100 و 50 * 5ء على التتالي. إذا أجرينا عملية الضرب بحسب الأقواس (4,42(/5))» فإننا ننحز 
0 - (10()100()53) عملية جداء سلّمِي لحساب المصفوفة ج4:/ التي هي مصفوفة 5 210 ثم 
0 - (10()5()50) عملية جداء سلّمي أخرى لحساب ناتج ضرب هذه المصفوفة بالمصفوفة وى 
ويكون امجموع 7500 عملية جداء سلمي. فلو أجريناء بدلا من ذلك: عملية الضرب بناءٌ على وضع الأقواس 
((445) ر4) لُلَرنا 25,000 > (100()5()50) عملية جداء سلمي لحساب مصفرفة الجداء وليه 
مصفوفة 5 “ا 100» إضافة إلى 50,000 > (10()100()50) عملية جداء سلمي لضرب الناتج في المصفوفة 
وم ويكون عدد الجداءات السلمية الكلية هو 75,000. وبذلك يكون حساب الحداء بحسب وضعية 





الأقواس الأولى أسرع بعشر مرات. 

ونصوغ مسألة جداء سلسلة من المصفوفات ممعاطمبم ب«متلمعة ارال عنام ضف مرج كما يلي: 
إذا كان لدينا سلسلة (,ر,... ,و ,و4) مؤلّفة من : مصفوفة: حيث 2 ,... ,1,2 > 4 فإن للمصفوفة :4م 
الأبعاد :م “ا ._رء فالمسألة هي وضع الأقواس الكاملة للجداء 42٠:4,‏ .4 بحيث يكون عدد عمليات 
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الخداء السلمى أصغريًا. 
الاجظ أننا في مسألة جداء سلسلة المصفوقات؛ لا نضرب المصفوقات فعليًا. وهدفنا فقط تحديد ترتيب 





الضرب المصفوفات بحيث تكون التكلفة صغرى. عموه الوقت المصروف في تحديد الترتيب الأمثل يُعَوّض 
بأكثر من ثمنه بالزمن المُدَّعر لاحقّاء حين ننجز فعليًا ضرب المصفوفات (كما في تنفيذ 7500 عملية جداء 


سلمي فقط عوضًا عن 75.000 عملية). 
حساب عدد أوضاع الأقواس 


قبل البدء بحل مسألة ضرب سلسلة المصفوفات بواسطة البريجة الديناميكية؛ لُقَنِع أنفسنا بأن الاختبار الشامل 








لكل أوضاع الأقواس الممكنة لا يفضي إلى خوارزمية فعالة. لنعبّر عن عدد بدائل وضع الأقواس لسلسلة من 8 





مصفوفة بالرمز (5)0. فعندما تكون 1 > : يكون لدينا مصفوفة واحدةء ومن تم توجد طريقة واحدة لوضع 





كامل الأقواس للحداء المصفوفات. وعندما تكون 2 < : فإن حاصل ضرب جداءَيْن جزئيين كاملي الأقواس 


للمصفوفات. ويمكن أن يحدث تفريق اللحداءين الحزئ 
و - 6. وبذلك تنحصل على التكرار: 





ذواق الترتيب / و 1 + 6 لأي قيمة 





ع ]أ 1 


2 
و ع كذ واسموم مرج 
5 


د (مم 


وقد طُلب إليك في المسألة 4-12 البرهان على أن الحل لتكرار مشابه هو متنالية من أعداد كاتلان 
ذا نس«ااار امام التي تتزايد ك (3/2م/2)47. ثمة تمرين مشابه (انظر التمرين 3-2.15) يطلب البرهان 
على أن حل التكرار (6.15) هو ("0)2. وبذلك يكون عدد الحلول أسيّا في «. ولذلك فإن طريقة البحث 


الشامل تؤدي إلى استراتيجيةٍ رديئة عند تحديد الوضع الأمثل للأقواس في جداء سلسلة مصفوفات. 





تطبيق البرمجة الديناميكية 

سنستخخدم طريقة البربحة الديناميكية لتحديد الكيفية المثلى لوضع الأقواس لسلسلة مصفوفات. وللقيام بذلك» 
ستتّبع تتالي الخطوات الأربعة التي ذكرناها في بداية هذا الفضل: 

1 وَصّف البنيان لحل أمثل. 

2. عرف تكراريا 
3 احسب قيمة حل أمثل. 

4 أنشئ حلاً أمثلَ من المعلومات انحسوية 











الباب 117 / تقتيات متقدمة في التصميم والتحليل ‏ 375 
وسنتعرّض لهذه الخطوات بالترتيب؛ مُبِيِّين بوضوح كيف نطبّق كل خطوة على المسألة. 


الخطوة 1: بنية الأقواس المثلى 
لتنفيذ خحطوتنا الأولى في نموذج البربحة الديناميكية فإننا نوجد البنية الجزثية المكلى؛ ثم تستخخدمها لبناء حل أمثل 
للمسألة من الحلول المثلى للمسائل الجزئية. وف حالة مسألة جداء سلسلة للصفوفات» يمكننا إنحاز هذه 
النطوة كما يلي. للتسهيل؛ سنعتمد التدوين ز:4؛ حيث [ > ؛ للمصفوفة التي تنتج من حساب الحداء 
زا.:.٠‏ وب ز8:4. لاحظ أنه إذا كانت المسألة غير تافهة: أي زر > 4 وحب أن يفرّق يي وضع لأقواس اللحداء 
زا ٠.»‏ وبر8:4/ هذا الجداء بين المصفوفتين بر و وببرء حيث + عدد صحيح ما في لجال > / > 4. أي 
إننا نحسب أولاً )4 و ز_دببوا» لكل قيمة 4 ثم نضرب إحداهما في الأخرى لحساب الحداء النهائي )4 
إن تكلفة الحساب بوضع الأقواس هذا هي بمجموع تكلفة حساب المصفوفة بو:4 وحساب 
إضافة إلى تكلفة ضرب إجداهما بالأخرى. 

البنية الحزئية المثلى الهذه المسألة هي كالتالي. افترض أن الوضع الأمثل للأقواس يفرق اللجداء 
٠::4[‏ ججزة/:4. بين المصفوفتين برك و ببو4. عندها يجب أن يكون وضع الأقواس للسلسلة الحزئية "البادئة" 
برا ٠٠:‏ جبزل:4, ضمن الوضع الأمثل للأقواس ز ٠.٠‏ وبن4ر4. أمثل ل يرق ٠.»‏ وبنفرك. لماذا؟ لأنه إذا كان 
هناك طريقة أقل تكلفة لوضع الأقواس للجداء و4 ٠٠:‏ ع4 ر4ء فإن تعويض هذه الأقواس في الوضع الأمثل 
للأقواس لحساب الجداء ر8::.:م:4,4, سينتج وضمًا آخر للأقولس تكلفته أقل من التكلفة المثلى: وهذا 
تناقض. وتتحمّق الملاحظة نفسها لوضع الأقولس للسلسلة الحزئية ر4:.دبع4بيي4 في الوضع 
الأمثل للأقواس في حساب الجداء ر:.:م:4:4: إذ يجب أن يكون وضع الأقواس أمث لوضع 








جيك 


الأقواس را ٠.»‏ بيرك رجبرك. 

نا المزثية المثلى لنبين أنه يمكننا بناء حل أمثل للمسألة من حلول مثلى للمسائل 
غير تافه في مسألة جداء سلسلة المصفوفات يتطلب أن نفرق الجداء» وأن 
أي حل أمئل يتضمن في حدٌ ذاته حلولً ثلى لمتتخات المسائل المزئية. وبذلك» يمكننا بناء حل أن 
لمنتسشخ جداء سلسلة مصفوفات بتفريق المسألة إلى مسألتَيْن جزئيتَيْن (بوضع أقواس على نحو أمثل لكل من 
و ٠٠:‏ دجزق 4 و رك ٠:‏ جبوكدبيرة)» ثم إيجاد حلول مثلى لمنتسخحات المسائل النزئية؛ ثم بضم هذه الحلول 
امخلى للمسائل الحزئية. يجب أن نتأكٌدء حين نبحث عن المكان الصحيح لتفريق المداء» أننا أخذنا كل أماكن 
التفريق المحتملة بالحسبان؛ بحيث نتأكد أننا تحرّينا الوضع الأمثل. 






الخطوة 2: حل عَؤْدِي 
بعد ذلك, تحدّد تكلفة الحل الأمثل عوديًا بدلالة الحلول المثلى للمسائل الحزئية. وق حالة مسألة جداء سلسلة 
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المصقوفات» تعتبر مسائلنا الحزئية هي مسائل تحديد التكلفة الصغرى لوضع الأقواس ر4 ٠:‏ :ج44 حيث 
> رك ؛ > 1. ليكن [/,7:]4 أصغر عدد لعمليات الجداء السلمية اللازمة لحساب المصفوفة ر:4؟ 
عندهاء لحل المسألة الكلية؛ ستكون تكلفة طريقة التكلفة الدنيا لحساب يري4 هي [70]1,71. 

ومكننا تحديد [,72]4 عوديًا كما يلي. إذا كانت فالمسألة تافهة؛ وتتكون السلسلة من مصفوفة 
واحدة ,4 - ري4 وبذلك لا نحتاج إلى أي عمليات جداء سلّمِية لحساب الحداء. وبذلك يكون 





0 > [,1]: حيث + ,... ,1,2 > ]. ولحساب [ز,7:]1 عندما تكون أ > : نستفيد من بنية الحل الأمثل في 
الخطوة 1. لنفترض أن وضع الأقواس الأمثل يفرق الحداء رك ٠:‏ دجنمي4 بين بر و بير حيث > )/ ك 1. 
حينها يكون [7:]1,1 مساريًا التكلفة الصغرى لحساب الجداءات الحزئية بر.4 و ردجبر؛ إضافة إلى 
تكلفة ضرب إحدى هاتين المصفوفتين بالأخرى. لنتذكر أن أبعاد كل مصفوفة #6 هو 
> ور فترى أن حساب مصفوقة الجداء ز.ومبرامير,4 يتطلب إجراء رويطي_يدم عملية جداء سلّمي. 
وبذلك يصبح لدينا: 
٠‏ رطوط]م + [زية + علاسد+ [اأ]ه > [زمكاام 
تفترض هذه المعادلة العودية أننا نعلم قيمة /» ولكن الأمر ليس كذلك. على أن ثمة 4 - أ قيمة ممكنة 
فقط ل /ء هي 1 - أر,... ,1 + 4,؛ > /. ولأن وضع الأقواس الأمثل يجب أن يُستخخدم قيمةٌ واحدة فقط من 
قيم # , فما علينا إلا أن ندئّق فيها جميعها لإيجاد الأفضل. وبذلك يصبح تعريفنا العودي للتكلفة الصغرى 
الوضع أقواس الحداء رام ٠.٠‏ ,44م كما يلي: 
, زداكا 0 
.> كا [رمصديم + [ثر,1 + عل]ه+ [ا اونا - 1لا" 
تعطي القيم [7:]1.1 تكاليف الحلول المثلى للمسائل الحزئية: ولكنها لا تعطي كل المعلومات التي نحتاج 
إليها لبناء حل أمثل. ونستعين على ذلك بأن نعرّف [ز,:]ى على أنما قيمة © التي نفرق عندها 
الحداء ر4:..وبب4:4, للحصول على وضع الأقولس الأمثل. أي إن [ر,1]ى تساوي قيمة #6 بحيث 






)7.15( 


رصوصديم + [ر,1 + علا + [اءن]ه: > [زن]ه. 


الخطوة 3: حساب التكاليف المثلى 
عند هذه النقطةء من السهل كتابة خوارزمية عودية تعتمد على العلاقة العودية (7.15) لحساب التكلفة 
الصغرى [72]1,3 للجداء ,,4:. د4يق. وحسيما رأينا في مسألة تقطيع القضبان» وكما سنرى في 
المقطع 23.15 فإن هذه الخوارزمية تستغرق زمنًا أسيّاء وهو ليس أفضل من طريقة البحث الشامل لفحص كل 
طرق وضع الأقولى لحساب الجداء. 

الاحظ أن لدينا عددًا قليلاً نسبيًا من مسائل جزئية متمايزة: مسألة واحدة لكل خيار ل ؛ و زر بحيث 
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يكون « > زرك ؛ > 21 أو (9)2- : + (7). يمكن أن تصادف عوارزميةٌ عودية كل مسألة 
جزئية عدةٌ مرات في الفروع المختلفة لشجرتما العودية. إن نخاصية تداخل المسائل الحزئية هذه هي سمة مميزة 
ثانية لقابلية تطبيق البريحة الديناميكية (السمة المميزة الأولى هي 

عوضًا عن حساب الحل للعلاقة العودية (7.15) عوديّك فإننا تحسب التكلفة المثلى باستخدام نمج 
صعودي يعتمد جدولاً. (سنعرض النهج ابول الموافق باستخخدام الاستذكار في المقطع 3.15.) 

وسننجز الطريقة الصعودية الجدولية قي الإجراء «21478:6-011410-0888 الذي يظهر لاحمًا. يفترض 
هذا الإجراء أن بُعد المصفوفة :4 هو ,بم * :زم حيث 8 ,... ,2 ,1 > 4. ودخخل الإجراء هو المتتالية 
(رط,... برصروص) اي حيث 1 + : > #غوءا,م. ويستخدم الإجراء جدولاً مساعدًا [71]1..71,1..71 
الخزن التكاليف [/ ,7]4 » وجدولاً مساعدًا آخر [2..21 ,1 -7.. 5]1 لتسجيل الدليل / الذي كان قد أبخر 
التكلفة المثلى في حساب [[ ,7]4. وستستخخدم الجدول 5 لبناء الحل الأمثل. 

لتنجيز النهج الصعودي؛ علينا أن نحدد عناصر الجدول المُستَخدّمة في حساب [آر ,70:]4. تبيّن المعادلة 
(7.15) أن التكلفة [[ ,72]1 لحساب جداء سلسلة المصفوقات المكون من 1 + ؛ - زر مصفوفة يعتمد فقط 
على تكاليف حساب جداء سلسلة مصفوفات عددها أقل من 1+غم م|. أي لكل 
1-1 ,...,1 + ,غ > بلء فإن المصفوفة يري4 هي جداء 1 +: - > 1 +]- / مصفوقة والمصفوفة 
.برا هي جداء 1 + : - تر > / - زر مصفوفة. وبذلك؛ يجب أن تملا الخوارزمية الجدول بقيم :7 على نحو 
يتوافق مع حل مسألة وضع الأقواس على سلسلة مصفوفات ذات طول متزايد. وفيما يتعلق بالمسألة المزلية 
الوضع الأقواس على نحو أمثل لسلسلة المصفوفات ٠:4:‏ دب,44» نفترض أن حجم المسألة المزئية هو طول 
السلسلة 1 +)- زر 





(م)اعصع0- لسع ع كما 

وهام عم 1١‏ 

كعاطها «عم عط [ند..2 ,1 -1..2]ى مه [5]1..7,1..21 غ16 2 
16 4 3 

4 0000 

.طاعمعا متم عطا كز ] // 0 1-2ءمم 5 
6 
1 
8 





168-1+1 عامط 
1-اج+ؤدل 
.]7 








1-ز ها اع عامط 9 
رموصديم + [ز,1 + علآه+ [اءنآ”: - و 10 
[ك]« > و كذ 11 
؟- [زن]اه 12 
- [زءن]ى 13 


5 لمة :7 مضعم 14 
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تحسب الخوارزمية أولاً 0 > [72]1,4 للقيم « 
في السطرين 4-3. بعد ذلك تستخدم العلا 


,2 > ؛ (التكاليف الصغرى لسلاسل بطول 1) 
التكرارية (7.15) لحساب [1 +4 ,0]4 لقيم 
. ,1 > : (التكاليف الصغرى لسلاسل بطول 2 - ]) خلال التنفيذ الأول لحلقة 608 فٍ 
السطور 13-5. وخلال التفيذ الثاني للحلقة تحسب [2 ++ ,]70 لقيم 2 -#,...,1,2 > (التكاليف 
الصغرى لسلاسل بطول 3 -): وهكذا. في كل خطوةء تعتمد التكاليف [/ ,]70 المحسوبة في 
السطور 13-10 فقط على عناصر الجدول [/ ,7]4 و [ر ,1 + 7:]/6 امحسوبة سلقًا. 





1-1 








يبيّن الشكل 5.15 هذه الإجرائية على سلسلة من 6 > : مصفوفات. ولأننا عرّقنا [[ ,7:]1 فقط في 
حالة > 4» فإننا نستخدم فقط جزء الحدول +7 الذي يقع فوق القطر تمامًا. ييّن الشكل الحدول مدؤرًا 
جعل القطر الرئيسي يبدو 
إيجاد التكلفة الصغرى [ر ,:]:” لحداء السلسلة الحزئية من المصفوقات ٠٠-4‏ ,)4 عند تقاطع الخط الذي 





جحرى سرد سلسلة المصفوفات في الأسفل. وباستخدام هذا المخحطط» يمكن 


يبدأ من :4 باتحاه الشمال الشرقي مع الخط الذي يبدأ من رغ باتجاه الشمال الغربي. يتضمن كل سطر أفقي 





في الحدول القيم من أجل سلاسل المصفوفات ذات الطول نفسه. يحسب الإجراء -/2187513-011412 


0081 السطور من الأسفل إلى الأعلى ومن اليسار 





ضمن كل سطر. وهو يحسب كل العناصر 





[[ ,]7 باستخدام الجداء رطرط_رم لقيم 1 - آر,... ,1 + ولكل العناصر الحنوبية الغربية والحنوبية 
الشرقية من [لر ,770]1. 
تبيّن معاينةٌ بسيطة لبئية الحلقات المتداخلة في 818781-011410-0858# أن زمن تنفيذ الخوارزمية هو 


(0)3. إذ هناك ثلاث حلقات متداخلة: وكل دليل حلقة (/ و : و #) يأحذ 2-1 قيمة على الأكثر. 
يُطلب إليك في التمرين 5-2.15 أن تبين 
الخوارزمية (2::)© مكاثًا لخزن الحدولين «: و 5. وبذلك؛ فإن الخوارزمية 8# 08-ا«له781-011مالا أكثر 
فعالية بكثير من الطريقة التي زمنها أسي؛ والتي تحصي كل أوضاع الأقواس الممكنة وتفحص كلاً منها. 





أن زمن تنفيذ هذه الخوارزمية هو في الحقيقة (2)3© أيضًا. تتطلب 


الخطوة 4: بناء حل أمغل 

مع أن الخوارزمية 0114100-08887-:2181813 تحدد العدد الأمثل للجداءات السلمية اللازمة لحساب جداء 
سلسلة مصفوفات. فهي لا تبيّن مباشرة كيف بحري عملية ضرب المصفوفات. لكن الحدول 
[:..2 ,1 -5]1..3 يزودنا بالمعلومات اللازمة للقيام بذلك. يسجل كل عنصر [/ر ,5]1 قيمة / بحيث يفرّق 
الوضعٌ الأمثل لأقواس الحداء رف -.٠‏ دبء4م:4, هذا الحداة بين م4 و ريبيرك. وبذلك نعلم أن جداء مصفوفات 
النهائي في حساب ,ررق أمثليًا هو ,و بزور ]وهر م_رق. ومكن حساب جداءات المصفوقات السابقة 
عوديّء لأن [[2 ,5]1 ,5]1 تحدد آخر جداء مصفوفات عند حساب | ير يك وتحدد [8 ,1 + [5]1,2]ى 


آخر جداء مصفوفات عند حساب بروبزيزووق. يطبع الإجراء العودي التالي وضمًا أمث للأقواس 
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وا 4 به د4 يه 4 


الشكل 5.15 الحداول 1« و ى ممسوبة بالخوارزمية +07087-/11410©-08181717 في حالة 6 > : وأبعاد المصفوفات 
الا 








المصفوفة ٍ 4 4 4 4 4 / 

أبعادها | 35 35*15 15*<5 5210 1020 2025 
جرى تدوير الحداول بحيث يظهر القطر الرئيسي أفقيًا. لا نستخدم إلا القطر الرئيسي والمثلث الذي فوقه في اللحدول 
:«: والمثلث العلوي ققط في الحدول 5. العدد الأصغر للجداءات السلمية لشرب ست مصفوفات هو 
5 - [7#]1,6. ومن العناصر الغامقة, تؤخذ الأزواج التي لما التظليل نفسه مما في السطر 10 عند حساب 







, 13000 > (35()15()20) + 2500 + 0 > ومومرم + [3,5] + [2,2]: 
. 7125 - (35()5()20) + 1000 + 2625 > وصرميم + [4,5]: + [71]2,3 أملم - [2,5]ام 
5 - (35()10()20) + 0 + 4375 > وبررصيم + [5:]5,5 + [71]2,4 


2 7125 


في (را 8:٠٠»,‏ ,:/)» في حال أعطينا الحدول 5 امحسوب بواسطة 08068-/21473000-010410 والدليلئن ) 
و ز. ويطبع الاستدعاء الأولي للإجرائية (805)5,1,7هخ8-ا81005-021124 وضعًا أمثل لأقواس 
المجدداء ل(ورار,... يوار را/)ء 


(ز,ا ,ى)كاجهدم م11 م1-0لجلام 


عد يكذ 1 
"ل" امام 2 

*)"امامم عكاة 3 

([ز,أ]كءا بى)كجعهدمستماجتم0 جوم 4 
(ز.1 + [ز,أ]كرى)كاج ةم عسنهاط011- توم 5 
"امام 6 


في المثال المبيّن بالشكل 5.15 يطبع الاستدعاء (1,6 ,ى)5ا«عه همس نهاج521275-007 الأقوامن التالية: 
((م/(وضيك))((واليا) يل )). 





380 


3.15 


الفصل 15 / البريحة الديتاميكية 


تمارين 

1-5 

أوجد وضع الأقواس الأمثل لحداء سلسلة مصفوفات» تتالي أبعادها هو: (5,10,3,12,5,50,6). 

2-5 

أعط الخوارزمية العودية ([[,] ,5 ,1/) 0171017ا1/-2187810-0:1418 التي تنجز فعليًا الجداة الأمثل لسلسلة 
مصفوفات: إذا كان لدينا تتالي المصفوقات (ر,...,ج4,ر4)ء واللندول 5 المحسوب بالخوارزمية 
8ه11-01110-0ها8 والدليلان : و ز. مكن أن يكون الاستدعاء الأول هذه الخوارزمية هو: 
1,7 رال) للا التمانا اا امل فع ل كمالة.) 


3.5 
استخدم طريقة التعويض لتبيّن أن حل العلاقة التكرارية (6.15) هو (27)©. 
4_5 


صف بيان المسألة الحزئية لضرب سلسلة المصفوفات؛ بسلسلة دخل طوها . كم عدد العقد فيه؟ وكم عدد 
الوصلات فيه؟ وما هي هذه الوصلات؟ 

51 

ليكن (ز ,م)8 عدد المرات التي نعود فيها إلى عنصر اللددول [/ر ,:]:7 عند حساب عناصر الندول الأخرى 
في الاستدعاء 218121-011410-08287. بين أن العدد الكلي للمرات التي نعود فيها إلى كامل اللندول 
هوه 


. و 


121 





(تلسيح: يمكن الاستفادة من المساواة (أ.3).) 
2205 
بين أن وضع كامل الأقواس لتعبير من : عنصرًا يتطلب تمامًا 1 - :: زوجًا من الأقواس. 


عناصر البرمجة الديناميكية 


مع أننا عملنا حتى الآن على مثالين على طريقة البريحة الديناميكية: فربما ما زلت تتساءل أين يمكن تطبيق 


هذه الطريقة. فمن وجهة نظر هندسية نتساءل: مق 
في هذا المقطعء سندرس المكو 
تطبيق البريحة الديناميكية: بنية 


عليئا البحث عن حللٌ مسألة بالبريجة الديناميكية؟ 
لكي يكون بالإمكان 
مُثلى: ومسائل جزثية متراكبة. سنعود أيضنًا ونناقش بتفصيلٍ أكير كيف 
يمكن أن يساعدنا الاستذكار 5267201220108 للإفادة من خاصية تراكب المسائل الحزئية في نج عودي نزولي. 








الرئيسيين اللذين يجب أن يتوفرا في مسألة ١‏ 
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البنية الجزئية المغلى 

تكمن الخطوة الأولى -ني حل مسألة أمكلة بابريحة الديناميكية- في توصيف بنية حل أمثل, تدكُر أن مسألة 

ما تُظهر بنية جزئية مثلى ”ايدو /مسمفامه إذا تضمن الحل الأمثل للمسألة حلولاً مثلى لمسائل 
جزئية. فكلما أبدت مسألة ما بنيةٌ جزئية مثلى؛ فهذا دليل جيد على إمكان تطبيق البربحة الديناميكية. (ومع 

ذلك؛ فإن هذا يمكن أن يعني أيضًا إمكان تطبيق استراتيجية شرهة. انظر الفصل 16.) في البريحة الديناميكية» 

نبني الحل الأمثل للمسألة من الحلول المثلى للمسائل الحزئية. ومن ثم فعلينا التاكد أن محال المسائل المزئية التي 

ندرسها يتضمن تلك المستّخدّمة في الحل الأمثل. 
اكتشفنا حتى الآن البنية الجزئية لمثلى في كلنا المسألتين اللتين درسناهما في هذا الفصل. ففي 

المقطع 5 لاحظنا أن الطريقة المثلى لقطع قضيب طوله « (إذا كان هناك قطع أصلاً) تنطلب تقطيعًا أمثل 

لقطعتين نتجتا عن أول قطع. ولاحظنا في المقطع 2.15 أن وضع الأقواس الأمثل ل رك يبجم,4, 

الذي يفرق الحداء بين ج44 و وبا يتضمن حلولاً مثلى لمسائل وضع الأقواس لكل من يرك:* دج/)4 

ورك تبيقيبيك: 
وستجد نفسك تتعقب غوذجًا مشتركا في أكتشاف بنيةٍ جزئية مثلى: 

0.1 سيتبيّن لك أن حل المسألة يتضمن إجراء عملية اختيارء مثل اختيار القطع الأولي في قضيب أو اختيار 
الدليل الذي نفرق عنده سلسلة المصفوفات. إن إجراء هذا الاختيار ييقي مسألةٌ جزثية أو أكثر يحب 
حلها. 

2. ستفترض أنه في مسألة معينة» سيكون لديك الخيار الذي يقود إلى حل أمثل. لن يكون عليك أن تمتم 
بعدُ بكيفية تحديد هذا الخيارءإنك تفترض أنه قد أعطي إليك. 





3. إذا أعطيت هذا الخيار. عليك أن تحدد أي المسائل الجزئية ستنشأء وكيف ستوصّف أمثيًا فضاء المسائل 
الجزئية الناتحة. 
4 سيتبيّن لك أن حلول المسائل المزئية المُستخدمة ضمن الحل الأمثل للمسألة يجب أن تكون هي نفسها 
ق". وبإمكانك إجراء ذلك بافتراض أن كلا من حلول المسائل المزثية 
غير أمثلي, ثم الوصول إلى تناقض. وبوجه خخاص؛ سترى أنك "بقصّ" حلول المسائل الحزئية غير المثلىء 
و"لصق" الحل الأمثل» ستصل إلى حل أفضل للمسألة الأصلية» وبذلك تُناقض افتراضك بأنه كان لديك 
سابمًا حل أمثل. وإذا أعطى حل أمثك أكثر من مسألةٍ جزئية واحدة» كانت هذه المسائل اللمزئية متشايحة 
جدًا إلى درجة أنه يمكن» بقليل من اللمهد؛ تعديل عملية القص واللصق لإحداها وتطبيقها على المسائل 


الأخرى. 





مثلى» باستخدام تقنية " 
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ولتوصيف فضاء المسائل الحزئية» فإن القاعدة الذهبية تقول بأن نحاول جعل هذا الفضاء سهلاً قدر 
الإمكان» ثم توسيعه بقدر الحاجة إلى ذلك. على سبيل المثال» كان فضاء المسائل . 
أمثل لقضيب طولّةُ :» لكل قيم الطول 4. وكان 
هذا الفضاء جيد الأداء» ول يكن هناك داع لتجريب فضاء مسائل جزئية أكثر عمومية. 

وبالعكسء افترض أننا حاولنا أن نَفْصُرَ فضاءً المسائل الحزئية في مسألة جداء سلسلة مصفوفات على 
جداء مصفوفات من الشكل 4 -..4:42. كما في السابق؛ يجب أن يفرق وضع الأقواس الأمثل هذا الجداء 
بين المصفوفتين بر4 و وببرك» لقيمة ما / بحيث أر> #4 > 1. وما لم نضمن أن / تساوي دائمًا 1 - نر 





الذي أخحذناه 








بالحسبان في مسألة تقطيع القضبان يتضمن مسائل 





سنجد أن لدينا مسائل جزئية من الشكل ير ٠٠»‏ 4 و زك ٠٠»‏ دبيركرببرك: وأن المسألة الحزئية الأخيرة 
ليست من الشكل ٠.04‏ 4:42. وني هذه المسألة: كان يلزمنا أن نسمح لمسائلنا الحزئية أن تتغير "من 
الطرفين"؛ أي أن نسمح ل ) و اث بالتغيُر في المسألة ابحزقية ل ٠٠:‏ ج44 

يمكن أن تتغير البنية الحزئية المثلى عبر بحالات المسألة بطريقتين: 
1. ماهو عدد المسائل الحزئية التي يستخخدمها الحل الأمثل للمسألة الأصلية؛ و 


الي علينا استخدامها في الحل الأمثل. 








2. ماهو عدد الخيارات لدينا لتحديد المسألة أو المسائل ابحز 
في مسألة تقطيع القضبان» يَستخدم الح الأمثل التقصيع قضيب طوله 7 مسألةٌ جزئية وحيدة (حجمها 


04 ولكن علينا أن نأخذ بالحسبان : خيارًا ل : لتحديد أيها يعطي حلاً أمثل. تمثّل مسألةُ جداء سلسلة 









المصفوفات للسلسلة الحزئية ز4 ٠:‏ :4:4 مثالاً له مسألتان جز 
معلومةٍ ,4 التي نفرق عندها الجداء؛ سيكون لدينا مسألتان 
ووضعها للجداء 4 :. ديري ببرقء وعلينا أن نحل كل منهما حلاً أمثل. وحالما تحد الحلول المثلى للمسائل 
الحزئية» مختار الدليل / من بين ال تر دليلاً مُرشحًا. 


ان و 4- زر خيارا. في خالة 'مصغوفة 
ضع الأقواس للجداء برك ٠:‏ يليل 


وعلى نحو غير رسمي. يعتمد زمن تنفيذ خحوارزمية البريحة الديناميكية على جداء عاملَْن: عدد المسائل 





الحزئية الكلية» وعدد الخيارات التي ننظر فيها لكل مسألة جزئية. ففي مسألة تقطيع القضبان؛ كان عدد 
المسائل الحزئية الكلي (2)© وعلينا أن نفحص 2< غيارًا على الأكثر لكل منهاء وهذا يعطي من تنفيذ 
(0)22. وفي حالة جداء سلسلة المصفوفات؛ كان عدد المسائل الحزئية الكلية (7:2)© ولكل منها 1 - 4 
خيارًا على الأكثرء وبذلك يكون زمن التنفيذ (0)83 (فعليًا زمن التنفيذ (3)©» وفقًا للتمرين 5-2.15). 
يُعطي بيانُ المسائل الحزئية؛ عادةء طريقةٌ بديلةٌ لإنجاز التحليل نفسه؛ إذ توافق كلل عقدةٍ مسألةٌ 
وخياراث أي مسألةٍ جزئية هي الوصلات المرتبطة بتلك المسألة الحزئية. تذكر أنه في مسألة تقطيع القضبان» 
عقدة» و # وصلة على الأكثر لكل عقدة: وهذا يعطي زمنّ 
وف حالة مسألة جداء المصفوفات» لو كان علينا رسم بيان المسائل الحزئية» لتضمّن (2)© عقدة» ولكان 
















يتضمن بيان المسألة ا تنفيذ (0)02. 
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لكل عقدة درجة تساوي على الأكثر 1 - : وهذا يعطي ما بجموعه (0)3 عقدة ووصلة. 

غالبًا ما تتستخدم البريحةٌ الديناميكيةٌ البنية المزثية المثلى بطريقة صعودية. أي إننا تجد أولاً حلولاً مثلى 
لمسائل جزئية: وبعد حل المسائل الحزئية بحد حلاً أمثليًا للمسألة. ويستلزم إيجاد حل أمثل للمسألة, اختيار 
المسألة الحزئية التي سنستخخدمها في حل المسألة من بين المسائل الحزئية. إن تكلفة حل المسألة تساوي عادة 
تكاليف المسائل الجزئية إضافة إلى تكلفةٍ تُعزى مباشرة إلى الاختيار نفسه. على سبيل المثالء في مسألة تقطيع 
القضبانء قمنا أولاً بحل المسائل الحزثية لإيجاد الطرق المثلى لتقطيع القضبان ذات الطول ] لقيم 
1 -,...,0,1 > ثم حددنا أي المسائل المزئية أعطت حلاً أمثل لقضيب طوله :: باستخدام المعادلة 
(2.15). إن تكلفة الخيار نفسه هو الحد زب في المعادلة (2.15). وق مسألة جداء سلسلة المصفوفات» حددنا 
وضع الأقواس الأمثل للسلسلة الحزئية ٠.»‏ +:4:/4ء ثم احترنا المصفوفة و4 التي نفرق الحداء عندها. أما 
التكلفة التي نعزوها إلى الاختيار نفسه فهي الحد رطيرط»_رم. 

سندرس في الفصل 16 "الخوارزميات الشرهة"؛ التي تشابه كثيرا البرحة الديناميكية. وعلى وجه النصوص» 
فإن للمسائل التي تنطبق عليها الخوارزمياث الشرهة بنيةٌ جزئية مثلى. ومن الفروق الرئيسية بين الخوارزميات 
الشرهة والبرحة الديناميكية أنه عوضًا عن إيجاد الحلول المثلى للمسائل الجزئية أولأء ثم الاختيار عن علم؛ تقوم 
الخوارزمياث الشرهة أولاً باختيار "شره"- الخيار الذي يبدو أنه الأفضل في ذلك الوقت - ثم تحن المسألة 
الحزئية الناتجةء دون الالتفات إلى حل كل المسائل الحزئية الأصغر المحتملة ذات الصلة. وبما يثير الدهشة فعلاً 
أن هذه الاستراتيجية تعمل بنجاح في بعض الأحيان! 














نقاط دقيقة 

ينبغي ألا نفترض أن البنى الحزئية المثلى محقّقة» في حين لا يكون الأمر كذلك. لندرس المسألتين التاليتين» 

اللتين لدينا فيهما بيان موحّه (8 ,/ا) > © والعقد /ا © ذا بلا 

أقصر مسار غير متقّل3: أوجد مسارًا من مة إلى ل مؤْلّمَا من أقل عددٍ من الوصلات. يجب أن يكون هذا 
المسار بسيطاء لأن حذف حلقة عاتين من المسار يولّد طريثًا بوصلات أقل. 





أطول مسار بسيط غير متقّل: أوحد مانا بسيطًا من م إلى < يتكون من معظم الوصلات. تاج إلى 
إدخال مطلب البساطة لأننا بغير ذلك يمكن أن بحتاز حلقةٌ بقدر ما نريد من المرات لننشئ مساراتٍ 
بعدد وصلات لا على التعيين. 





3 نستخدم التعبير "غير مثقّل 4هاطعن»«ود" لتمبيز هذه المسألة عن تلك التي توجد أقصر مسار مع وصلات مثقّلة 
دواع التي ستتاولما في الفصلين 24 و 25. يمكننا توظيف تقنية البحث عرضًا أولاً اممعد غوم6-ط امعط 


عدونصاء»؛ المستخدمة في الفصل 22 لحل المسألة غير المثقلة. 
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تمزه 
الشكل 6.15 بان موجّه 


مقّل. المسار ع ه + ه و هو أطول مسار بسيط من 4 إلى 6؛ إلا أن المسار الحزئي 7 م + ليس أطول مسار بسيط 
من إلى 0# كما أن المسار الحزئي غ ف 7 ليس أطول مسار بسيط من 7 إلى #. 





لا توجد بنية جزئية مثلى لمسألة إيجاد أطول مسار بسيط في بيانٍ موجه غير 


بدي مسألة أقصر طربق غير مثقّل بنيةٌ مثلى كما يلي: افترض أن ع بده بحيث لانكون المسألة تافهة. 
بعدهاء يجب أن يتضمن كل مسار م من مه إلى 2 عقدة وسيطة ولتكن مه (لاحظ أن مه يمكن أن تكون ل 
أو <). وبذلك يمكننا تقسيم المسار ا م إلى المسارات الحزئية نه 23 سيم فل به. ومن الواضح أن عدد 
الوصلات م يساوي بمجموع عدد الوصلات في .7 و دم. ندّعي أنه إذا كانت بر مسارًا أمثل (أقصر مسار) 
من إلى فإن وم يجب أن تكون أقصر مسار من م إلى 4. لماذا؟ نستخدم طريقة المحاكمة "قصّ 
والصق": فلو كان هناك مسار آخخرء وليكن ي: من مة إلى 0 بوصلات أقل من يدء لأمكننا إِذا قص ,م 





ولصق يم لتوليد مسار بن ب سه م نه بوصلات أقل من بر وهذا يناقض كون م 
تكون دم أقصر مسار من 4# إلى ما. وبذلك؛ يمك 
نه بالاعتباره وإيجاد أقصر مسار من م إلى 40 وأقصر مسار من اه إلى نا. واختيار عقدة وسيطة اه تعطي 
أقصرٌ مسار كلي. نستخدم في المقطع شكلاً عنتلفًا لهذه الملاحظة المتعلقة بالبئية الحزئية المثلى لإيجاد 
أقصر مسارٍ بين كل زوجين من الُقد على ببانٍ موجه منقّل. 

قد يكون من المغري افتراض أن مسألة إيتجاد أطول مسار بسيط غير مثقّل تبدي بنية جزئية مثلى أيضًا. 


وبالمئل» يجب أن 
أقصر مسار من هذ إلى نز بأخذ كل العقد الوسيطة 








وبعد هذاء إذا حلّلنا أطول مسار بسيط < ثيه إلى مساريْن جزئيين بن 23 سه يد بوه عندها أليس من 
الواجب أن تكون وم أطول مسار بسيط بين ل و جه وأن تكون يم أطول مسار بسيط بين 40 و 0؟ 
الجواب لا! يبيّن الشكل 6.15 مثالاً على ذلك. لتأخذ المسار ع ه م ب + وهو أطول مسار بسيط من © 
إلى #. هل مه 4 هي أطول مسار بسيط من و إلى 7؟ الجواب لاء لأن المسار “م ع ه ى ه © مسار 
بسيط أطول منه. هل غه 7 هي أطول مسار بسيط من + إلى ع9 الجواب لا أيضاء لأن المسار 
عه وه هو ه ب مسار بسيط أطول منه. 

يبيّن هذا المثال أنه في حالة أطول مسارات بسيطة: لا تفتقر المسألة إلى بنية جزئية مثلى فقط؛ وإنا لا 
يمكتنا بالضرورة تجميع حل "شرعي" للمسألة من حلول لمسائل جزئية. إذا ضَمَمْنا المسارْن البسيطين 


«ماعه وه ووعي ويا و يج حصلاعلى عي وه وه عرياعي وي و 
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وهو مسار ليس بسيطًا. في الواقع» لا ييدو أن مسألة إيحاد أطول مسار بسيط غير مثقّل تملك أي نوع من 
الب المزئية امثلى. ولم يُغتَر قط على أي خوارزمية تعتمد على بريحة ديناميكية فعالة لحل هذه اللسألة. 
والحقيقة أن هذه المسألة تامة غير حدودية عاءام00ع-8/8) وهذا يعني - كما سنرى في الفصل 34 - أنه 
ليس من المحتمل أن بحد طريمًا لحلها بزمن كثير حدودي. 

لماذا كانت البنية الحزئية لأطول مسار بسيط مختلفة جدًا عن البنية الحزئية لأقصر مسار؟ ومع أن حل 
مسألةٍ لأطول المسارات وأقصرها يتطلب استخدام مسألئَيْن جزئيتين» فإن المسائل الحزئية المستَخدّمة في إيجاد 
أطول مسار بسيط ليست مسائل مستقلة :4م14 بعضها عن بعض؛ في حين أنما مستقلة في حالة 
أقصر المسارات. ماذا نقصد بكون المسائل الحزئية مستقلة؟ نقصد بذلك أن حل إحدى المسائل اللحزئية لاا 
يؤثر في حل مسألة جزئية أخرى للمسألة الأصلية نفسها. على سبيل المثال» في الشكل 6.15 لدينا مسألة 
إيجاد أطول مسار بسيط من 4 إلى ولها مسألتان جزئيتان: إيجاد أطول مسار بسيط من © إلى : ومن : إلى 
#. نختار للمسألة الحزئية الأولى المسار: « ب ع م 5ى ه 4ء وبذلك نكون قد استعملنا أيضًا العقدتين ى 
وع. ولن يكون بإمكاننا استعمالمما بعد الآن في حل المسألة الجزئية الثانية» لأن ضم الحلين للمسألتين 
الحزئيتين سيعطي مسارًا غير بسيط. فإذا تعذّر علينا استعمال العقدة / في المسألة الثانية» عندها لن يكون 
بإمكاننا حل المسألة على الإطلاق» إذ يتطلّب الأمرٌ أن تكون ع على المسار الذي نوجده؛ وهي ليست 
العقدة التي نربط بما حَلّي المسألتين المزئيتين (لأن عقدة الربط هي "). ولأننا استخدمنا العقدتين 5 وغ في 
حل إحدى المسألتين الحزثيتين» فإتنا لا نستطيع استخدامهما في حل المسألة الجزئية الأخرى. ولكن علينا 
استخخدام إحدى العقدتين على الأقل لحل المسألة الحزئية الأخرى: وعلينا استخدامهما مما لحل المسألة أمثليًا. 
وهكذا نقول إن هاتين المسألتين الحزئيتين ليستا مستقلتين. وبالنظر إلى ذلك بطريقة أخرى؛ فإن استخدام 
الموارد في حل إحدى المسائل الحزئية (هذه الموارد هي العقد) يجعلها غير متاحة للمسألة ابلفزئية الأخرى. 

لماذا إذن تكون المسائل الحزئية مستقلة بعضها عن بعض عند إيجاد أقصر مسار؟ المواب هو أن هذه 
المسائل الحزئية: بطبيعتهاء لا تتشارك في الموارد. إننا ندّعي أنه لو وجدّت عقدة #» على أقصر مسار رز من م 
إلى نا؛ نستطيع عندها أن نربط بيني أقصر مسار نه م3 ب وأقصر مسار ل 3 نه لتوليد أقصر مسار من 
إلى . إننا متأكدون من أنه لن تظهر عقدة أخرى غير سمه في كلا المسارين وم و دم. لماذا؟ لنفترض أن 
عقدة ما «ه ع »د تظهر في كلا المسارين وم و دم بحيث يمكننا تحليل وم إلى مه ف م كك يداو وم إلى 
ب بد ب مبه. في البنية الحزئية المثلى لاذه المسألة؛ يكون للمسار ب وصلات بعدد وصلات رت و وم ماه 
وليكن عدد وصلات م مساويًا ». لننشئ الآن المسار نه 255 بر تك به ت “ور من ها إلى <ا. ولأئنا أزلناً 
المسارين من د إلى مه ومن 4# إلى بده ولكل منهما وصلة على الأقل؛ فإن المسار ' يتضمن 2 - © وصلة 
على الأكثرء وهذا يناقض الفرض بأن م هو أقصر مسار. وبذلك؛ نحن متأكدون أن المسائل الحزئية المسألة 
أقصر مسار هي مسائل مستقلة. 
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إن المسألتين اللتين درسناهما في المقطعين 1.15 و 2.15 لما مسائل جزئية مستقلة. وفي حالة جداء 
سلسلة مصفوفات. تتمثل المسائل الحزئية في ضرب سلاسل جزئية ير ٠٠١‏ وبيقي4 و رك ٠٠:‏ دبك يبييك. 
هذه السلاسل الحزئية منفصلة؛ بحيث لا يمكن لأي مصفوفة أن تُتضمّن في الحداءين معًا. وفي مسألة تقطيع 
القضبان؛ لتحديد أفضل طربق لتقطيع قضيب طوله 8: ننظر في أفضل طرق تقطيع قضبان أطواها + 
للقيم 1 - #,... ,0,1 > :. ولما كان الحل الأمثل للمسألة ذات الطول : يتضمن واحدًا فقط من حلول هذه 
المسائل الحزئية (بعد أن نكون قد قطعنا أول قطعة)» فلن يكون استقلالٌ الحلول ا+ 








مسائل جزئية متراكية 

إن المكوّن الثاني الذي يجب أن تتضمنه مسألة الأمئلّة لتكون اليريحة الديناميكية قابلة للتطبيق في حلها هو أن 
فضاء المسائل الحزئية يجب أن يكون "صغيرا": بمعنى أن الخوارزمية العودية التي تحل المسألة تحل المسائل اللحزئية 
نفسها عدة مرات عوضًا عن توليد مسائل جزئية جديدة باستمرار. إن العدد الكلي للمسائل الحزئية المتمايزة 
هوء تموذجيّا كثير حدود في حجم المداخل. وحين تعود خخوارزمية عودية إلى المسألة نفسها مرات عديدة في 
الزمن نقول إن لمسألة الأمثلة مسائل جزئية متراكبة * و«رواذاهج«رط»«د #«زورره!«6ه. وبا مقابل» فإن المسألة 











التي يناسبها نمج "فررق-تشد" تولّد عادةٌ مسائل جديدة عند كل خخطوة من العودية. وتستفيد وارزميات 
البريحة الديناميكية عادةٌ من تراكب المسائل اللحزئية بحل كل مسألة جزئية مرةٌ واحدة, ثم تخزين الحل في جدول 





يمكن البحث عنه عند الحاجة» باستخدام زمن ثابت للبحث في الجدول. 
في المقطع 1.15 درسنا باختصار كيف 2 عَؤْدَيٌ لمسأا 
العدد أسيّا لإيجاد حلول لمسائل جزئية أصغر. يخقّض حلّنا بالبريحة الديناميكية الخوارزمية العودية بزمن أسي إلى 





القضبان استدعاءات كثيرة 





زْمن تربيعي. 

ولبيان خخاصية المسائل الحزئية المتراكبة بتفصيل أكبرء ندرس ثانية مسألة جداء سلسلة المصفوفات. 
بالعودة ثانية إلى الشكل 25.15 لاحظ أن الإجرائية .8# 08-:«2147813-01141 تبحث تكرارثًا عن حل 
المسائل الحزئية في السطور الدنيا عند البحث عن حل مسائل جزئية في السطور العليا؛ فهي على سبيل المثال 
تشير إلى العنصر [72]3,4 أربع مرات: أثناء حساب [70]2,4 و [71]1,4 و [72]3,5 و [1]3,6. ولو 
أعدنا حساب [7]3,4 في كل مرة» عوضًا عن البحث عنهاء لازداد زمن التنفيذ زيادة مثيرة. ولكي نرى كيف 








* قد يبدو غريبًا أن تعتمد البريحة الديناميكية على كون المسائل الحزثية مستقلة ومتراكبة. ومع أن هذه المتطلبات قد 
تبدو متناقضة» فهي توصّف مصطلحَيْن مختلفينء لا نقطتين على انحور نفسه. نقول عن مسألتين جزئيتين للمسألة 
نفسها إنحما مستقلتان إذا لم تتشازكا بالموارد. ونقول إنحما متراكبتان إذا كانت هذه المسائل الحزثية هي فعلاً المسائل 
المزئية ذاتحا التي نصادفها كمسائل جزثية لمسائل مختلفة. 
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دج ره لله حك << د 
5 را 


69 0© 4ه 33 
الشكل 7.15 شجرة العودية لحساب (1,4,م)88108511/8-81878-0814101. تتضمن كل عقدة الموسطات 4 


ول. نستعيض عن الحسابات التي تُنجَز في الشجرة الفرعية المظللة بالبحث مرة واحدة فقط في 
ا«لمالع لات« كم ]لمعم اماع 


يحدث ذلك» ننظر في الإجرائية العودية التالية (غير الفعالة) التي تحدد [/,70]1: وهو أدى عدد لعمليات 
الحداء السلمي الضرورية لحساب جداء سلسلة المصفوفات ر4 ٠.٠‏ :م,4,4 > ر.,4. وتعتمد الخوارزمية مباشرة 
على العلاقة التكرارية (7.15). 


(ز ,أ ,رص) 014 -غل كتلط ةالااكم نامع 


زعداعا 1 

0 سم 20 

© > [ز,غ]» 3 

1-زمط؛ع4 مم 4 

(اراءص) تمان »هماد ااكوناءعة د و 5 
(ز,1 + عارم) انم لالةتمال8 اك لم280 + 
زطعطدسإم + 

لكام > وكا 6 

> [زنا 7 


[.]72 ممعم 8 


ببين الشكل 5 شجرة العودية التي ينتجها استدعاء الخوارزمية (4 ,1 ,47707-0114101)27!-011513/8ا80. 
جرى وضع لصيقة على كل عقدة بقيم الموسطات ‏ و زر. لاحظ أن بعض أزواج القيم ترد عدة مرات. 

والحقيقة أن بإمكاننا إثبات أن الزمن اللازم لحساب [7]1,71 بواسطة هذه الإجرائية العودية هو على 
الأقل زمن أسي في *. لنُشِرْ ب ()7 إلى الزمن الذي تستخرقه الإجرائية 2ل0114-ل438]/ل-/ااكاناء ع 
لتحديد وضع الأقواس الأمثل لسلسلة من 7 مصفوفة. ولما كان تنفيذ السطور 2-1 والسطور 7-6 يستغرق 
الواحد منها وحدة زمنية واحدة على الأقل» وكذلك يستغرق الضرب ف السطر 5 فإن فحص الإجرائية 
يعطي التتالي: 
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7002.1٠ 
ْ 

1< عم (ذ+ها-»7+ 00ج 1+١‏ < 7060 
2و 


لاحظ أن كل حد (7)0 (حيث 2-1 ,...,1,2 > 1) يظهر مره واحدة في (7)6 ومرةٌ واحدة في 
(7)2-1: وبتجميع الوحدان في الجمع (1 -2 مرة) مع 1 في المقدمة خارج المجموع؛ يمكننا إعادة كتابة 
العلاقة التكرارية السابقة كما يلي: 

ا 


7002 0) 7) + )8.15( 


2 
سنثبت أن (2)27 > ()7 بطربقة التعويض. وسنبيّن. بوجه خخاصء. أن 25-1 < ()7 لكل قيم 
1 < 2. والقاعدة سهلة: لأن 29 > 1 < (7)1. وبالاستقراء عندما يكون 2 < : لدينا: 


ا 
سن 2 < 7100 


121 


د 
2 


10 





(من المعادلة (أ.5)) +2)2-2-1 
«+25-2 ع 
2 
وهذا يتمم البرهان. وبذلك» يكون مقدار العمل الكلى المنجز بالاستدعاء -3ل178هآلا-/الك#نا286 
(,1,ص)لاتمنت أسيًا في « على الأقل. 
قارنُ هذه الخوارزمية العودية التُزولية بمخوارزمية البريحة الديناميكية الصعودية بد أن الأخيرة أكثر فعالية 
لأنما تستفيد من خخاصية تراكب المسائل الحزئية» وأن لمسألة جداء المصفوفات (22)© مسألة جزئية متمايزة 
فقطء وثَحُُ حوارزميةٌ البريحة الديناميكية كال مسألةٍ منها مر واحدة فقط. من جهة أخخرى؛ فإن على الخوارزمية 
العودية أن تعيد حل كل مسألة جزئية في كل مرة نظهر فيها في شجرة العودية. كلما تضمنت شجرة العودية 
لحل مسألة عودية طبيعية» المسألة الحزئية نفسها تكراريّء وكان العدد الكلي للمسائل الحزئية المتمايزة صغيراء 
فإن البريجة الديناميكية تستطيع تحسين الفعالية» ويكون هذا التحسين أحيانًا مثيرا. 





إعادة إنشاء حل أمثل 
كثيرا ما خرن خياراتنا لكل مسألة جزئية في جدولء بحيث لا يترتب علينا إعادة إنشاء هذه المعلومات من 
التكاليف التي خزتاها. 
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وف مسألة جداء سلسلة المصفوفات؛ فإن الجدول [ز,5]1 يختصر علينا مقدارًا ملحوظًا من العغل حين 
نعيد إنشاء الحل الأمثل. اقترض أنا لم تحتفظ بالجدول [تر,ة]ى» وأننا ملأنا فقط الحدول [إر,72]4 الذي يحتوي 
تكاليف المسائل الحزئية امثلى. تختار من بين ال غ- [ احتمالاً عند تحديد المسائل المزئية التي علينا أن 
نستعملها في الحل الأمثل لوضع الأقواس للجداء زك ٠:‏ .براي و - زر ليس ثابًا. لذلك» ستستغرق 
وقنًا (1)ه > (: - )© لإعادة إنشاء المسائل الحزئية التي وقع عليها اختيارنا حلاً لمسألةٍ معطاة. وبخزن دليل 
المصفوفة التي نفرق عندها الجداء ٠.0.4‏ .م:#4ر4» في الجدول [ز,4]ى» يمكننا إعادة إنشاء كل الخيارات في 
زمن (0)1. 
الاستذكار 
مثلما رأينا في مسألة تقطيع القضبانء ثمة نمج بديل عن البربحة الديناميكية غالبًا ما يوثّر فعالية النهج 
الصعودي للبريحة الديناميكية مع الاحتفاظ باستراتيجية نزولية. تكمن الفكرة في استذكار 0706م 
الخوارزمية العودية الطبيعية غير الفعالة. ومثلما هو الحال في النهج الصعوديء فإننا نختفظ بحدول يتضمن 
حلول المسائل الحزئية؛ إلا أن بنية التحكم لملء اللددول هي أشبه بالخوارزمية العودية. 

تحتفظ خوارزمية الاستذكار العودية بعنصر في جدولٍ لحل كل مسألةٍ جزئية. يتضمن كل عنصر للجدول 
ةّ خاصة تشير إلى أن علينا ملء هذا العنصر. وحين نصادف المسألة الجزئية أول مرة» أثناء شر 
الخوارزمية العودية» فإننا تمحسب حلَّها ثم تخزنه في الحدول. وفي كل مرة نتعرّض فيها لاحمًا لتلك المسألة اللدزئية؛ 
فإننا بيساطة نبحث عن قيمتها المخزنة في الحدول ونعيدها إلى الخوارزمية, * 

وفيما يلي نسحة مستذكر من 814781-011819-ع/ااك#نا#0. لاحظ مواضع الشبه مع الطريقة 








(م) امن لكا!-مع م معز 
1-#عوهها.م عم 1 

عاطها عم عط [70]1..7,1..71 عمل 2 
28 1-2140 مم 3 

« م6 ع زعم 4 

م > [ز ,]م 5 

(371,8,1,7) الت «نا 1001 مسغعم ‏ 6 


* يفترض هذا النهج سلقًا أننا تعلم بحموعة كل موسطات المسائل الحزئية الممكنة» وأن العلاقة بين مواقع الددول 
والمسائل الحزئية موطدة ومعروفة. وثمة مج آخرء أكثر عمومية» وهو استذكار القيم باستخدام التهشير (دالة البصمة) 
مع موسطات المسائل المزئية كمفاتيح. 
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(ز ,اط ,)لتحت م1006 
هه > [زق]ت ك1 1 

[ ,]71 ممعم 2 
لإعك 6 3 

0 [زنام 4 
5 
6 





1زم :2 مط عوك 
(/,أ,ط ,10/)78ل011-«00610آ ع و 
زطرطئق + ([ ,1 + عارص ,771) 0ل0114- م1000 + 
[لأ]س > و كا 7 
؟ > [رفاس 8 
[[,]7مسعم و9 








عتفظ الإجراء اجتع-<لة7حالا-معدزمنجعاة شأن الإجراء #عمو0 جمدم تماق بحدول 
[7:]1..,1..1 للقيم المحسوبة ل [آ ,72]4: وهو أصغر عدد للجداءات السلمية اللازمة لحساب المصفوفة 
ز.)4. يتضمن كل عنصر للجدول مبدايًا القيمة 5ه لتشير إلى أن علينا ملء العنصر. فإذا جرى استدعاء 
(/ ,أ ,م ,10010-01410171 وكانت قيمة [/ ,7:]4 أصغر من هه في السطر 1. يعيد الإجراعٌ ببساطة 
التكلفة المحسوبة سابمًا [/,7*]4 (في السطر 2): وإلاء يجري حساب التكلفة من الإجراء 
انهل 1دالاعالكهناءع8 وتخرن في [ر ,]72 وثعاد هذه التكلفة. وهكذا يعيد الإجرالح 
(ز.!,ط,)6114131- 10010 دائمًا القيمة [/ ,72]4: ولكنه يحسبها فقط في المرة الأولى التي يُستدعى فيها 
/0016102-011410] مع هاتين القيمتين المعيّتين ل ؛ و ز. 

يبيّن الشكل 7-15 كيف توفر الخوارزمية 14810©-21810120-214781 الزم مقارنةٌ بالخوارزمية 
1ن 1ها-ع/انك#ناء88. تل الشحراث الحزئيةٌ المظللة القيمَ التي نبحث عنها في الحدول بدلا 
من حسايها. 

وكما هو الحال في خوارزمية البريحة الديناميكية 011412-088#-<2/]4721( الصعودية: فإن الإجراء 
للد -نة41ا!-مع2اماحعا( يغذ في زمن (0013. مذ السطر 5 في ا«لها-ل«كماه-مع2اواعاة 
بزمن (9)22. بمكننا تصنيف استدعاءات 100108-011412 في نوعين: 
1. استدعاء يكون فيه 0© > [إر ,]271 نقذ السطور 9-3 و 
2. استدعاء يكون فيه © > [ز ,70]4: بحيث تعيد الخوارزميةٌ «لم1.008107-011 ببساطة القيمة في 

السطر 2. 
ثمة (2)© استدعاءً من النوع الأول؛ واحد لكل عنصر في اللندول. تجري جميع الاستدعاءات من النوع الثاني 
باعتبارها استدعاءات عودية لاستدعاءات من النوع الأول. وكلما أجرت الخوارزمية :«1م0-«ناءوومة 
استدعاءاتٍ عودية فهي بحري (002 استدعاء منها. لذلك ثمة ما مجموغٌة (00::3 استدعاء من النوع الثاني. 
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وكلُ استدعاءٍ من النوع الثاني يستغرق (0)1 من الزمن؛ في حين يستغرق كل استدعاءٍ من النوع الأول زمنًا 
(00 مضائًا إليه الزمن المستغرق في استدعاءاته العودية. فيكون إجمالُ الزمن إذن (003. وبذلك يحول 
ب متها (2)27 إلى عحوارزمية زمتّها (0):3. 

وخلاصة القول؛ يمكن حل مسألة جداء سلسلة مصفوفات إما بجخوارزمية استذكار نزولية وإما بمخوارزمية 
بربحة ديناميكية صعودية بزمن (0)23. وتستفيد كلتا الطريقتين من خاصية تراكب المسائل الحزئية. يوجد 
بلمجموع (02© مسألة جزئية متمايزة فقط. وتحسب كل من الطريقتين الحلٌ لكل مسألةٍ جزئية مرةٌ واحدة 
فقط. وبدون الاستذكار, تقد ا خوارزمية العودية الطبيعية بزمن أسسّي؛ لأن المسائل الحزئية. يعاد حلها مرة بعد 
مرة (تكراربًا). 

وبصفةٍ عامة» إذا كان علينا حل جميع المسائل الحزئية مرةٌ واحدةٌ على الأقل» فإن خوارزمية البريخة 
الديناميكية الصعودية تتفوّق عادةٌ على خوارزمية الاستذكار الثُزولية بعامل ثابتء إذ لا يوجد للخوارزمية 
الصعودية عبءٌ إضافي للعودية؛ وعبء الاحتفاظ بالجدول هنا أقل من حالة الاستذكار. زِدْ على ذلك أن ثمة 
مسائل يمكن معها الاستفادة من التموذج النظامي للنفاذ إلى الحدول في خخوارزمية البريحة الديناميكية لخفض 
متطلبات الزمن أو الفضاء (الذاكرة) أكثر فأكثر. وبدلاً من ذلك؛ إذا لم يكن علينا حل بعض المسائل المزئية في 
فضاء المسائل الحزئية على الإطلاق؛ فإن طريقة الاستذكار أفضل لأنما تحل فقط المسائل الحزئية المطلوبة حتمًا. 


الاستذكارٌ خحوارزه 











تمارين 

1 

أي الطريقتين أكثر فعاليةٌ لتحديد العدد الأمثل للجداءات في مسألة جداء سلسلة مصفوفات: عَدُ كل طرق 
وضع أقواس الجداء وحساب عدد الحداءات لكل منهاء أم تنفيذ خوارزمية «ل0114-<8-1/]471/ااق«ناء2؟ 
علّل إجابتك. 

1و2 

ارسم شجرة العودية للإجرائية 248868-50 من المقطع 1-3.2 لصفيفة من 16 عنصرًا. بيّن لماذا لا يكون 
الاستذكار فعالاً في تسريع خوارزمية فرّق-تسد جيدة مثل '2/18368-8075. 

3-5 

ادرس تموذجًا لمسألة جداء سلسلة مصفوفات؛ الغرض منها وضع الأقواس لمتتالية مصفوفات لحعل عدد 
الجداءات السلمية اللازمة أعظميًا عوضًا لا أصغريًا. هل تبدي هذه المسألة بنية جزئية مثلى؟ 

4_5 

ذكرنا سابمًا أنناء في البرحة الديناميكية» تح أولاً المسائل المزئية» نم نختار منها المسائل التي يحب استخدامها 
في الحل الأمثل للمسألة. ترى الأستاذة ؛عاناوة© أنه ليس من الضروري دائمًا حل جميع المسائل اللحزئية لإيجاد 
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الحل الأمثل. وتقترح أنه يمكن إيجاد الحل الأمثل لمسألة جداء سلسلة مصقوفات دائمًا باختيار المصفوفة يرام 
التي يحب عندها تفريق الجداء الحزئي ٠.‏ :4:4 (باختيار / التي تجعل المقدار رطيومخ_,م أصغربًا) قبل 
حل المسائل الحزئية. أوجد مثالاً على مسألة جداء سلسلة مصفوفات بحيث يكون لمذا النهج الشرة حلا 
أمثل جزنيًا. 

5 

افترض أننا في مسألة تقطيع القضبان في المقطع 1.15: لدينا أيضًا القيد ,4 على عدد القطع التي طوها ؛ التي 





يُسمّح لنا بإنتاجهاء حيث #,... ,1,2 > 6. بيّن أن خخاصية البنية الحزئية المثلى الموصّفة في المقطع 1.15 الم 
تعد محققة. 
615 


تخيل أنك تريد تبديل عملة نقدية. إنك تدرك أنه عوضًا عن تبديل عملة مباشرة بأخرى قد يكون من الأفضل 
أن بُمري سلسلةٌ من التبادلات التجارية باستخدام عملات أخرى؛ بحيث تنتهي بالعملة التي تريد. افترض أنه 
يمكنك المناجرة ب : عملة مختلفة مرقمة «,...,1,2: حيث تبدأ بالعملة 1 وتنتهي بالعملة . يُعطى سعرٌ 
الصرف زن: لكل زوج : و إر من العملات؛ وهذا يعني أنك إذا بدأت ب 4 وحدة من العملة ؛: فإنك ستبادها 
+ :47 وحدة من العملة ز. قد تستلزم عملي الصرف عمولةٌ تعتمد على عدد مرات الصرف التي تخريها. 
ليكن بت مقدار العمولة التي تتحمُّلّها حين بحري 6 عملية صرف. أنه إذا كان 6 للقيم 
> عا» فإن مسألة إيجاد أفضل متتالية للتبادلات من العملة 1 إلى العملة :7 تُظهر بنيةٌ جزئية مثلى. 
إجاد أفضل متتالية للتبادلات من العملة 1 إلى 














ثم بيّن أنه إذا كانت العمولات بجع قيمًا اعتباطية: فا 
العملة : لا تُظهر بالضرورة بنيةٌ جزئية مثلى. 





ألة 








أطول متتالية جزئية مشتركة 

كثيزا ما تحتاج التطبيقاتُ البيولوجية مقارنة سلسلئي 2/4 لكائئين مختلفين (أو أكثر). تتكون جديلة هلام 
من متتالية جزئيات تسمى الأسس وعووقء حيث الأسس الممكنة هي: الأدينين والغوانين والسيتوزين 
والتامين. فإذا مثلنا كلاً من هذه الأسس بالحرف الأول من اسمها اللاتينيء أمكننا التعبير عن 
جديلة 4لا بمتالية محارف من المجموعة المنتهية (8,©6,6,7) (انظر الملحق.ت لتعرين 
متنالية محارف). على سبيل المثال» يمكن أن تكون جديلة ال هلا2 لأحد الكائنات الحية 
ه6ع66637666666 066062617666 - ركىء في حين يمكن أن تكون لكائن حي آخر 





0506116668856626116116120 > ي5. ومن دواعي مقارنة جديلئي 27/8 معرفة مدى 
"التشابه" بينهماء باعتباره قياسًا لمدى قرابة هذين الكائنين. يمكننا تعريف التشابه: ونعرّفه فعلا» بعدة طرق 
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مختلفة. على سبيل المثال» يمكن أن نقول عن جديلئي .2214 إنهما متشايحتان إذا كانث إحداهما متنالية حارف 
جزئية من الأخرى. (يناقش الفصل 32 خخوارزميات لحل هذه المسألة.) في مثالنا ليست و5 ولا و5 متالية 
محارف جزئية من الأخرى. بل يمكتنا القول عن جديلتين إنمما متشاحتان إذا كان عدد التغييرات اللازمة 
لتحويل إحدى الحديلتين إلى الأخرى صغيرا (تبحث المسألة 5-15 في هذا المفهوم). وثمة طريقة أخرى لقياس 
التشابه بين جديلتّين وى و د5 تتمثل بإيجاد جديلة ثالثة وى تظهر أسسها في كل من ر5 و م5؛ ويجب أن 
تظهر هذه الأسس بالترتيب نفسه» ولكن ليس بالضرورة على التتالي. وكلما كانت النديلة وى أطول كان 
التشابه بين ,5 و يك أكبر. وفي مثالناء أطول متتالية وى هي 68 ©©67©6766886©©66. 

يمكن صوغ هذا المقهوم الأخير للتشابه اصطلاحا على أنه مسألة أطول متتالية جزئية مشتركة. إن متتالية 
جزئية من متتالية معطاة هي المنتالية المعطاة نفسها وقد أَسْقِطً منها صفر أو أكثر من عناصرها. فإذا كان 
لدينا المتتالية (,م<.... ,ج:د,:*<) ح عل فإن عتنالية أحرى (يرة,... ,و :2) - 2 تكون محالية جزئية 
»»«مبدوموؤييى من ل إذا ؤحدت متتالية متزايدة تمامًا (يرف,... ,د ,وة) من أدلة 6 بحيث أن لكل قيمة 
...2 - از يكون لدينا رج > رببد. على سبيل الثال» إن (0,2,8 ,8) - 2 هي متتالية جزئية من 
(8 ,4 ,2 ,8 ,6 ,8 ,4) - كا والأدلة الموافقة هي (2,3,5,7)- 











ليكن لدينا متتاليتان )[ و لء نقول عن متتالية 2 إنها مسالية جزئية مشسركة ععنع مد وعوطيدد ده ا«ن««مع 
ل 1 و ا إذا كانت 2 متتالية جزئية من كل من ٠‏ و [. مثلأء إذا كانت (4,8,6,8,2,4,8) - كر 
و (4,8,4, ,2 ,8) ح لاء فإن المتتالية (8,6,4) متتالية جزئية مشتركة بين ]2 و لا. ولكن المتتالية 
(8,6,4) ليست اطول متتالية جزئية مشتركة (5©]) ععتاعناوءوطنا5 «مسسم ؛وععدملء فطول هذه 
المتتالية 3 وطول المتتالية (8,4 ,6 ,8): التي هي مشتركة أيضًا بين كل و لاء هو 4. إن المتتالية ( ,8 ,8,6) 
هي إحدى أطول المتتاليات المشتركة ل ل و لاء وكذلك الحال للمتتالية (8 ,2,4 ,8)» إذ ليس ل ل و ل[ أي 
متنالية جزئية مشتركة بطول 5 أو أكثر. 

ن مسألة أطول مسالية جزئية مفسركة (5.آ) «عاذامرم عءمعسوعد مم ممع عع وادملء لدينا 
ثية مشتركة بين ]1 و 1 بطول 
أعظمي. بييّن هذا المقطع أنه يمكن حل هذه المسألة بفعالية باستخخدام البريحة الديناميكية. 





متتاليتان (مرد,... روتدر]ة) > ]ل و (ولز.... ,ولزرولز) - لا ونود إيجاد متتالية 


الخطوة 1: توصيف أطول متالية جزئية مشتركة 

يعتمد نمج البحث الشامل في حل مسألة 1.08 على عَدٌ كل المتتاليات الحزئية في 4 وفحص كل منها لترى: 
هل هي متتالية جزئية من ا أيضًا؟ وتتبّع أطول متتالية جزئية بحدها. توافق كل متتالية حزئية من [ بجموعة 
جزئيةٌ من الأدلة (1,2....,75] في ل. ولما كان ثمة '”2 متتالية جزئية في ير فإن هذا الأسلوب يتطلب زيئًا 
أسيّا؛ ويجعله غير عملي للمتتاليات الطويلة. 
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ولكن للمسألة 1.05 خاصية البنية الحزئية المثلى» كما تبيّن المبرهنة التالية. وسنرى لاحمًا أن الصفوف 
الطبيعية للمسائل افق أزواجحا من "السوابق وع«5عمم" لمتتاليتي الدخخل. ولكي نتوضّى الدقة. 
لدينا المنتالية (ب,د,... ,»د,»:) - ل فإننا تُعرّف السايقة : +رهمم للمتتالية 1 لقيم 1,...,7 ,0 > ؛ على 
أفا: (عد,... روندى*) ع علا. فمثللٌ إذا كانت (4,8,6,8,,4,8) - إل فإن (4,8,6,8) بير 
و ولد هي المتتالية الخالية. 


إذا كانت 





مبرهنة 1-15 (البنية الجزئية المثلى لمسألة 5).]) 

لتكن (رد,... بون ,وة) > )1 و (ولا,... ,ولز,ونز) - 1 متتاليتان» ولتكن (يرت,... رو2,و2) > 2 أي متنالية 
15 ل دولا 

1 إذاكانت ولاك رت فإن ولا > مر د بة و يلير هي 05نآ ل يوار سوا 

2 إذاكانت ولزغه برنء فإن بود + بر2 تقتضي أن 2 هي 1©5 ل ولاو ل[. 

3. إذاكانت ولا غه مرت فإن ملز غ برت تقتضي أن 2 هي 125 ل ]1و وسولا. 

البرهاتك (1) إذا كان ,ند + بج يمكننا أن تُلجق ,رز - ,مد ب 2 للحصول على متتالية جزئية 
ى افتراضّ أن 2 أطولٌُ متتالية جزئية مشتركة ل )* و [. لذلك يجب أن يكون 
بيت يم و دواء بطول 1 - 6/. نود 





و ا بطول 1 + /: وهذا 









بولا > مد > بر2. ثم إن السابقة .2 هي متتالية 
أن نثبت أنما 1©5. افغرض -بُدف نقض الفرض- 
أكبر من 1 - /» ولتكن هذه المنتالية 0]. بعد ذلك؛ تُلجق ,بز > ,ند ب 17 لإنتاج متتالية جزئية مشتركة بين 
د والاء طوها أكبر من غ/: وهذا تن 

(2) إذا كان وريد ع 2 فإن 2 متتالية جزئية مشتركة بين .يرل و ا. ولو كان ثمة متتالية جزئية /ال 
مشتركة بين حيرا و لاء طوا أكبر من /» لكانت 7 أيضًا متتالية جزذ 








مشتركة بين ,رلا و لآء وهذا 
يناقض فرضنا بأن 2 هي 1©5 ل ]1 و لآ. 
(3) البرهان مماثل للحالة (2). 8 


إن الطريقة التي تُوصّف بحا المبرهنةٌ 1.15 المتتالياتٍ الحزئية المشتركة ذات الطول الأعظم تدل على 
أن 105 لمتتاليتين تنضمن 165 لسابقتين للمتناليتين. إذن فإن لمسألة 1.©5 خاصية البنية 
ويتّصف الحلٌ العودي بخاصية تراكب المسائل المزئية: كما سرى قريبًا. 








الخطوة 2: حل عودي 


نستنتج من المبرهنة 1.15 أن علينا دراسة مسألة جزئية واحدة أو اثنتين حين البحث عن 1.05 
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الشكل 8.15 الحدولان 6 و ع تحسبان من 165-18706114 على لمتاليتين (2,4,8 ,8,6,8 ,4) - لز 

و (6,4,8,4 ,2 ,8) > لا. يحتوي المربع في السطر : والعمود زر القيمة [/ ,]ع والسهم المناسب للقيمة [[ ,أ]ظ. 

العنصر 4 ف [6 ,7]ع -الزاوية اليمنى السفلى في الحدول- هو طول (1©5)8,6,8,4 ل ,ا و لا. في حالة 0 < ,ا 

يعتمد العنصر [[/ ,6]1 فقط على كون بل وعلى القيم في العناصر [ر,1 -4]ء و [1-[ ,]> 

و [1-/ ,1-غ]ء المحسوبة قبل [/ ,1]. لإعادة بناء عناصر 12©5 اتبع سهام [/ ,2]4 من الزاوية اليمنى السفلى؛ 

المسار مظلل. كل ".> ” على المسار المظلّل يوافق عنصرًا (ميرًا أو مضاء 4عاطوأاطوئط) يكون فيه يررك ,د عضوا 

من 1©5. 

(ز,ا ,1 ,ط) قع تدم 

معد زم 0 عد ها 1 

اناعم 3 

"؟"ء- [زناة عا 3 

(1 - ز ,1 - غ,كا,ة)قع اندم 4 

أمامم 5 

"1" عد [زرة]ة كلاه 6 

(1,1 - ا,لا,ط)قع ةدم 7 

(1- زرا ,لا,ط)قع تجتدم موه 8 

يتطبع هذا الإجرائ للجدول ز في الشكل 8.15 المتتالية 8684. يستغرق الإجراء زمنًا (20 + +0)0؛ لأنه في 
كل مرحلة من العودية يجري على الأقل إنقاص ] أو ز واحدًا. 


.تحسين الرماز 

ما إن تستكمل تطوير خوارزميةٌ حتى تحد في الأعم الأغلب أنك تستطيع تحسينها من جهة زمن التنفيذ أو 
فضاء الذاكرة الذي تستخدمه. يمكن لبعض التغييرات أن تبسط الرماز وتحسن عوامل ثابتة» غير أنما لا تؤدي إلى 
تحسينات الأداء المقارب. ويمكن أن تؤدي تغييرات أخخرى إلى اخختزالات مقاربة جوهرية في الزمن وفضاء الذاكرة. 
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ففي الخوارزمية 1.©8» على سبيل المثال؛ يمكننا حذف الحدول 8 يكامله. ويعتمد العنصر [/ر ,6]1 على 
ثلاثة عناصر أخرى فقط للجدول ‏ هي: [1- زر ,1- خآ و [ز ,1-:]» و [1- زر ,1]ع. فإذا علمنا 
قيمة [ز[ ,4]ع: أمكننا تحديد أي القيم الثلاث السابقة قد استخدِمت في حسابماء في زمن (0)1؛ دون 
تفحص الحدول 5. وبذلك نستطيع إعادة بناء 1.05 في زمن (0)71+7 باستخدام إجرائية مشايحة 
ل 8087-105م. (يُطلب إليك في التمرين 24.15 أن تعطي شبه الرماز لذلك.) ومع أننا نوفر فضاء ذاكرة 
(:90 بمذه الطريقة؛ إلا أن متطليات فضاء الذاكرة المساعدة لحساب 1©5 لا تنقص نقصانًا مقاربًا لأننا 
على أي حال نحتاج إلى فضاء (:7:7) © للجدول ©. 

ومع ذلك؛ يمكننا فض متطلبات الفضاء على نحو مقارب ل 105-1886118 لأنما تحتاج فقط إلى 
سطرين من المددول © في كل مرة: السطر الذي هو في قيد الحساب والسطر السابق. (في الحقيقة» وكما 
يُطلب إليك في التمرين 4-4.15 أن تبيّن أن بالإمكان استخدام فضاء أكبر بقليل من فضاء السطر الواحد 
من ع لحساب طول 1.05.) ويصحٌ هذا التحسين إذا كنا نختاج إلى طول 1©5 فقط؛ أما إذا احتجنا إلى 
إعادة بناء عناصر ال1©5 فإن الجدول الأصغر لا يحتفظ بالمعلومات الكافية لاقتفاء أثر خخطواتنا في 
زمن ( + :00 





تمارين 
1 
حدّد 5علآ ل (1,.0,0,1,0,1,0,1) و (0,3,1,0 :0,1,1 ي0,1). 


م2 


أعطٍ شبه الرماز لإعادة بناء 1©5 من الحدول ع الكامل والمتتاليتين الأصليتين (مد,. بولدى*) > )زر 





د لولا....بولارول) - لا في زمن (2 + :)0) من دون استخدام الحدول ط. 
345 

أعط نسخة مستذكرة من 15-1206114 تُنفّذْ بزمن (0)172. 

14415 

بيّن طريقة حساب طول 1©5 باستخدام (112078,7 >< 2 عنصرًا في الجدول ع إضافة إلى (0)1 فضاء 
إضاف. ثم بيّن كيف يمكنك فعل ذلك باستخخدام (7310078,7 عنصرًا و (0)1 فضاء إضافي. 

م5 

أعطٍ خوارزمية تنفذ بزمن (0)22 لإيجاد أطول متتالية جزئية متزايدة باطراد من متتالية موا 





من 2 عددًا. 


+ 06-5 


أعطٍ خوارزمية تنفذ بزمن (007:1570 لإيجاد أطول متتالية جزئية متزليدة باطراد من متتالية موْلَةٍ من +7 عدا 
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(لميح: لاحظ أن آخخر عنصر من متتالية جزئية مرشحة للإجابة بطول : هو على الأقل بكبر آخر عنصر من 
متتالية جزئية مرشحة للإجابة بطول 1 - . احتفظ بالمتتاليات اللحزئية المرشحة بربطها معًا من خخلال متتالية 
الدخل.) 


شجرات البحث الثنائية المغلى 
لتفترض أننا نصمم برنابًا لترجمة نص من الإنكليزية إلى الفرنسية. إننا نحتاج» عند كل ورود لكل كلمة 
إنكليزية في النص, إلى البحث عن مكافتها الفرنسي. يمكننا إنحاز عملية البحث هذه في بناء شجرة بحث 
ثنائية مفاتيحها : كلمة الإنكليزية» ومعطياتما التابعة هي المكافئات الفرنسية. ولأننا سنبحث في الشحرة عن 
كل كلمة مغردة في النص؛ نود أن يكون الزمن الكلي المصروف في البحث أصغر ما يمكن. يمكننا ضمان زمن 
بحثٍ (008 لكل ورود باستخدام شجرة حمراء-سوداء أو أي شجرة بحث ثنائية متوازنة أخرى. على أن 
الكلمات تظهر بتواترات مختلفة؛ ويمكن أن تكون حالة الشجرة بحيث تظهر كلمة كثيرة الاستخخدام مثل "6,//" 
بعيدة عن جذر الشجرة؛ في حين تُظهر كلمة نادرة الاستخدام مثل "107/هامع(0:”" قريبة من الحذر. ومن 
شأن مثل هذا التنظيم أن يبطئ الترجمة» لأن عدد العُقد التي نزورها حين نبحث عن مفتاح في شجرة بحث 
ثنائية هو واحد مضائًا إلى عمق العقدة التي تتضمن المفتاح. ونحن نود أن توضع الكلمات العالية الورود في 
النص قرب الحذر.؟ أضف إلى ذلك إمكان ورود كلمات في النص ليس لا ترجمة فرنسية»7 ويمكن ألا تظهر 
هذه الكلمات في شجرة البحث الثنائية على الإطلاق. فكيف يمكننا تنظيم شجرة البحث الثنائية بحيث 
يكون عدد العقد التي نزورها لجميع عمليات البحث أصغريّاء إذا كنا نعلم تواتر ورود كل كلمة؟ 

ها نربده يُعرف باسم شجرة بحث ثائية مثلى ع0« :امعد «رجهه«اط اه:«لاجره. صورياء لدينا متتالية 
(ا.... ,وا..!) > ! من : مفتاحًا متمايزاء بترتيب مفروز (أي أن ,,/ > ٠.١‏ > يم > 6)؛ وود بناء 
شجرة بحث ثنائية من هذه المفاتيح. لدينا لكل مفتاح ,/ الاحتمال يت وهو احتمال أن يكون البحث عن 
ا. يمكن لبعض عمليات البحث أن نكون لقيم ليست في #: لذلك لدينا أيضًا 1 + "مفتاحًا شكليًا" 
هي م4 .... ,4 روك روك تمثل قيمًا غير موجودة في /. وعلى وجه الخصوصء تمثل وك كل القيم التي هي أقل 
من .؛ وتمثل يرك كل القيم التي هي أكبر من ,. وفي حالة 1 - ::,... ,1,2 > 4؛ فإن المفتاج الشكلي ,4 
يمثل كل القيم التي هي بين :6 و .ب:6. ولكل مفتاح شكلي :4 لدينا الاحتمال :© أن يتطابق البحث مع 
ي. ببيّن الشكل 9.15 شجرثٌّ بحث ثنائيتين لمجموعة من خمس مفاتيح» 5 > . يكوّن كل مفتاح ,»ا 








“ إذاكان موضوع النص حول بنيان القلاع» قد نود أن تظهر كلمة *07ز/وادءن«(عه:«" قرب الحذر. 


” نعم للكلمة «مةمامعزب(عهمم مقابل فرنسي: عذايدم ةلعفم 
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1 
0 7 
06 )( 


2 6 
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(أ) شحرة بحث ثنائية بتكلفة بحث متوقعة (وسطى) 2.80. (ب) شجرة بحث اثنائية 


5. هذه الشجرة مثلى. 


ون كل بحث إما ناجححًا (يُوجد مفتاحا ما /) وإما غير احح 





0 
06 


210 0 





)1015( 


ولما كان لدينا احتمالات بحث لكل مفتاح ولكل مفتاح شكلي: فيمكنا تحديد 








ما في شجرة بحث ثنائية معطاة '7. أن ى أن التكلفة الفعلية للبحث تساوي عددٌ العُقد التي تفحصهاء أي 
عمق العقدة التي بمدها بالبحث في 7 مضافًا له .١‏ عندها تكون التكلفة الموقءة للبحث في 7 هي: 


0 ٍَ 
رو 13 (رلن) راسمل لج بم جد + زا) رطامعن) 2 > [1 متغوف ممما 
2 


10 


(11.15) ِ لرلنار نارول جر 00 ادن 1 
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في الشجرة "1. وللساواة الأخيرة تنتج بالضرورة من المعادلة (10.15). 





حيث يشير جالادزعل إلى عمق العقدة 
وني الشكل 9-15(أ) يمكننا حساب تكلفة البحث عقدة 
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005 


اسه ياس فج دعاقو نا قسانت 
ع 











وفٍ حالة مجموعةٍ معطاةٍ من الاحتمالات» فإن هدفنا هو بناء شجرة بحث ثنائية بحيث تكون تكلفة 
البحث المتوقعة فيها أصغر ما يمكن. نسمي مثل هذه الشجرة شجرة بحث ثائية مغلى «هن«اط أه«فاجره 
© («اعجهعى. ويبيّن الشكل 9.15(ب) شجرة بحث ثنائية مثلى للاحتمالات المعطاة في ترويسة الشكل؛ 
تكلفتها المتوقعة 2.75. يبن هذا المثال أن شجرة البحث الثنائية المثلى ليست بالضرورة الشجرة ذات الارتفاع 
الكلي الأصغر. وأنه لا يمكتنا بالضرورة بناء شجرة البحث الثنائية المثلى بوضع المفتاح ذي الاحتمال الأعلى 
عند الحذر. فهنا يكون احتمال البحث عن المفتاح و أعلى من احتمال البحث عن أي مفتاح آخرء ومع 
ائية المثلى هو د/. (إن أدق تكلفة متوقعة لأي شجرة بحث ثنائية يكون و/ 











ذلك فإن جذر شجرة البحث اك 
عند جذرها هي 2.85.) 

وكما هو الحال في جداء سلسلة المصفوفاتء يخفق البحث الشامل لكل الاحتمالات في 
فعالة. وبإمكاننا وضع لصيقة على عُقد أي شجرة من 2 عقدة تتضمن المفاتيح 
ب« .... ,و لبناء شجرة بحث ثنائية» ثم نضيف المفاتيح الشكلية كورقات. وقد رأينا في المسألة 4-12 أن 
عدد الشحرات الثائية التي تتضمن : عقدة هو (2)47/73/2: وبذلك يكون علينا فحص عددٍ أسّي من 
شجرات البحث الثنائية في البحث الشامل. وليس مستغربء أن نحكٌ المسألة بالبريحة الديناميكية. 














رة بحث ثنائية مثلى 
لتوصيف البنية الحزئية المثلى لأشجار البحث الثنائية امثلى» نبدأ بملاحظة تتعلّق بالشجرات الفرعية. حل أي 
شجرة فرعية من شجرة بحث ثنائية؛ يجب أن تتضمن هذه الشجرة مفاتيح في حال متصل ر/,... ,إءا» لقيم 
+ > ارك ؛ > 1. إضافة إلى ذلك؛ فإن الشجرة الفرعية التي تتضمن المفاتيح (/,... .)4 يحب أن تتضمن 
أيضًا المفاتيح الشكلية رك ,... ,4 باعتبارها وريقات لها. 

الآن يمكتنا التعبير عن البنية الحزئية المثلى: إذا كان لدينا شجرة بحث ثنائية مثلى 7 تحتوي شحرة فرعية 
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() شجرة بحث ثنائية بتكلفة بحث متوقعة (وسطى) 2.80. (ب) شجرة بحث 
5.. هذه الشجرة مثلى. 


عقدةٌ داخلية» وكل مفتاح شكلي .4 ورقة. ويكون كل بحث إما ناححًا (يُوجد مفتاحا ما ,/) وإما غير ناجح 
(يُوجد مفتاحًا شكليًا ما 4): وبذلك يكون لدينا: 


١ ١ 
2 0 21 )10.15( 


2 0 

ولما كان لدينا احتمالات بحث لكل مفتاح ولكل مفتاح شكلي؛ فيمكننا تحديد التكلفة المتوقعة لبحثٍ 

ما في شجرة بحث ثنائية معطاة '7. لنفترض أن التكلفة الفعلية للبحث تساوي عدة العُقد التي نفحصهاء أي 
عمق العقدة التي بحدها بالبحث في 7 مضافًا له 1. عندها تكون التكلفة الموقعة للبحث في 7 هي: 


: 
و 20+ ومع جطامعة) ١‏ جرم زج جطاصمة 2 [7 ماغوم مععمعو]ع 
2 
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5 . 
٠ 0139‏ :9ه جطامعة 2 جيم ١‏ 60) جلامعة 21 +1 
2 


2 
حيث يشير ا إلى عمق العقدة في الشجرة 7. والمساواة الأخيرة تنتج بالضرورة من المعادلة (10.15). 
وف الشكل 9-15(أ): يمكننا حساب تكلفة البحث عقدة ب 
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عنتها الاحتمال المساهمة 
6 1 05 030 
1 0 010 00 
1 2 005 0.15 
.1 1 0.10 020 
1 2 02 060 
4 2 005 015 
4 3 010 030 
4 3 005 020 
4 3 005 020 
و4 3 005 020 
4 3 00 04 





وف حالة مجموعة معطاةٍ من الاحتمالات» فإن هدفنا هو بناء شجرة بحث ثنائية بحيث تكون تكلفة 
البحث المتوقعة فيها أصغر ما يمكن. نسمي مثل هذه الشجرة شجرة بحث ثائية مغلى رهما لهاسناجره 
© («اعمممد. وبين الشكل 9.15(ب) شجرة بحث ثنائية مثلى للاحتمالات المعطاة في ترويسة الشكل؛ 
تكلفتها المتوقعة 2.75. بين هذا المثال أن شجرة البحث الثنائية المثلى ليست بالضرورة الشجرة ذات الارتفاع 
الكلي الأصغر. وأنه لا يمكننا بالضرورة بناء شجرة البحث الثنائية المثلى بوضع المفتاح ذي الاحتمال الأعلى 
عند الحذر. فهنا يكون احتمال البحث عن المفتاح ج/ أعلى من احتمال البحث عن أي مفتاح آخرء ومع 
ذلك فإن جذر شجرة البحث الثنائية المثلى هو ي/. (إن أدى تكلفة متوقعة لأي شجرة بحث ثنائية يكون و1 
عند جذرها هي 2.85.) 

وكما هو الحال في جداء سلسلة المصفوفات» يخفق البحث الشامل لكل الاحتمالات في تحقيق خوارزمية 
فعالة. وبإمكاننا وضع لصيقة على عُقد أي شجرة ثنائية من 7 عقدة تتضمن المفاتيح 
ب« .... ,عرو لبناء شجرة بحث ثنائية. ثم نضيف المفاتيح الشكلية كورقات. وقد رأينا في المسألة 4-12 أن 
عدد الشجرات الثنائية التي تتضمن : عقدة هو (2)4”/::3/2: وبذلك يكون علينا فحص عددٍ أي من 
شجرات البحث الثنائية في البحث الشامل. وليس مستغربًاء أن نحل المسألة بالبريحة الديناميكية. 








الخطوة 1: بنية شجرة بحث ثنائية مثلى 
لتوصيف البنية المزثية امثلى لأشجار البحث الننائية امثلى: نبدأ بملاحظة تتعلّق بالشجرات الفرعية. خُذْ أي 
شجرة فرعية من شجرة بحث ثنائية؛ يجب أن تتضمن هذه الشجرة مفاتيح في محال متصل (ك/,...,4/؛ لقيم 
> أرك 4 > 1. إضافة إلى ذلك؛ فإن الشجرة الفرعية التي تتضمن المفاتيح /,....:4» يحب أن تنضمن 
أيضًا المفاتيح الشكلية رك ,... .يك باعتبارها وريقات لحا. 

الآن يمكننا التعبير عن البتية الحزئية المثلى: إذا كان لدينا شجرة بحث ثنائية مثلى 1 تحتوي شجرة فرعية 
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”7 تتضمن المفاتيح ر/,... ,:/ء وجب أن تكون الشجرة الفرعية ”7 مثلى أيضًا للمسائل الحزئية ذات المفاتيح 
ز/,... ,6 والمفاتيح الشكلية ر4,... ,._ي4. وتصح هنا قاعدة "قص والصق" المعتادة. لو كان ثمة شجرة فرعية 
"7 تكلفتها المتوقعة أقل من التكلفة المتوقعة ل "7: عندها يمكننا قصّ "7 من 7 ولصق "7 مكاماء فتنتج 
شجرة بحث ثنائية بتكلفة متوقعة أقل من التكلفة المتوقعة ل '7: وهذا يناقض كون 7 مثلى. 

نحتاج إلى استخدام بنية جزئية مثلى لنبيّن أننا نستطيع بناء حل أمثل للمسألة من الحلول المثلى للمسائل 
الحزئية. فإذا كان لدينا المفاتيح /,... ,,»ا» فإن أحد هذه المفاتيح وليكن م,/ حيث (ثر > « > 1)؛ سيكون 
جذر شجرة فرعية مثلى تتضمن هذه المفاتيح. وتحتوي الشجرة الفرعية اليسرى للجذر م6 المفاتيخ 
سا .... .16 (والمفاتيح الشكلية :_رك,... ,_ي4)» وتحتوي الشجرة الفرعية اليمنى المفاتيخ / 
(والمفاتيح الشكلية رك,... ,ب4). ومادمنا نفحص كل الجذور المرشحة ,6؛ حيث رك 7 > 4 ونحدّد كل 
شجرات البحث الثنائية المثلى التي تتضمن المفاتيح ._م/,... ,:/ وتلك التي تتضمن المفاتيح رعا....,جرئاء 
فمن المؤكد أننا سنجد شجرة بحث ثنائية مثلى. 

ثمة تفصيلٌ جديٌ بالملاحظة يتعلّق بالشجرات الفرعية "الفارغة". لنفترض أنناء في شجرة فرعية تتضمن 
المفاتيح |6/,... ,ا اخحترنا ,2 جذرًا. فاستنادًا إلى الحجة المبينة آنقّاء فإن الشجرة الفرعية اليسرى التي جذرها 
)ا تتضمن المفاتيح 1 ,... ,:/. ومن الطبيعي أن نفسر هذه المتتالية على أنما لا تتضمن أية مفاتيح. ولكن؛ 
تذكٌر دائمًا أن الشجرات الفرعية تتضمن أيضًا مفاتيح شكلية. وسنعتمد اصطلاح أن الشجرة الفرعية التي 
تتضمن المفاتيح :/,... ,)1 لا تتضمن مفاتيح فعلية» لكنها تتضمن المفتاح الشكلي الوحيد 4,1 فقط. 
وبالتناظر» لو اخحترنا ز/ جذرّء فإن الشجرة الفرعية اليمنى التي جذرها ر/ تتضمن المفاتيح را.... ,دمن!؛ ولا 
تتضمن هذه الشجرة الفرعية اليمنى أي مفاتيح فعلية: إلا أنما تتضمن المفتاح الشكلي ر4. 








محجما 














الخطوة 2: حل عودي 
أصبحنا الآن مهيئين لتعريف قيمة الحل الأمثل عوديًا. نتناول نطاقٌ مسالتنا المزئية على أنه إيجاد شجرة بحث 
ثنائية مثلى تتضمن المفاتيح را,... .؛ حيث 1 < ؛ و 2 > [ و 1-: < ز. (لاحظ أنه عندما يكون 
الدينا 1-: ح زر لا يكون ثمة أي مفاتيح فعلية؛ ويكون لدينا فقط المفتاح الشكلي .-,4.) لنعرّف [[ ,1]© 
على أتما التكلفة المتوقعة للبحث في شجرة بحث ,:. ونود في تحاية المطاف 
حساب [2 ,6]1. 

تحدث الحالة السهلة حين يكون 1 
تكلفة البحث المتوقعة .يج > [1 - ,1]©. 

وعندما يكون : < رو نحتاج إلى اختيار جذر +6 من بين المفاتيح /,... ,,»! ثم إنشاء شجرة بحث ثنائية 
مثلى بحيث تكوّن المفاتيح 1_م/,... ,4 شجرتها الفرعية اليسرى وإنشاء شجرة بحث ثنائية مثلى بحيث تكوّن 





اية مفلى تتضمن المفاتيح 1 


عندها يكون لدينا فقط المفتاح الشكلي .:4؛ وتكون 
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المفاتيح را,... ,دجم شجرتما الفرعية اليمنى. ماذا يحصل لتكلفة البحث المتوقعة لشحرة فرعية حين تصبح 
هذه الشجرةٌ الفرعية شحرةٌ قدة؟ يزداد عمق كل عقدة ف الشجرة فرعية ب 1. ومن العلاقة (11.15) 
تزداد تكلفةٌ البحث المتوقعة لهذه الشجرة الفرعية بمجموع كل الاحتمالات في الشجرة الفرعية. وي حالة 
شجرة فرعية تتضمن المفاتيح ر..... ,:ا؛ لنرمز إلى مجموع الاحتمالات هذا بي 





1 
(12.15) 9 2 يم 
1-0-1 
ومن ثم إذاكان م/ جذر شجرة فرعيةٍ مثلى تتضمن المفاتيح رك .... .,/ يكون لدينا 
٠‏ ((ز1+ )سه + [ز,1 + ج]ه) + (1 - ,)سه + ((1 - «رخ]ه) + مم - [ز,ة]» 





الاحظ أن: 
, (زي1+ )هه + رم + (1 - )سه - (ز,)سه 
نعيد كتابة [/,4]© كما يلي 
(13.15) (ز,1)سه + [زي1 + ع]ه + [1- «رن]: > [زن]» 
تفترض العلاقةٌ العودية (13.15) أننا نعلم أي عقدة / سنختارها جذرًا. نختار الحذر الذي يعطي أقل تكلفة 
بحث متوقعة» وهذا يعطينا الصيغة التكرارية النهائية: 
1 -) سار 80-1 

(14.15) . زا ك1 ((ز,))سه+ [ز,1 +ج]ء +[1 ا > [زكا]» 

تعطي قبح [/ ,:] تكاليفَ البحث المتوقعة في شجرات البحث الثنائية المثلى. ولمساعدتنا في اقتفاء أثر 
بنية شجرات البحث الثنائية المثلى» تُعرّف [ز ,4]غ700 للقيم :: > أرك ] > 1 على أنه الدليل « حيث ا 
جذر شحرة بحث ثنائية مثلى تتضمن المفاتيح ر/.... ,:/. ومع أننا سنرى طريقة حساب قيم [[ ,]7006 


المثلى من هذه القيم للتمرين 1-5.15. 





سندع بناء شجرة البحث الثنا: 


الخطوة 3: حساب تكلفة البحث المتوقعة لشجرة بحث ثثائية مثلى 

لعلك لاحظت,ء عند هذه النقطة؛ التشايمات بين توصيفنا لشجرات البحث الثنائية المثلى وجداء سلسلة 
المصفوفات. ففي كلا نطاقي المسألتين» تتكون مسائلنا المزثية من بحالات جزئية ذات أدلة متصلة. وسيكون 
التنجيز المباشر العودي للمعادلة (14.15) غير فعال كما كان الحال في الخوارزمية المباشرة العودية لجداء سلسلة 
مصفوفات. وعوضًا عن ذلك؛ نخزن قيم [ز,1]ء في جدول [0..2 ,1 + 1..2]». يحتاج الدليل الأول أن 
يذهب حتى 1 + 2 عوضًا عن 22 ذلك أننا لكي نحصل على شجرة فرعية تتضمن المفتاح الشكلي ,4 ققط» 
نحتاج إلى حساب [,1 + ]© وخزتما. ويحتاج الدليل الثاني أن يبدأ من 0 كي نحصل على شجرة فرعية 
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تتضمن المفتاح الشكلي وك فقطء لذلك نحتاج إلى حساب [6]1,0 وخزتما. نستخدم العناصر [,1]© التي 
يكون لها 1 --: < از فقط. ونستخدم أيضًا الحدول [,700]1 لتسجيل جذر الشجرة الفرعية التي تتضمن 
المفاتيح /,... ,/. يستخدم هذا الحدول العناصر التي تحقق « > زر 

سنحتاج إلى جدول آخر لزيادة الفعالية. فعوضًا عن حساب (,)0» من العدم في كل مرة نحسب فيها 
[,:]ء - وهذا يستغرق () - ز)© عملية جمع- فإننا نخزن هذه القيم في جدول [« ...0 ,1 ++ ..1]سه. 
وفي الحالة الأساسية» تحسب .نو > [1 - ,]مه حين يكون 1 + 2 > : > 1. أما في حالة : < أ فإننا 





نحسبة 
٠. )15.15(‏ رو + رم + [1- زرخ]سه - [ز,خ]سه 
وهكذا يمكننا حساب (9)2 قيمةٌ ل [آز ,]4 بزمن (1)© لكل منها. 

إن دغل شبه الرماز التالي هو: الاحتمالات ,2 ...يدم و م9 
الحدولين ء و غ700. 


و والحجم 7. وهو يعيد 





(4,7 ,)851 ستخاحاكم0. 
,[2.. 1,0 + 5.. ]سه ر[ه.. 1,0 + ه..1]ه غم 1 
كعاطها لوزعم ع6 [7002]1..71,1..71 لمة 
1 +« 6 1غ مم 2 
دو > [1- ا ,أ]» 3 
دو > [1 - ١‏ ,]سه 4 
« 140 12 ممم 5 
6 
7 
8 





1 +]-« 66 1 دا عمو 





رو+ رم+ [1- زءن]سه - [ز,خ]سه 9 

[ 16 اعم مور 10 

[ز]سه+ زز ,1ج ع]هء + [1- «ن]ء 11 
[ن]ء > كا 12 

ع - [ز ,]اه 13 

+ - [ز مأ]غممم 14 


غ700 لقة ء اعسعم ‏ 15 


من هذا التوصيف. ومن التشابه مع إجرائية 214121-01141-08887# في المقطع 2.15: ستجد أن عمل 
هذه الإجرائية واضح ومباشر. فحلقة 608 في السطور 4-2 تستبدئ قيم [1 - ,أ]ء و [1- غ,أ]سه. 
ثم تُستخدم حلقةٌ +40 في السطور 14-5 العلاقاتٍ العودية (14.15) و (15.15) لحساب [[ ,]© و [[ ,]سه 
للقيم * > ترك : > 1. وف التكرار الأول حين يكون 1 -1 تسب الحلقةٌ [1,4]»© و [1 ,]سه لكل 
#.... ,1,2 > 4. وفي التكرار الثاي» حين تكون 2 ح 1؛ يجري حساب [1 + ؛ ,1] و [1+: ,]سه لكل 
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2-1 ,... ,1,2 - 4 وهكذا. أما حلقة 05 الأعمق (الأكثر داخلية) في السطور 14-10 فتحرّب كل دليل 
مرشح « لتحدد أي مفتاح ,/ يحب استخدامه جذرًا لشجرة بحث ثنائية مثلى تتضمن المفاقيح ر!,... غا. 
تَخرّن حلقةٌ 508 هذه القيمَ الحالية للدليل « في [[ ,700]1 كلما وحدت مفتاحًا أفضل يحكن 
استخدامه جذرًا. 

يبيّن الشكل 10.15 الحداول [ر ,]© و [ثر ,]سه و [ز ,4]غمه» المحسوبة في الإجرائية "0851041-88 
لتوزيع المفاتيح المبيّن بالشكل 9.15. وكما هو الحال في مثال جداء سلسلة المصفوفات للشكل 5.15 تدوّر 
الحداول لمعل الأقطار أفقية. تحسب 05510681-857 السطورٌ من الأسفل إلى الأعلى ومن اليسار إلى اليمين 
ضمن كل سطرء 

تستغرق الإجرائية '857-.11241م0 زمنًا (3)©» تمامًا مثل 0828#-/1412©-781م/3. من السهل 
ملاحظة أن زمن التنفيذ (0)3» لأن الإحرائية تضم ثلاث حلقات 808 متداخلة؛ وكل دليل حلقة يأخذ 
قيمًا تساوي « على الأكثر. وليس لأدلة الحلقات في 005241-857 الحدود نفسها تمامًا الموحودة في 
“اتاط08-/81470-011410) إلا أنما تختلف على الأكثر ب 1 ف كل الاتجاهات. لذلك؛ وكما ف -<214770 
011410-08 تستغرق الإجرائيةٌ '1-853ها02112 زمنًا (2)3. 





الشكل 10.15 الحداول [ز ,1]ء و [[ ,]مه و [ز ,4]غهمم عسوبةٌ بالإجرائية 07710041-857 لتوزيع المفاتيح 
المبيّن بالشكل 9.15. جرى تدوير الحداول لتبدو الأقطار أفقية. 
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تمارين 
1-5 
اكتب شبه رماز للإجرائية (008-)000157107-0110]41-857 التي تحرج ب 
من جدول غ00 معطى. يجب أن تطبع الإجرائية 





شجرة بحث ثنائية مثلى» 
البنية التالية في حالة مثال الشكل 10.15. 





01م عطا وذ غ1 
اكه فائط عا عطا هذ 1 
اكه فانط عل عط وذ و4 
اكه فانط غطواء عط هذ ي4 
وعاءه فائط غطعة عط هذ و16 
واه فانط خعا عطا كذ م6 
امه فانط قعا عط وذ ول 
وعلعه فانط عا عط وذ يك 
واه فاته عطوف عط وذ و4 
وا؟ه فانط غطولء عط وذ م4 
وه فائط غطوم عط وذ و4 


والتي تعني على الترتيب: 
هي اللمذر 
.م الابن الأيسر ل جل 
وك الابن الأيسر ل يع/ 
دك الابن الأعن ل يغ 
و الابن الأيمن ل ي/ 
و الابن الأيسر ل وع/ 
وا الابن الأيسر ل يا 
دك الابن الأيسر ل وا 
وك الابن الأيمن ل وا 
بك الابن الأعن ل ب 
و4 الابن الأيمن ل و2 

هذه البنية توافق شجرة البحث الثنائية المثلى المبينة بالشكل 9.15(ب). 


25 

حدّد تكلفة بنية شجرة بحث ثنائية مثلى مجموعة من 7 > مفاتيح لها الاحتمالات التالية: 
ا ل الم ل 1+ 1م لم 1م 
2 84 | 0.06 | 0.08 ا 202 | 0.10 | 0.12 | 0.14 
» |6مه |6مه |6مه |6مه | كمه | كمه | 5مه | 005 





مسائل 
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35 
افترض أنه عوضًا عن الاحتفاظ بالحدول [زر ,؛]سى فإننا حسبنا القيمة (ر ,])سه مباشرة من المعادلة (12.15) 
في السطر 9 من '08110141-851 واستخدمنا هذه القيمة المحسوبة في السطر 11. كيف يمكن أن يؤثر هذا 
التغيير في زمن التنفيذ المقارب ل '0711041-853؟ 
كلك4ه + 
بيّن كنوث طاناصكط في المرجع [212] أنه يوجد دائمًا جذور لشجرات فرعية مثلى بحيث 
[ز ,1 + :]غ00 > [[ ,أ]غهه: ك [1 - ز ,1]:مهم لكل القيم « > ز > ] > 1. استخدم هذه الحقيقة 
لتعديل الإجرائية 857--0211241 كي تُنقّذ بزمن (72)©. 


1-5 أطول مسار بسيط في بيان موجه غير دوار 

افترض أن لدينا بيانا موجّهًا غير دوار (1/,8) - 6 مع قيم حقيقية لأوزان الوصلات؛ وعقدتين متباينتين ىو 
وغ. وصّف نمجًا بالبريحة الديناميكية لإيجاد أطول مسار بسيط مثقّل من 5 إلى غ. ما شكل بيان المسألة 
الحزئية؟ وما هي فعالية خبوارزميتك؟ 


2-5 أطول متتالية جناس عكسي جزئية 
الجناسٌُ العكسي ©1407اهم متتاليةٌ حارف غير خالية» من أبحدية معينة» تُقرأ طردًا وعكنكا دون تغيير. 
من الأمثلة على ذلك في اللغة الإنكليزية» كل المتاليات التي طوطا 1: ع01اده او جدءءموم 
و 23طمطصطهط 1ج (أي رهاب الحناس العكسي). 

أعطٍ خوارزمية فعالة لإيجاد أطول متتالية حارف من هذا النوع: تكون متتالية جزئية من متتالية حارف 
دحْلٍ معطاة. على سبيل المثال؛ إذا كان الدخعل دمع+ 2 هطاه؛ يجب أن تعيد خوارزميئك 2ددح. ما هو 





زمن تنفيذ هذه اللخوارزمية؟ 

3-15 مسألة البائع الجوال الإقليدية البيتونية 

ف مسألة البائع الجوال الإقليدية «معانامجم «ه:مىعاهكههفاء«ه«! «همفذاعدى: لدينا بجموعة من :: نقطة 
في المستوي؛ ونود تحديد أصغر جولة مغلقة تربط جميع نقاط . يبيّن الشكل 11.15(أ) الحل لمسألة ب 7 
نقاط. المسألة العامة هي «/«-صعبة 54هط-2808) ولذلك فإننا نعتقد بأن حلها يحتاج إلى زمن أكبر من كثير 
حدودي (انظر الفصل 34). 
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ينا 


الشكل 11.15 سبع نقاط في المستوي» مييَّة على شبكة واحدية. (أ) أقصر جولة مغلقة» بطول تقربيي 24.89. 
هذه الحولة ليست بيتونية. (ب) أقصر جولة بيتونية جموعة النقاط نفسها. طوها تقريًا 25.58. 


يرى 80/189 ..آ.[ أن نبسئط السألة بقصر اهتمامنا على الجولات البيتونية وممدما عءز«ملذف؛ أي 
البولات التي تبدأ من النقطة في أقصى اليسار وتذهب حصرًا من اليسار إلى اليمين إلى التقطة في أقصى 
اليمين ثم تعود حصرًا من اليمين إلى اليسار إلى نقطة البدء. يبيّن الشكل 11-15(ب) أقصر جولة بيتونية 
للنقاط ال 7 نفسها. في هذه الحالة: يمكن إيجاد خوارزمية بزمن كثير حدودي. 

وضّفْ وارزميةٌ بزمن (0)72 لتحديد جولة بيتونية مثلى. يمكن أ 
إحداثيات + (الفاصلة) نفسها. (تلميح: أجرٍ المسح من اليسار إلى اليمين» محتفظًا بإمكانات مثلى للجزأين 
في البولة. ) 


4-15 الطباعة المتنة 





رض أنه لا يوحد أي نقطتين لما 


لتأحذ بالاعتبار مسألة طباعة فقرةٍ بإنقان ببنط متساوي الفراغات (لجميع المحارف العرض نفسه) بطابعة. 
النص المُدخل هو متتالية من * كلمة بأطوال م!,... ,! ,ا مَقِيسَة با محارف. نود طباعة هذه الفقرة بإتقان 
على عدد من السطور يتسع كل منها ل 84 حرنًا على الأكثر. معيارنا "للإتقان" هو كما يلي: إذا تضمن 
سطر ما الكلمات من ] إلى /: بحيث > : وتركنا فراعًا واحدًا بالضبط بين الكلمات؛ فإن عدد محارف 
الفراغ الإضافية في آخخر السطر هو ,)5 -: + ر- 84؛ الذي يجب أن يكون غير سالب بحيث يتسع 
السطر للكلمات. نود تصغير بجموع مكعبات عدد الفراغات الإضافية في أواخر السطورء على كل الأسطر 
ما عدا السطر الأخير. أعطٍ خوارزمية بريحة ديناميكية تطبع فقرةٌ من < كلمة بإتقان على طابعة. حلّل 
متطلبات زمن التنفيذ وفضاء الذاكرة خوارزميتك. 


5-5 مسافة التحرير 
لكي نحول سلسلة محارف مصدرية من نص [1..78]* إلى سلسلة محارف وجهة [1..7]بز يمكننا تطبيق 
عدة عمليات تحويل. وغرضناء إذا كانت لدينا * و بزء أن ننتج سلسلة التحويلات التي تحول * إلى /ز. 
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نستخدم صفيفة 2 نفترضها كبيرة كفاية لتتسع كل امحارف اللازمة» لنضع فيها التتائج المتوسطة. بدايةٌ تكون 
2 فارغة» وفي النهاية» يجب أن يكون لدينا [/]: > [(]2 لقيم #,... ,1,2 > ز. نحتفظ بالأدلة الحالية 6 على 
والملطلوب فحص كل 
محرف في ا خلال عملية التحويل» وهذا يعني أنه في تماية متتالية عمليات التحويل» يجب أن يكون 
لدينا 1 + 


والأدلة نر على 2؛ ويُسمح للعمليات أن تغير 2 وهذه الأدلة. بداية» 1 - / 








يمكننا الاختيار من بين ست عمليات تحويل: 


انسخ محرفب من ب إلى 2 بوضع [1]:< > [/]2» ثم إضافة واحد إلى كل من : و ز. هذه العملية تفحص [4]*. 

استعاضة عن محر من + بمحرف آخر © بوضع ع > [/]2: ثم إضافة واحد إلى كلّ من ] و ثر. هذه العملية 
تفحص [1]*. 

حذف محرف من د بزيادة واحد على 06 وإبقاء نز على حالها. هذه العملية تفحص []]*. 

إدراج مرف » في 2 بوضع » > [/]2؛ ثم زيادة واحد على ز؛ وإبقاء : على حاها. هذه العملية لا تفحص 
أيّا من محارف عد. 

فتل (أي مبادلة) الحرفين التاليين بنسحهما من * إلى 2» ولكن بالترتيب المعاكس؛ نفعل ذلك كما يلي: 
[1+:]* - [ز]ت و [1]* > [1 + ]2 ثم بوضع 2 + -: و 2 + زح ز. هذه العملية تفحص 
]* و [1 + غ]ع. 

قعل ما تبقى من + بوضع 1 ++ -6. تفحص هذه العملية كل حارف + التي لم تُفخص بعد. إذا تت 
هذه العملية كانت بالضرورة العملية النهائية. 
كمثال على ذلك؛ فإن من بين طرق تحويل سلسلة المحارف المصدرية «7طغ21ده3190 إلى سلسلة 

حارف الوجهة 510 1ناد+1ج هي استخدام المتتالية التالية من العمليات؛ حيث المحارف التي تحتها خط 

هي [1]* و [/]2 بعد العملية: 


العملية 2# 2 
سلسلة ا حارف الأولية سطع 1عه219 - 
انسخ سطع 1ه319 8 
نسخ سطع ةعهو21 قم 
استعاضة عن المحرف ب غ سطع 3عوو1ة عله 
حذف سطع ذعرهو21 0 


انسخ سطع ه19 00 


410 الفصل 15 / البريحة الديناميكية 


إذراج نه سطع وعهو21 لاصعل1ة 
إدراج 1 سطع وعهو1ة _خنصعلة 
إدراج 5 سطع جعهو1ة _45تاطع31 
فتل (مبادلة) سطع دعه219 _ذعمخصعله 
إدراج > مطع مم19 _عدع مخنعع 1ه 
قتل سطع 1عهو1ة _ع دع مخسصع له 


الاحظ أنه توجد عدة متناليات أخرى لعمليات تحويل تحوّل سطع 1عدهو31 إلى 1ع 5 1ناد 21. 

إن لكل عملية تحويل تكلفة مرفقة بما. وتعتمد تكلفةٌ عملية ما على خصوصية التطبيق؛ إلا أننا نفترض 
أن تكلفة كل عملية هي مقدار ثابت معلوم لنا. نفترض أيضًا أن التكاليف الفردية لعمليات النسخ 
والاستعاضة أقل من مجموع تكلفة عمليتي الحذف والإدراج؛ وإلا فإننا لا نستخدم عمليات النسخ 
والاستعاضة. إن تكلفة متتالية ما من عمليات التحويل تساوي مجموع تكاليف العمليات الفردية في المتتالية. 
وفي حالة المتتالية السابقة تكون تكلفة تحويل #طع 31901 إلى 5+1 1ناطغ21 هي: 
(3 * تكلفة (نسخ)) + تكلفة (استعاضة) + تكلفة (حذف) + (4 * تكلفة (إدراج)) 

+ تكلفة (مبادلة) + تكلفة (قتل). 

أ. إذا كانت لدينا متتاليتان [1..73]* و [..1]ب وبجموعة من عمليات التحويل مع تكاليفهاء فإن 
مسافة التحرير 6«قلعذك 41 من + إلى 'ز هي تكلفة متتالية العمليات الأرخص مما التي تحول * إلى 
لز. وَضُفْ خوارزمية بريحةٍ ديناميكية توجد مسافة التحرير من [1..71]* إلى [:1..7]/ وتطبع متتالية 
عمليات مثلى. حلّل متطليات زمن التنفيذ وفضاء الذاكرة خوارزميتك. 

إن مسألة مسافة التحرير تعميمٌ لمسألة رصف متتاليثي .2804 (انظر على سبيل المثال, المقطع 2.3 في المرحع 
أطندء5 و كنههؤنء]/8 [310]). ثة عدة طرق لقياس التشابه بين متاليتي 87/4 برصفهما. تتألف إحدى 
طرق صف متتاليتين * و 'ز من إدراج فراغات في مواضع اعتباطية (لا على التعيين) في المنتاليتين (ومنها 
مواضع عند إحدى النهايات) بحيث يكون للمتناليات الناتجة “د و “بز الطول نفسه ولا يكون هناك فراغ في 
الموضع نفسه (أي لا يوحد أي موضع [ بحيث يكون كل من [(]* و [ز]ال فاغًا). ثم نعيّن "علامة تقييم' 
لكل موضع. يستقبل الموضع [ العلامة كما يلي: 

1+ إذاكان [/]'/ز > []" وليس فيهما فاغ. 

1- إذاكان [ز]"/ز + [/]/* وليس فيهما فراغ. 

٠‏ 2- إذاكان [/]* أو []'بز فراعًا. 
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علامة عملية الرصف هي بمجموع علامات العمليات المفردة. على سبيل المثال» إذا كان لدينا المتتاليتان 
00667 ح- م و علهد26 هص ح بر فإن إحدى عمليات الرصف هي: 


همه 8206 6 
عكهدهنه اهمده 
ببسب خب هبيع 


يشير + تحت موضع ما إلى علامة تساوي 1+ لذلك الموضعء ويشير - إلى علامة 1- و * إلى علامة 2-, 
بحيث يكون لعملية الرصف هذه علامةٌ إجماليةٌ 4- 2 2١1-4١2‏ -6:1. 
ب. اشرح طربقة صوغ مسألة إيجاد عملية رصفٍ مثلى باعتبارها مسألة مسافة تحرير باستخدام مجموعة جزئية 
من عمليات التحويل: نسخ واستعاضة وحذف وإدراج ومبادلة وقتل. 
06-5 التخطيط لحفلة شركة 
يعمل الأستاذ ستيوارت :5168/8 مستشارًا لمدير شركة تخطط لحفلة في الشركة. وللشركة بنية هرمية (تراتبية)؛؟ 
أي إن علاقات المشرفين تؤلّف شجرةٌ جذرها الرئيس. وقد أسند مكتب الموظفين إلى كل موظف ترنيئًا بحسب 
درجة مرحه؛ يمثل عددًا حقيقيًا. ولجعل الحفلة متعةٌ الحضورء لا يريد الرئيس أن يحضر الموظف مع 
مسؤوله المباشر. 
أعطي الأستاذ ستيوارت الشجرة التي تُوصّف بنية الشركة باستخخدام التمثيل: الابن الأيسر والأخ الأيكن 
المُوصّف في المقطع 4.10. وتحمل كلل عقدةٍ من الشجرة؛ إضافة إلى المؤشرات» اسم الموظف وترتييه في المرح. 
وضّف حوارزميةٌ لتأليف قائمة الضيوف» بحيث يكون بجموع تقديرات الضيوف المرحة أعظميًا. حلّل زمن 
تنفيذ خوارزميتك. 
7-5 خوارزمية فيتربي 
يمكننا استخدام البريحة الديناميكية على بيانٍ موجه (1/,2) - 6 لتعرّف الكلام. توضع على كل وصلة 
8 © (,لا) لصيقة بصوت (,/)ت من مجموعة منتهية 2 من الأصوات. إن البيان مع لصيقاته هو نموج 
صوري لشخخص يتكلم لغة محددة. يبدأ كلل مسار في البيان من عقدةٍ مميزة 7 © ونة توافق متتاليةٌ نمكنةٌ من 
الأصوات التي ينتجها النموذج. تُعَرّف لصيقة مسار موبّه بأنما تتابع للصيقات الوصلات على المسار. 





أ. وصّف خوارزمية فعالة تستطيع - بوجود بيانٍ © على وصلاته لصيقات» وعقدة مميزة ونة ومتتالية من 
المحارف (جى,... روه ,ره) > ى من 3 - أن تعيد مسارًا في 6 يبدأ من ونة ولصيقته ى: في حال وحود 
مثل هذا المسار. وإلا فيجب أن تعيد الخوارزمية عبارة 200-500011-8874. حلّل زمن تنفيذ خوارزميتك. 
(للسيح: يمكن أن تحد بعض المفاهيم المفيدة في الفصل 22.) 


الآن افترض أننا أعطينا كل وصلة 8 © (,نة) احتمالاً غير سالب (,لا) لاجتياز الوصلة (ظا,ل) من 
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العقدة بة» منتجة بذلك الصوت الموافق. إن بجموع احتمالات الوصلات التي تنطلق من أي عقدة يساوي 1. 
ويعئف احتمال المسار بأنه جداء احتمالات وصلاته. ومكننا النظر إلى احتمال مسار يبدأ من ونا على أنه 
احتمال "سَيْر عشوائي" يبدأ من ونة ويتبع المسار المحددء حيث نختار عشوائيًا الوصلة المطلوبة» وندع العقدة به 
وفمًا لاحتمالات الوصلات المتاحة التي تغادر بد. 
ب. وسع إجابتك على الحزء (أ) بحيث إذا أعيد مسارٌ ما فهو المسار الأكثر احتمالاً الذي يبدأ من ونا 
ولصيقته 5. حلّل زمن تنفيذ خخوارزي: 
8-5 ضغط الصورة بنقش عروق 
لتكن لدينا صورة ملونة تتكون من صفيفة [4]1..78,1..7: أبعادها 7:6 من البكسلات واء«ام (أو 
العنصورات)؛ حيث مُحَدّد كل بكسل ثلاثية من كثافات الألوان: الأحمر والأخعضر والأزرق (0618). افترض 
أننا نود ضغط هذه الصورة ضغطًا بسيطًا. وبالتحديد, نريد أن نحذف بكسلاً من كل سطر من الأسطر 77 
بحيث تصبح الصورة بكاملها أضيق بيكسل واحد. ولكنء لتجتب آثار التشوه البصريء نتطلب أن يقع 
البكسلان» اللذان نحذفهما من سطرين متجاورين» في العمود نفسه أو في عمودين متجاورين؛ تشكل 
البكسلات امحذوفة "عِرنًا أو درزة" من أعلى سطر إلى أدن سطر حيث تكون البكسلات المنتالية في الهرق 
متجاورة شاقوليًا أو قطربًا. 


أ. بيّن أن عدد مثل هذه العروق الممكنة يزداد أسيّا في *< على الأقل بافتراض أن 1 < :. 








ب. افترض الآن أننا حسبنا مع كل بكسل [,4]1 قياس تمزيق [[,4]4 قيمئه ٠‏ مشيرة إلى مدى 
التمرّق الحاصل من حذف البكسل [/,4]1. ويلاحخظ بالبديهة أنه كلما كان قياس تمزق البكسلات 
أصغر؛ كان البكسل أكثر شبهًا بمجاوراته. افترض أيضًا أننا عرّفنا قياس ترق العرق على أنه بجموع 
ترّقات بكسلاته. 
أعطٍ خحوارزمية لإيجاد العرق ذي قياس التمزق الأصغر. ما مدى فعالية خوارزميتك؟ 


9-5 قطع متاليات محرفية 

تتيح بعض لغات معالحة التتاليات المحرفية للمبرمج فطع متتالية محرفية إلى قطعتين. ولأن هذه العملية تنسخ 
المتتالية الحرفية» فإنما تكلف :: وحدة زمن لقطع متتالية من :: محرفًا إلى قطعتين. افترض أن المبرمج يريد قطع 
المتتالية إلى عدة قطع؛ إن الترتيب الذي يحصل وفقه القطع يمكن أن يؤثر في الزمن الكلي المستغرق. على 
سبيل المثال» افترض أن الميرمج يريد أن تُقطع متناليةٌ من 20 حرفًا بعد امحارف 2 و 8 و 10 (بترقيم الحارف 
بالترتيب المتصاعد من اليسارء بدا من الرقم 1). القَطع بحيث يحدث بالترتيب من اليسار إلى 
اليمين» فإن القطع الأول يكلف 20 وحدة زمن؛ والثاني يكلف 18 وحدة زمن (قطع المتتالية من احرف 3 إلى 
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احرف 20 عند احرف 8). ويكلف القطع الثالث 12 وحدة زمن؛ ويكون الجموع 50 وحدة زمن. أما إذا 
تزئج القطع بحيث يحدث بالترتيب من اليمين إلى اليسار» فعندها سيكلف القطع الأول 20 وحدة زمن» 
والثاني 10 وحدات زمن؛ والثالث 8 وحدات زمن ويكون المجموع 38 وحدة زمن. وف ترتيب آخر مختلف» 
يمكن أن يقطع المبرمجج عند احرف 8 أولاً (بتكلفة 20)» ثم يتقطع القطعة اليسرى عند احرف 2 (بتكلفة 8) 
وأخيرا القطعة اليمنى عند المحرف 10 (بتكلفة 12): ويكون إجمالي التكلفة 40. 

صم خوارزمية» إذا أُعطليّت عددًا من حارف يجري بعدها القطع تُدهُ الطريقة ذات التكلفة الدنيا 
لترتيب عمليات القطع هذه. وعلى نحو صوري أكثرء إذا أعطيت متتالية عحرفية 5 مإلَّةٌ من +7 حرقاء 
وصفيفة [1]1..72 تتضمن نقاط القطع؛ احسب أدن تكلفة لمنتالية القطع؛ مع متتالية القطع التي ُنجز يمذه 
التكلفة. 


10-5 تخطيط استراتيجية استغمار 
تساعدك معرفتك بالخوارزميات على الحصول على عمل مثير في شركة لإقنةمته0© #عانانهده0© #نوعم مع 
مكافأة 10,000 دولار عند التوقيع. قرّرتَ استثمار هذه الأموال بمدف جعل دخخلك أعظييًا في نماية 10 
سنوات. وقرّرتَ استخدام شركة لإقةمد00© ؛معساوع0مآ ءادع ةاهدرم لإدارة استثماراتك. تُطلب هذه 
الشركة احتراع القواعد التالية: إنما تقدم 7 استثمارًا مختلقاء مرقمة من 1 إلى 7. وف كل عام ء يزوّدك 
الاستثمار ‏ بمعدل دخحل (ربح) رن”. وبتعبير آخخر: إذا استشمرت 4 دولارًا بالاستشمار رقم ؛ من العام نر فإنك 
تحصل على رن:4 في تماية العام ز. ومعدلات الدخخل مضمونة؛ أي إنك تحصل على كل معدلات الدخخل 
على مدى السنوات العشر التالية لكل استثمار. ويمكنك اتخاذ قرارات استثمار مرة واحدة في السنة. فإذا 
قرت أن نترك أموالك في اللجموعة نفسها من الاستثمار عامَيْن متتالين» عليك أن تسدد رما مقداره ير 
دولاره أما إذا قرت تحويل أموالك إلى مجموعة استثمار مختلفة فإنك تسدد رسمًا مقداره ور دولاراء 
حيث ي[ < ول 
أ. تسمح لك المسألة» حسبما ذكرت؛ باستثمار أموالك في عدة استثمارات كل سنة. أنبث أنه توحد 
استاتيجية مثلى» تكمن في وضع جميع الأموال في استثمارٍ واحدٍ في كل سنة. (تذكر أن استراتيجية 
الاستثمار المثلى تجعل المبلغ بعد 10 سنوات أعظييّ وهي غير معش بأيّ أغراض أخرى؛ كتقليص 
الأخطار إلى الحدود الدنيا.) 





ب. برهن أن مسألة تخطيط استراتيجية الاستثمار المثلى تكشف عن بنية 
ات. صِمّمْ خوارزميةٌ تخطّط استراتيجية استثمارك المثلى. ما زمن تنفيذ خحوارزميتك؟ 


ث. افترض أن شركة 5اعتتادء107 18:0هع21ددى فرضت قيودًا إضافية بحيث لا يمكنك؛ في كل لحظة» 
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وضع أكثر من 15,000 دولارٍ في استثمارٍ واحد. بَيّنْ أن مسألة تعظيم دخلك بعد 10 سنوات لم تعد 
11-15 تخطيط المخزون 
تج شركة تإسهمسهه علدنط لدنج آلاتٍ لتجديد سطوح المزالج الجليدية. يتغير الطلب على مثل هذه 
المتتجات من شهر لآخرء ولذلك تحتاج الشركة إلى تطوير استراتيجية لتخطيط تصنيعها في ضوء الطلب 
المتقلب ولمتوتم في الوقت نفسه. ترغب الشركة في تصميم طة للأشهر ال * التالية. ولكل شهر : تعلم 
الشركة عددّ الطلبات ,4 أي عدد الآلات التي ستبيعها. ليكن ,4 :]2 - 2 مجموع الطلبات على مدى 
الأشهر ‏ التالية. تحتفظ الشركة بموظفيها الذين يعملون بدوام كامل للقيام بالعمل اللازم لتصنيع 7 آلة في 
الشهر. إذا احتاجت الشركة إلى تصنيع أكثر من +7 آلة في شهر معين؛ يمكنها استنجار عمال بدوام حزئي» 
بتكلفة تبلغ ع دولارًا للآلة الواحدة. وإضافةٌ إلى ذلك؛ إذا بقي لدى الشركة في نماية الشهرء أي آلات لم 
تُبَْ فإنها تسدد تكاليف تخزينها. تُعطى تكلفة الاحتفاظ ب بر آلة كدالة (/4)0 للقيم 1,2,...,2 > ار حيث 
0 < (80 ف حالة 2 > [ > 1 ولدينا أيضًا (1 + ()« < (/80 في حالة 2-1 ك زرك 1. 

أعطٍ خوارزمية لحساب خخطة للشركة تقض التكاليفَ إلى حدودها الدنيا في الوقت الذي تمق فيه جميع 
الطلبات. يجب أن يكون زمنٌ التنفيذ كثير حدود في « و 2. 


012-15 التعاقد مع لاعبي البيسبول الأحرار 
افترض أنك مدير عام لفريق بيسبول من الفئة الأولى. ربما تحتاج» مارج الموسم؛ إلى التعاقد مع لاعبين أحرار 
لفربقك. ولقد أعطاك مالك الفريق ميزانية ا دولارا للإنفاق على اللاعبين الأحرار. وسمح لك أن تنفق أقل 
من /. دولارًا با مجموع ولكنه سيستغني عن خحدماتك إذا أن تحاوزت في الإنفاق 6 دولانا. 

لديك 0 موقًا مختلفاء ولكل موقع يوجد 8 لاعبًا حرًا متاحا ليلعب ذلك الموقع.* ولما كنث لا تريد أن 
تثقل قائمتك بعددٍ كبيرٍ من اللاعبين لموقع ماء فبامكانك أن تتعاقد مع لاعب واحلدٍ على الأكثر لكل موقع. 
(إذا لم تتعاقد مع أي لاعسب لموقع معين» فعليك أن تُبقي على لاعبيك لذلك الموقع.) 

ولكي تحدد قيمة لاعب ماء فإنك تقرر استخدام إحصائيات 6عناوو” تُعرف ب "08لا" أو عنالها" 
"لاقام أمعسمعمةاوع: بعبه أي "القيمة عند تبديل لاعب". فلاعبٌ ذو قيمة 7/027 عالية أغلى منًا من 


؟ مع أنه يوجد تسعة مواقع لفريق البيسبول: فإن /8 لا تساوي بالضرورة 9 لأن لبعض المديرين طرمًا خاصة للتفكير في 
المواقع. فمثلأء قد يعتبر المدير أن للرماة اليمينين والرماة اليساربين مواقع منفصلة؛ وكذلك رماة الاستهلال ورماة 
الاحتياط الذين يمكنهم الرماية في عدة جولات؛ ورماة الاحتياط الذين يرمون عادة في جولة واحدة على الأكثر. 

* هو تطبيق التحليل الإحصائي على سجلات البيسبول. وهو يتيح عدة طرق لمقارنة القيم النسبية لأفراد اللاعبين. 
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لاعب ذي 1/088 منخفضة. إلا أن اللاعب ذا 1/088 عالية ليس بالضرورة أغلى ثمنًا للتعاقد من لاعب 
ذي 7/088 منخفضة: إذ إن ثمة عوامل أخرى غير ثمن اللاعب تحدد تكلفة التعاقد معه. 

تؤخذ في الاعتبار ثلاث أمور بشأن كل لاعبٍ موجود: 
٠‏ موقع اللاعب 
٠‏ تكلفة تعاقد اللاعب 
٠‏ قيمة 1108 للاعب. 

صمُمْ خوارزمية تجعل مجموع 7088 للاعبين الذين تتعاقد معهم أعظيّاء على ألا يتجاوز بجموع 
إنفاقك /ا دولارًا. بمكنك أن تفترض أن تَعاقدَ كلّ لاعب من مضاعفات 100,000 دولار. ويجب أن يكون 
خري خوارزميتك: مجموع قيمة 087 للاعبين الذين تتعاقد معهم؛ وبجموع المال الذي تنفقه: وقائمة 
باللاعبين الذين وقع اختيارك عليهم للتعاقد. حلّل متطلبات زمن التنفيذ والذاكرة المطلوبة لخوارزميتك. 


ملاحظات الفصل 

استهلَ 861188 .2 الدراسة المنهجية للبريحة الديناميكية في عام 1955. وتشير كلمة "بريحة" - هنا ولي 
البربحة الخطية معًا - إلى استخخدام طريقة الحل المُجَدوّل. ومع أن تقنيات الأمئلّة التي تتضمن عناصر البريجة 
الديناميكية كانت معروفة من قبل؛ فقد زوّد بيلمان هذا المجال بأساسٍ رياضي متين [37]. 

وصنف 68111 و 8:16 [125] خوارزميات البريحة الدب 
الأخرى التي يعتمد عليها كل عنصر. هما يسمّيان خوارزمب 
جدوها (0)5 وكان كل عنصر يعتمد على (0)2*4 عنصرًا آخخر. فمثلا» خوارزمية جداء المصفوقات الواردة 
في المقطع 2.15 هي 20/10» وخوارزمية أطول متتالية محرفية مشتركة الواردة في المقطع 4.15 هي 280/08. 

وأعطى دال1 و عهنط5 [183 ,182] خوارزمية بزمن (0)2187 لمسألة جداء سلسلة مصفوفات. 

وييدو أن الخوارزمية التي تنفذ بزمن (00 لمسألة إيجاد أطول متتالية جزئية مشتركة هي خوارزمية 
شعبية. فقد طرح طاناهءة [71] تساؤلاً عن إمكان وجود خوارزميات بزمن أقل من الرتبة التزبيعية (من الدرجة 
الثانية) كصطافومعاة عننهههدوطده لمسائل 05.]آ. وأجاب علءكة1! و «مدمعندم [244] عن هذا السؤال 





بحسب حجم اللحدول وعدد عناصر الندول 
ة البريحة الديناميكية 80/672 إذا كان حجم 





بالإيحاب» وذلك بإعطاء خوارزمية تُنقّدَ بزمن (:0)72:/187» حيث +7 > 3 والمتتاليات مأخوذة من مجموعة 
محدودة الحجم. وفي الحالة الخاصة؛ التي لا يَظهر فيها أن عنصرٍ أكثر من مرة واحدة في متتالية الدخل» بِيّن 
اكه ورج5 [326] كيف يمكن حل المسألة بزمن ((72 + )18 (3 + 0))2. وينطبق كثيرٌ من هذه النتائج 
على مسألة حساب مسافات تحرير سلسلة محارف (المسألة 5-15). 
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ثمة مقالة قديمة كتبها 01114 و 240056 [133] عن الترميزات الاثنانية المتغيرة الطول» كان لما تطبيقات 
في بناء شجرات بحث ثنائية مثلى للحالة التي تكون فيها قيم جميع الاحتمالات ,نز تساوي 0؛ تضمنت 
هذه المقالةٌ خوارزميةٌ بزمن (0)23. وكذلك قدّم مطلى و8معممة8 و مهس اانا (5] الخوارزمية الواردة في 
المقطع 5.15. ويعود التمرين 4-5.15 إلى طاناهك! [212]. على حين ابتكر نال و5عماءنا1 [184] خوارزمية 
للحالة التي تكون فيها الاحتمالات يتم مساويةٌ للصفر تُستخدم زمنًا (0)2 وفضاءً (00؛ وفيما بعد تلص 
كنوث [211] الزمن إلى (ه1 :)0 

وتعود المسألة 8-15 إلى 80108 و ,ثتتة5 [27]: اللذين وضعا فيديو رائعًا على الوب 
في ضغط الصورة. 





هذه التقنية 
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الخوارزميات الشرهة 


تو خبوارزميات مسائل الأمكلّة عادةٌ بمتتالية من الخطوات؛ مع مجموعة من الخيارات عند كل خخطوة. وفي كثير 
من مسائل الأمكلّة يُعَدُ استخدام البريحة الديناميكية لتحديد أفضل الخيارات إفراطًا؛ على أنَّ ثمة خوارزمياتٍ 
أبسطً وأكثر فاعلية يمكن أن تفي بالغرض. تختار الخوارزمية الشرهة «««ااز«مهاه «ردعممع دائمًا الخيار الذي 
يبدو أنه الأفضل في تلك اللحظة. أي إنما تأخذ الخبار الأفضل تمي على أمل أن يقود هذا الخيار إلى حلٌ 
أمثل شامل. يستكشف هذا الفصل مسائلٌ الأمئلة التي مكن حلّها مخوارزميات شرهة. وقبل قراءة هذا 
الفصل؛ ينبغي قراءة ما ورد عن البريحة الديناميكية في الفصل 15, وبوجهٍ نخاص المقطع 3.15. 

إن الخوارزميات الشرهة لا توصل دائمًا إلى حلول مُتْلَى؛ لكنها تتوصل إليها في الكثير من المسائل. 
بدايةٌ سندرس ف المقطع 1.16 مسألة بسيطة إلا أنما غير تافهة: وهي مسألة اختيار النشاطات. وهي مسألة 
تمسب الها خعوارزميةٌ شرهةٌ حلاً أمثل بفعالية. سنصل إلى الخوارزمية الشرهة باعتماد طريقة البريحة الديناميكية 
أولأء ثم نبيّن أن بإمكاننا دائمًا القيام بخيارات شرهة للوصول إلى حلٌ أمثل. يستعرض المقطعٌ 2.16 العناصرٌ 
الأساسية للنهج الشره؛ معطيًا نمجًا أبسط لبرهان صحة الخوارزميات الشرهة. ويقدم المقطع 3.16 تطبيمًا هاما 
للتقنيات الشرهة: تصميم أرمزة هوفمان 83165088 لضغط المعطيات. وتتفخّص في المقطع 4.16 جزءًا نظرياء 
يؤسس للبنى التوافقية المسماة "كيانات مصفوفية 4ذ8:50دم" التي تُنتِج الخوارزميةٌ الشرهة دائمًا حلاً أمثل لها. 
أخيراء يبيّن المقطع 5.16 تطبيق الكيانات المصفوفية باستخدام مسألة جدولة مهام في واحدة الزمن مع مدد 
انتهاء وعقوبات. 

إن الطريقة الشرهة قوية وتعمل جيدًا على بحال واسع من المسائل. ستقدم الفصول اللاحقة عدة 
خوارزميات يمكن رؤيتها على أنما تطبيقات للطريقة الشرهة» ومنها خوارزميات شجرة المسح الصغرى 
(الفصل 23): وخوارزمية 15ىعاز:5 لأقصر الطرق من مصدر وحيد (الفصل 24)» وكسبية 0804181 الشرهة 
لتغطية بجموعة (الفصل 35). ومع أنه يمكن قراءة هذا الفصل والفصل 23 على نحو مستقل؛ ولكن قد تجد أن 


قراءتهما معًا مفيدة. 
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مسألة اختيار النشاطات 

مثالنا الأول هو مسألة جدولة عدة نشاطات متنافسة تتطلب استخدام مورد مشترك استخدامًا حصريّاء 
والهدف هو اختيار مجموعة نشاطات متوافقة فيما بينها وذات حجم أعظم. افترض أن لدينا بجموعة من 7 
نشاطًا وعفلاةاءه (مره,... روه روه > 5 تريد جميعٌها استخدامَ موردٍ ما (قاعة محاضرات مثلاً)» يمكن أن 
يدم نشاطًا واحدًا في كل مرة. لكل نشاطٍ به لحظة بداية , مرا برولى ولحظة انتهاء ب[ ةا «اعا«آن 
حيث «ه > إ/ > بك > 0. إذا جرى اختيار النشاط .© فإنه يحدث خلال المحال الزمني نصف المفتوح 
(,,رى]. نقول عن نشاطين يه و ره إنغما متوافقات كعاطزمرسرمء إذا لم يكن المحالان (/.رى] و(/1,ر5] 
متراكبين مهاعبه؛ أي إن التشاطين ,© و ره متوافقان إذا كان ر/ < ,5 أو ,/ < ره). إن مسالة اختيار 
البشاطات ««عانادجم «مةاءءاءعسنرفرة/عت هي مسألة اء اذات عدد أعظم من النشاطات 
امتوافقة فيما بينها. لندرس» على سبيل المثال» المجموعة التالية 5 من النشاطات» التي جرى فرزها بحسب 
الترتيب المتزايد باطراد للحظات الانتهاء. 

(1.16) 1ك سم ك ٠:‏ 5 و/ كع[ كل 


(سنرى لاحمًا الفائدة التي يحنّقها هذا الافتراض.) لندرس مثلاً بجموعة النشاطات التالية 5: 





غ1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
ا 4# 32 2 
1 5 6 7 0 8 1220 4م 


في هذا المثال؛ تتألف المجموعة (:»,وه,وج] من نشاطات متوافقة فيما بينهاء ولكنها ليست مجموعة جزئية 
عُظْمَىء لأن المجموعة [وره,وه,يه,ره] أكبر منها. والواقع أن المجموعة [ريه,وه ,يه ,.ه] هي مجموعة 
جزئيةٌ عُظْمَى من النشاطات المموافقة؛ وثة جموعةٌ عُظْمَى أخرى هي [::» ,وه ,هه ريه). 

سنحل هذه المسألة بعدة خطوات؛ فنبدأ بالتفكير في حل هذه المسألة بالبريحة الديناميكية. في هذا الحل» 
نأحذ بالحسبان عدةٌ خيارات حين تحدّد المسائل اللحزئية التي يجب استخخدامها في الحل الأمثل. سنلاحظ 
لاحمًا أن علينا أن نأخذ بالحسبان خيارًا واحدًا - وهو الخيار الشره - وأننا حين نعتمده؛ فإن مسألة جزئية 
ة تبقى. اعتمادًا على هذه الملاحظات فإننا سنطوّر خوارزميةٌ عَؤْدِيةٌ شرهةٌ لحلٌ مسألة جدولة النشاطات. 
وسنتمّم إجرائية تطوير الحل الشره بتحويل الخوارزمية العَؤِية إلى خوارزميةٍ تكرارية. ومع أن الخطوات التي 
سنسير وفْقها في هذه المقطع هي أكثر تفصيلاً مما هو معتاد عند تطوير خحوارزمية شرهة» إلا إنما تبيّن العلاقة 
بين الخوارزميات الشرهة والبريحة الديناميكية. 


واحد 
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البنية الجزئية المُثلَى في مسألة اختيار النشاطات 
يمكننا التحقق بسهولة من أن مسألة اختيار النشاطات تُظهر بنيةٌ جزئيةٌ مُثْلَى. لنرمز ب زن5 إلى مجموعة 
النشاطات التي تبدأ قبل أن يننهي النشاط ©» وتنتهي قبل بدء النشاط ره. ولنفترض أننا نودٌ إيجادٌ مجموعة 
عْظْمَى من النشاطات امتوافقة فيما بينها في ررك ولنفترض أيضًا أن هذه امجموعة العُظْمى هي رو4؛ وأنما 
تتضمن نشاطًا ما يره. فإذا ضمّنا ,ره في حل أمثل؛ فإتنا أمام مسألتين جزئيتين: إِيحادٍ النشاطات المتوافقة 
فيما بينها ف يرر5 (النشاطات التي تبدأ بعد انتهاء النشاط ,» وتنتهي قبل بدء النشاط يره)؛ وإيحادٍ 
النشاطات المتوافقة فيما بينها في ريرى (النشاطات التي تبدأ بعد انتهاء النشاط بره وتنتهي قبل بدء 
النشاط ره). ولتكن بر5 0 ر,4 > برا و زير5 0 زن 4‏ زيرف بحيث تتضمن ج40 النشاطات في ري التي 
تنتهي قبل بدء ببه» وتتضمن ري,4, النشاطات ف ري4 التي تبدأ بعد انتهاء بره. وبذلك يكون لدينا 
ربوك نا [برت) نا بيرق - روف وتتكوّن المجموعة ,4 (ذاث الحجم الأعظم من النشاطات المتوافقة فيما بينها 
ف رى) من 1+ إرييه| + اوها - إن4| نشاطا. 

تُظهر حجةٌ القص واللصق الاعتيادية وحوب أن يتضمّن الح الأمثل ر4, حلولاً مُْلَى لكل من المسألتين 
الحزئيتين يررك و ريرك. فلو كان بإمكاننا إيجاد بجموعةٍ ري,4 من النشاطات المتوافقة فيما بينها في ررى حيث 
أر»:4| < |ري4| لكان بوسعنا استخدام ,4 عوضًا عن ر4. في حل المسألة الحزئية روى. وبذلك نكون قد 
بنينا بجموعةٌ من النشاطات المتوافقة فيما بينها |رن4| > 1 + إريي| + إبرراء|ا < 1 + إرئه| + اءرفاء وهذا 
يناقض كون ر8/ حلاً أمثل. وتطبّق ححةٌ النظير على النشاطات في بر. 

توحي هذه الطريقةٌ في وصف بنية الحل الأمثل إلى أن بإمكاننا حلم مسألة اختيار النشاطات بالبربحة 
الديناميكية. فإذا رمزنا إلى حجم الحلٌ الأمثل للمجموعة زر5 ب [1,1]©؛ فيمكننا كتابة التكرار 

1+ [زئناء + [عافاء > [زناء 

بالطبع؛ إذا لم نكن نعلم أن حلاً أمثل للمجموعة رز5 يتضمن النشاط ,ره لوحب علينا فحص جميع 
النشاطات في رز5 لإيجاد نشاط نختاره» بحيث: 





, 0 د رك كأ 0 
٠. )2.16(‏ 6غ ررك كذ (1+ [زكناء + امناعا بق - [زءن]» 


يمكننا بعدها تطوير خوارزمية عَؤدِية لاستذكار هذا الحل؛ أو يمكننا العمل صعوديًا لملء عناصر اللدول مع 
تقدم الحل. ولكن في هذه الحالة نكون قد تحاوزنا خاصيةٌ هام أخرى لمسألة اختيار النشاطات؛ يمكننا أن 
نستفيد منها كثيزا. 

القيام بالخيار الشره 

ماذا لو كان بإمكاننا اختيار نشاط لإضافته إلى حلنا الأمثل دون أن نكون ملزمين بحل جميع المسائل الحزئية 
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سلقًا؟ إن ذلك سيجتَبنا دراسة جميع الخيارات الموجودة في التكرار (2.16). في الحقيقة؛ نحتاج في مسألة اختيار 
التشاطات إلى دراسة خيار وحيلر هو: الخيار الشره. 

ماذا نعني بالخيار الشره في مسألة اختيار النشاطات؟ يقترح الحدس أن تختار نشاطًا يترك المورد متاحا 
لأكبر عددٍ بمكن من النشاطات الأخرى. والآن؛ يحب أن يكون أول النشاطات انتهاءً أحد النشاطات التي 
نختارها. وهذا يقتضي أن نختار من 5 نشاطًا الأولى انتهاءء لأنه سيترك المورد متاححا لأكبر عددٍ ممكن من 
النشاطات الأخر. (إذا ؤحد أكثر من نشاط في 5 له الانتهاء الأبكرء أمكننا اختيار أي منها.) ويعبارق 
أخرى؛ لما كانت النشاطات مفروزة بحسب ترتيب لحظات انتهائها المتزايدة باطّرادء فإن الخيار الشره هو 
النشاط .». على أنَّ اختيار النشاط الذي ينتهي أولاً ليس الطريقة الوحيدةٌ للقيام بالخيار الشره لهذه المسألة. 
يُطلب إليك في التمرين 3-1.16 استكشاف إمكانات أخرى. 

إذا قمنا بالخيار الشره» يبقى علينا حل مسألة جزئية واحدة فقط: إيجاد النشاطات التي تبدأ بعد 
انتهاء .». لماذا لا يجب علينا إيجاد النشاطات التي تنتهي قبل بدء .©؟ لدينا ي/ > وك و ي/ هو الأبكر انتهاء 
من أي نشاطء لذلك؛ لا يمكن لأي نشاط أن تكون لحظة انتهائه أقل أو تساوي ,د. وهكذاء فإن جميع 
النشاطات المتوافقة مع النشاط يه يجب أن تيدأ بعد انتهاء 1ه. 

يُضاف إلى ذلكء أننا برهنا سابقًا أن مسألة اختيار النشاطات تُظهر بنيةٌ جزئيةٌ مُتْلى. لتكن 
(/ < بد : 5 ع به] > برى مجموعة النشاطات التي تبدأ بعد انتهاء ب,ه. إذا قمنا بالاختيار الشره للنشاط 
و6 فإن و5 تبقى المسألة الحزئية الوحيدة التي علينا حلها.' نستنبط من البنى الحزئية المُثْلَى أنه إذا كان ,4 في 
الحل الأمثل» فإن الح الأمثل للمسألة الأصلية يتكوّن من النشاط .© ومن كل النشاطات في حل أمثل 
للمسألة المحزثية 5.. 

ييقى سؤال كبير واحد: هل حدسنا صحيح؟ هل الخيار الشره - الذي غختار فيه النشاط الذي ينتهي 
أولاً - هو دائمًا جزء من حل أمثل ما؟ تبيّن المبرهنة التالية أنه كذلك. 











مبرهنة 1.16 

لتكن 5 أية مسألة جزئية غير خخالية» وليكن ,ره نشاطًا في يك له أبكر لحظة انتهاء عندها يكون ,ره 
مُضْمّنًا في مجموعة جزئية ذات حجم أعظم من نشاطات ع5 المتوافقة فيما بينها. 

البرهات لتكن .4 بجموعة جزئية ذات حجم أعظم من النشاطات المتوافقة فيما بينها في ب5. وليكن ره 
النشاط في يرك ذا لحظة الانتهاء الأبكر. إذا كان ,ره > رهء فقد تحقّق المطلوب, لأننا بيّنا أن ,ره هي في 
مجموعة جزئية ذات حجم أعظم من النشاطات المتوافقة فيما بينها من ييك. أما إذا كان ,ره غه زه» فنفترض 





' نشير أحيائًا إلى امجموعات 5 على أنما مسائل جزئية بدلاً من كونما بجموعات نشاطات. وسيتضح دائمًا من 
السياق إذا كنا نشير ب ب5 إلى مجموعات النشاطات أو إلى مسائل جزئية مداخلها هذه المحموعات. 
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أن المجموعة [م,ه] نا [ره] - بر - ,4 هي يرك مع الاستعاضة عن ,ره ب زه. فتكون النشاطات في 4 
منفصلة؛ وذلك لأن النشاطات في برق منفصلة» ويكون ره هو أول نشاط يتنهي في يرك و (/ ك وثر. ونا 
كان || - |,4]ء فإن ي,4 هي بجموعة جزئية ذات حجم أعظم من النشاطات المتوافقة فيما بينها من ,5 


وهي تتضمن بربه. .- 





وهكذاء نرى أنه على الرغم من أننا قد نكون قادرين على حل مسألة اختيار النشاطات باستخدام 
البريحة الديناميكية, إلا أننا لسنا ملزمين بما. (إضافة إلى أننا لم تختبر بعد إذا كان لمسألة اختيار النشاطات 
مسائل جزئية متراكبة.) عوضًا عن ذلك؛ يمكتنا اختيار النشاط الذي ينتهي أولاً تكرارياء والإبقاء فقط على 
النشاطات المتوافقة معه» ونكرر ذلك حت انتهاء النشاطات. يضاف إلى ذلك» أنه بسبب اخختيارنا النشاطً ذا 
الحظة الانتهاء الأبكر دائماء فيجب أن تكون لحظات انتهاء النشاطات التي نختارها متزايدة تمامًا. يمكننا إذن 
أن ندرس إمكان أذ كل نشاط مرة واحدة خلال عملناء وذلك تبعًا للترتيب المتزايد باطراد للحظات انتهاء 
النشاطات. 

لا تحتاج الخوارزمية التي تحل مسألة اختيار النشاطات إلى أن تعمل صعوديّاء كما هو الحال في خوارزمية 
البريجة الديناميكية المعتمدة على الحداول. عوضًا عن ذلككء يمكنها أن تعمل نزوليّا باختيار نشاط ووضعه في 
الحل الأمثل» ثم بحل المسألة ١‏ ثية المتمثلة باختيار النشاطات من بين تلك المتوافقة مع النشاطات المُخحتازة 
سابمًا. للخوارزميات الشرهة عادةٌ هذا التصميم النزولي: حدّد الخيار ثم حل مسألة جزئية» وذلك عوضًا عن 
التقئية الصعودية القائمة على حللٌ المسائل الحزئية قبل تحديد الخيار. 











خوارزمية عَْدِيةٌ شرهة 

الآن بعد أن عرفنا كيف نتجاوز طريقة البريحة الديناميكية» وبديلاً عن استخدام خوارزمية شرهة نزولية؛ يمكننا 
كتابةٌ إجراء عَوْدِي مباشر لحل مسألة اختيار النشاطات. يأذ الإجراء -10177عم-ع/الك«ناعع 
81870 لحظات بدء النشاطات ولحظات انتهائهاء مثَلدٌ في صفيفتين ى و .2 والمؤشر ع الذي يعرف 
المسألة الحزئية بر الواجب حلّهاء و : حجم المسألة الأصلية. تعيد هذه الخوارزميةٌ بجموعةٌ ذات حجم أعظم 
من النشاطات المتوافقة فيما بينها في م5. نفترض أن نشاطات الدخل التي عددها 7 مرتبة بحسب لحظات 
الانتهاء المتزايدة باطراد تبعًا للمعادلة (1.16)» وإلا فيمكننا فرزها يمذا الترتيب خلال زمن (0)1870» باختيار 
ترتيبٍ عشوائي في حالة المساواة. في البدءء نضيف نشاطا وهميًا مه حيث 0 ح و بحيث تكون المسألة 
الحزئية وى هي كامل مجموعة النشاطات 5. الاستدعاء الابتدائي الذي يحل كامل المسألة هو -08810/8ا886 


(0,7,] ,)01 1ع اة111/173-5عه. 


2 لما كان شبه الرماز يعتبر 5 و / صفيقتين, فإنه يفهرس ضمنهما باستخدام أقواس مربعة عوضًا عن أدلة. 
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,81105 5-/ا11/ا11عه-ع/اأكمنامعع 

1+مع-م» 1 

طاعتمة ما يرك هذ متطتاعة ع5 عطا فم5  //‏ [/] / > [72]ى همة ه > 7 علنطد 2 

2+1 2م 3 

> كز 4 

(771:71,] ,70)5عقاع5-/177/ا11عخ-ع /الكلتاععظ نا زيريه) لسعم 5 

0 مسسعم واه 6 

يبين الشكل 1.16 عمل هذه الخوارزمية. في أحد الاستدعاءات -/111/179ع8-4/الك#ناء8ظ 

(:1,7,/ ,581561085 تبحث حلقة عافط» في السطرين 3-2 عن أول نشاط ينتهي في عك. تفحص الحلقة 

«ه.... ,جيه جيه إلى أن تمد أول نشاط ,ره متوافق مع يه؛ وهو نشاط يحقق ,ت < برى. إذا انتهت 

الحلقة - بسبب عثورها على مثل هذا النشاط - تعيد الإجرائيةٌ في السطر 5 اجتماغٌ (,,,©) والمجموعة الحزئية 

ذات الحجم الأعظم ل ,ر5 التي أعادها الاستدعاء (71,7,/] ,708)5 4110177-58 الك«ناءه8. 

وبالمقابل؛ يمكن أن تنتهي الحلقة لأن « < :7 وف تلك الحالة نكون قد فحصنا كل النشاطات في 5 دون 
أن بحد النشاط المتوافق مع بره. وفي هذه الحالة: يكون © > بركء وبذلك تعيد الإجرائية © في السطر 6. 

بافتراض أن النشاطات كانت مفروزة تصاعديًا بحسب لحظات الانتهاء. يكون زمن تنفيذ الإجراء 

(708)5,],0,7عشهاع5-/ا11/17عخ-ع8/الك#ناعقه (0)©: ومكن أن نرى ذلك كما يلي. عبر كل 

الاستدعاءات العَؤدِية يجري فحص كل نشاط مرة واحدة تمامًا في اختبار حلقة علفط"؟ في السطر 2. وبوحي 

خخاص» يجري فحص النشاط .ع في آخر استدعاء كان فيه ؛ > ع/. 


خوارزميةٌ تكراريةٌ شرهة 
يمكننا بسهولة تحويل إجرائنا العَؤْدِي إلى إجراء تكراري. إن الإجراء :8-8617117179-58186708/الك#ناع عم 
هو "عَوْدِيَ الذيل 10وعداءهم 1زهه" تقريبًا (انظر المسألة 4-7): فهو ينتهي باستدعاء عَوْدِي له نفسه يتلوه 
عملية اجتماع. إن مهمة تحوبل إحراء عَوْدِيَ الذيل إلى الشكل التكراري هي عادة مهمة مباشرة. في الحقيقة» 
تنجز بعضُ مترجمات لغات البربحة هذه المهمة آليا. يعمل الإجراء .:21.861507ا5-/1117175عه-ةلالكهناع قل 
كما هو مكتوب. على المسائل الحزئية يرك. أي إن المسائل الحزئية تنكون من النشاطات التي تنتهي آخرًا 
(آخخر النشاطات من حيث الانتهاء). 

إن الإجراء 8©10#اع111717-5عه-لامععع8 0 هو نسخة تكرارية من الإجراء -083110/8ا886 
أن نشاطات الدخل مرتبة بحسب لحظات الانتهاء المتزايدة 





51570-/711/117 246 وهو يفترض أيه 


باطراد. فهو يجمع النشاطات المختارة في بجموعة 4» ويعيد هذه المجموعة حين يتنهي. 
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عم 





15 16 


الشكل 1.16 عمل الإحراء .8108اع5-/8-41117179 88108511 على 11 نشاطًا معطى سابعًا. تُظهر 
النشاطاتٌ المدروسةٌ لكل استدعاء بين الخطوط الأفقية. يتنهي النشاط الوهمي مه في اللحظة 0؛ وفي الاستدعاء الأول 
(108)5,],0,11ع 811111-58 /اك#ناععه: يجري اختيار النشاط .6. نرى؛ لكل استدعاء عَوْدِيه 
النشاطات التي جرى اختيارها سابمًا مظللة والنشاطات التي هي في قيد الدراسة بالأبيض. إذا كانت لحظة البدء 
النشاط ما قبل لحظة انتهاء آخر نشاط مُضاف (السهم بينها يشير إلى اليسار): يُسعَبِعَد هذا النشاط. وإلا (يشور 
السهم مباشرة إلى الأعلى أو إلى اليمين)؛ فيجري اختياره. الاستدعاء العَؤْدِي الأخير -1117179م-8/الق«ناعهه 
(1567082)5,/,11,11ع5 يعيد 6. المجموعة الناتجة عن النشاطات هي [ويه روه ريه بيه). 
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(/ ,)0 ؟ع اع 111/17-5ع كه لامقعع 6 
وها .ى حور 


7 

(ه) دم 2 

1م 3 

« 60 7-2 م10 4 

6]/ < لم]ء عا 5 

(مره) نال - م 6 

دمر 7 

4 مسعر 8 

يعمل الإجراء كما يلي: يشير المتحول / إلى أحدث إضافة إلى 4, الموافقة للنشاط ,© ف النسخة 

العؤدِية. ولما كانت النشاطات مرتبة بحسب الترتيب المتزايد باطراد للحظات الانتهاء» فإن / هو دائمًا لحظة 
الانتهاء العُظْمَى لأي نشاط في 4. أي إن: 

٠ )3.16(‏ (4 © يهنيل امهم د يل 

يختار السطران 3-2 النشاط .©؛ ثم يجري استبداء 4/ لتتضمن هذا النشاط فقط؛ واستبداء # ليؤشر إلى هذا 

النشاط. ثم تمد الحلقةٌ +40 في الأسطر 7-4 النشاط الأبكر انتهاء في 5. تأخذ الحلقة كل نشاط ,ره 

بالاعتبار» وتضيف ,8 إلى 4 إذا كان متوافقًا مع جميع النشاطات المختارة سابقًا؛ مثل هذا النشاط هو أبكر 

نشاط ينتهي ف 5. ولمعرفة كون النشاط ,ره متوافمًا مع جميع النشاطات الموجودة حاليًا في 4. يكفي 

- اعتمادًا على المعادلة (3.16) - فحص لحظة البدء يرى (السطر 5). والتأكد أنما ليست أبكر من ,ره 

زمن انتهاء آخر نشاط أضيف إلى 4. فإذا كان النشاط ,رت متوافقّاء فإن السطرين 7-6 يضيفان هذا 

النشاط إلى 4 ويضعان القيمة +7 في 6. إن المجموعة 4 التي أعادها الاستدعاء -ا81110/17- 88801 

(/,508)5ععاع5 هي تامًا المجموعة التي أعادها الاستدعاء -/710179عم-علالك#نا86م 

(5,],0,7) 108 لم5 


يجدول الإجراء 708 8اع5-/4711117-/62801: شأنّ النسخة العَؤْدِية» مجموعةٌ مكونة من : نشاطًا 





لال زمن ()9» بافتراض أن النشاطات مفروزة منذ البداية تبمًا للحظات انتهائها. 


تمارين 
1-6 
أعطٍ خخوارزه 





ربح ديناميكية لحل مسألة اختيار النشاطات؛ اعتمادًا على العلا إية (2.16). اجعل 
خوارزميتك تحسب الحجوم [/,1]ع كما عرفت سابقّاء وتُنتِج أيضًا المجموعة المزئية ذات الحجم الأعظم من 
النشاطات المتوافقة فيما بينها. افترض أنه المدخلات كُرزت كما في المعادلة (1.16). قارن زمن 








بزمن تنفيذ ا خوارزمية .108 8110011-52 -/801 ع2 6. 
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26 
افترض أننا عوضًا عن اختيارنا الدائم للنشاط الذي ينتهي أولاً» اخترنا آر نشاط يبدأ ويكون متوافقًا مع 
جميع النشاطات المختارة سابقًا. بيّن كيف أن هذا النهج هو خوارزمية شرهة؛ وبرهن أنه يحدّقَ حلاً أمثل. 
3-6 
إن أي نمج شره لمسألة اختيار النشاطات لن يُنتِج بجموعة ذات حجم أعظم من النشاطات المتوافقة فيما 
بينها. أعطٍ مثالاً يبن أن النهج المتمثّل في اختيار النشاط الأقصر من تلك النشاطات المتوافقة مع النشاطات 
المختارة سابقًا لن يعمل. أعد الطلب نفسه للنهجَيْن: الأول الذي يختار دائمًا النشاط المتوافق الذي يتداخل 
مع أقل عدد مع النشاطات المتبقية» والثافي الذي يختار دائمًا النشاط المتبقي المتوافق ذا أبكر لحظة بدء. 
4-6 
لنفترض أن لدينا بجموعة نشاطات علينا جدولتها بين عدد كبير من قاعات المحاضرات» حيث يمكن أن يحصل 
أعيّ نشاط في أية قاعة محاضرات. نود جدولة جميع النشاطات باستخدام أقل عدد ممكن من قاعات 
المحاضرات. أعطٍ خوارزمية شرهة فعالة لتحديد القاعة التي يستخدمها كل نشاط. 

(تُعرّف هذه المسألة أيصنًا بمسألة تلوين بيان-مجال «عاذامجم و«ذرمام «اجره7ه-امدعامة. يمكننا 
إنشاء بيان بحال عُقْدُهُ هي النشاطات المعطاة ووصلائة تربط النشاطات غير المتوافقة. إن أقل عدد من الألوان 
اللازمة لتلوين كل عقدة؛ بحيث لا نعطي لعقدتين متجاورتين اللون نفسه. يوافق إيجاد أقل عدد من قاعات 
امحاضرات للحدولة جميع النشاطات المعطاة.) 
5-6 
لندرس تعديلاً على مسألة اختيار النشاطات بحيث يكون لكل نشاط :4 قيمة عن إضافة إلى لحظات البدء 
والانتهاء. ولم يَعُد الهدفُ جعْلٌ عدد النشاطات المحدولة أعظميّاء وإنما جعل القيمة الكلية للنشاطات الجدولة 
عُظْمَى عوضًا عن ذلك. أي علينا اختيار بجموعة #4 من النشاطات المتوافقة بحيث يكون ينا معيه' أعظميًا. 
أعطٍ خوارزميةٌ تحن هذه المسألة بزمن كثير حدودي. 





عناصر الاستراتيجية الشرهة 
تنوصّل الخوارزمية الشرهة إلى حلٌ أمثل لمسألةٍ ما باتخاذ متتالية خيارات. لدى كل نقطة قرار في الخوارزمية» 
نختار الخيار الذي يبدو الأفضل عند تلك اللحظة. هذه الاستراتيجية الكسبية عناوزةناط لا تيج حلا أمئل 
على الدوام: ولكن مثلما رأينا في مسألة اختيار النشاطات؛ يمكن أحيائًا أن تج حلاً أمثل. يناقش هذا 
المقطع بعض الخواص العامة للطرائق الشرهة. 

لقد كانت الإجرائية التي اتبعناها في المقطع 1.16 لتطوير خحوارزمية شرهة أكثر تعقيدًا بقليل من المعتاد. 
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لقد اتبعنا الخطوات التالية: 

1 تحديدُ البنية الحزئية المُثْلَى للمسألة. 

2. تطوير حلٌ عَْدِي. (في مسألة اختيار النشاطات؛ قمنا بصياغة العلاقة العَؤدِية (2.16)» ولكننا لم نطور 
خوارزمية عَؤْدِية تعتمد على تلك العلاقة.) 

3. بيانُ أنه في حال اعتماد الخيار الشرهء فإنه سيبقى مسألة جزئية وحيدة. 

4. إثباثُ أن اعتماد الخيار الشره آمن دومًا (يمكن اعتماده دائمًا). (يمكن أن تحدث الخطوات 3 و 4 بأي 
ترتيب.) 

5 تطوير حوارزمية عَؤوية تنيز الاستاتيجية الشرهة. 

6. تحويل الخوارزمية الٌؤِية إلى حوارزمية تكرارية. 

باتباع هذه الخطوات» رأينا بتفصيل كبير دعائم البريحة الديناميكية التي ترتكز عليها أية خوارزمية شرهة. على 

سبيل المثال» في مسألة اخعتيار النشاطات: عرّفنا أولاً المسائل الحزئية ريك حيث كان كل من 4 و آر يتغيران. 

ثم وحدنا لاحمًا أننا إذا اعتمدنا الخيار الشره دائمًاء يمكن أن تقتصر مسائلنا الحزئية على الشكل ير5. 
وبالمقابل» كان يمكننا تشكيل البنى الحزئية المُْلَى على خلفية الخيار الشره؛ بحيث يترك الخيار مسألةٌ 

جزئية واحدة لحلّها. في مسألة اختيار النشاطات. كان بإمكاننا الاستغناء عن الدليل الثاني وتعريف المسائل 

الحزئية من الشكل برك. ثم كان بإمكاننا برهان أنه بتراكب الخيار الشره (أول نشاط ,4 ينتهي في ,5)؛ مع 

حل أمثل لبقيةٍ امجموعة ,م5 من النشاطات المتوافقة» نحصُل على حل أمثلَ ل ,5. وبعمومية أكبرء نصمم 

الخوارزمياتٍ الشرهة باتباع الخطوات التالية: 

1. تحويل مسألة الأمثلة إلى مسألةٍ نتحذ فيها خياراء ويبقى علينا حل مسألةٍ جزثية واحدة. 

2. برهانُ وجودٍ حلٌ أمثل للمسألة الأصلية دائمّاء وهذا الحل يتخحذ خيارًا شرماء بحيث يكون اتخاذ الخيار 
الشره آمنا دائمًا. 

3. إثباث البنى الحزثية المُقْلَى ببيان أنه باتخاذ الخيار الشره فإن ما يتبقى هو مسألة جزئية تتمتع بالخاصيّة 
التالية: إذا راكبنا الحل الأمثل للمسألة الحزئية مع الخيار الشره نتوصل إلى حل أمثل للمسألة الأصلية. 
سنستخخدم هذه الإجرائية المباشرة أكثر في مقاطع تالية من هذا الفصل. غير أنه يوجد في الغالب؛ خلف كل 
خوارزمية شرهة» حل أكثر تعقيدًا يعتمد البريحة الديناميكية. 

كيف يمكننا القول بأن وارزميةٌ شرهة ستَحُلع مسألة استمثال (أمئلّة) خاصة؟ لا توحد طريقة واحدةٌ 
تصلح لكل الحالات» غير أن خاصية الخيار الشره والبنى الحزئية المُتْلَى هما المكونان الأساسيان لهما. فإذا 
استظعنا إثبات أن للمسألة هاتين الخاصيتين» فإننا على طريق تطوير خخوارزمية شرهة للحل. 
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خاصيّة الخيار الشره 
إن لمكوّنَ الأساسي الأول هو خخاصية الخيار الشره «اتعدرمجم مدذه:اع-وفع»جه: مكننا تجميع حل شامل 
أمثل باتخاذ خيارٍ أمثل محليًا (شره). وبعبارة أخرى» حين نكون بصدد اعتماد أحد الخيارات» فإننا نعتمد 
الخيار الذي يبدو الأفضل في المسألة الحالية» دون الالتفات إلى نتائج المسائل اللحزئية. 

ف هذه المرحلة» تختلف الخوارزميات الشرهة عن البريحة الديناميكية. ففي البريحة الديناميكية نعتمد خخيارًا 
لدى كل خخطوة» إلا أن الخيار يعتمد عادة على حلول المسائل المزئية. نتيجة لذلك؛ فإننا تك عادةٌ مسائل 
البريحة الديناميكية بطريقة صعودية؛ متقدّمين من مسائل جزئية صغرى إلى مسائل جزئية كبرى. (بالمقابل» 
يمكننا حلها نزوليّ ولكن باستذكار 8«ا2اهمءم. ومع أن الرماز يعمل نزوليّا فما يزال علينا طبمًا حل 
المسائل الحزئية قبل اتخاذ الخيار.) في الخوارزمية الشرهة نأخذ أيّ خيارٍ يبدو الأفضل في تلك اللحظة؛ ثم خََلُ 
المسائل الحزئية المتبقية. يمكن أن يُعتمد الخيار الذي نأحذه في الخوارزمية الشرهة على الخيارات الماضية» ولكنه 
لا يمكن أن يعتمد على أي خياراتٍ مستقبلية أو على حلول المسائل المزثية. وهكذاء وخلامًا للبريحة 
الديناميكية؛ التي تحل المسائل الحزئية قبل اتخاذ الخيار الأول؛ فإن الخوارزمية الشرهة تتخحذ خخيارها الأول قبل 
حل أية مسألة جزئية. تتقدم خخوارزمية البريحة الديناميكية صعوديّاء في حين تتقدم الاستراتيجية الشرهة عادةٌ 
نزولا بأخذ خيار شره واحد بعد الآخرء بحيث نقلص كل منتسخ 1052306 للمسألة إلى مسألة أصغر منها. 

علينا بالطبع أن نثبت أن الخيار الشره يعطي حلاً شاملاً أمثلء عند كل خخطوة. وكما هو الحال في 
المبرهنة 1.16, فإن البرهان يدرس عادةٌ حلاً شاملاً أمثلٌ لمسألةٍ جزثية. ثم بين كيفية تعديل الحل للاستعاضة 
عن الخيار الشره بخيارات أخرى ينتج عنها مسائل جزئية مشابمة؛ ولكن أصغر من المسألة الأساسية. 

يمكننا عادة اتخاذ الخيار الشره بفعالية أكثر من حالة اتخاذ بجموعةٍ أوسع من الخيارات. ففي مسألة 
اختيار النشاطات مثلاً, احتجنا لفحص كل نشاط مرة واحدة فقطء وذلك بفرض أننا فرزنا سلقًا النشاطات 
بحسب الترتيب المتزايد باطراد للحظات الانتهاء. بمعالحة بدائية للدخل أو باستخدام بنية معطيات مناسبة 
(وهي غالبًا رتل ذو أولوية)» يمكننا أخحذ خيارات شرهة بسرعة؛ ونتوصّل بذلك إلى حوارزمية فعّالة. 





بدي مسالةٌ ما بنية جزئية مخَلّى عجمداءههاوطهء ا#«فامه إذا تضمّن الحل الأمثل للمسألة حلولاً مُثلى 
لمسائل جزئية. هذه الخاصية هي إحدى المكونات الأساسية لتقدير قابلية تطبيق البريحة الديناميكية أو 
الخوارزميات الشرهة. كمثال على البنى الحزثية المدْلّى» نكر كيف برها في المقطع 1.16؛ أنه إذا تضمن حلوٌ 
أمثل لمسألة جزئية رر5 نشاطًا برع» وجب عندها أن يتضمن أيضًا حلولاً مُْلَى للمسائل الحزثية بنو5 و رير5. 
واعتمادًا على هذه البنية الجزئية المُكْلَىء ناقشنا أنه إذا علمنا أي نشاط علينا استعماله على أنه ييه 
أمكننا بناء حل أمثل للمسألة ررك باختيار النشاط بيه مع جميع النشاطات ف حلول مُْلَى للمسائل 
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الحزئية بهرى؛ و زبرك. وبالاعتماد على هذه الملاحظة التي تخص البتى الحزئية المُكْلَىء أمكننا استنباط العلاقة 
العؤدّة (2.16) التي وَصّفت قيمة حلٌ أمثل. 

نستحدم عادة تَمجًا أشدّ وضوحًا فيما يخص البنى الحزئية المُثْلَى حين نطبقها على الخوارزميات الشرهة. 
كما ذكرنا آنّاء أفرطنا في افتراض أننا وصلنا إلى مسألة جزئية (أي من الصيغة نفسها)» باتََا خيار شره في 
المسألة الأصلية» على حين أن كل ما يلزمنا حقيقةٌ هو أن نناقش إذاكان ضمٌ الحل الأمثل للمسألة المزئية إلى 
الخيار الشره الذي التّحَذَء يعطي حلاً أمثلَ للمسألة الأصلية. يستخدم هذا المنهي ضميًا الاستقراء على 
المسائل الحزئية لإثيات أن اتا الخيار الشره عند كل خخطوة ينتج حلاً أمثل. 


الخيار الشره مقابل البرمجة الديناميكية 
لما كانت خخاصية البنى الحزئية المُثْلّى مستخدمة في كل من الاستراتيجيات الشرهة والبربحة الديناميكية. فقد 
ترغب في توليد حلٌ بالبريحة الديناميكية لمسألةٍ ما عندما يكون الل الشره كافياء أو بالعكس» تفكر خطأ في 
أن الح الشرة ناجم في حين يتطلب الأمر في الحقيقة حلاً بالبريحة الديناميكية. ولبيان الفوارق الدقيقة بين 
التقنيتين» سنتفخّص نوعَيْن مختلفين مسأل أمكَلةٍ المعروفة. 

مسألة حقيبة الظهر 0-1 «عاذدجم +عمعحره»6 0-1 هي التالية: يسرق لصن عخزنًا فيجد فيه « غرضًاة 
قيمة الغرض ] هي إلا دولارًا ويزن يمه رطلأء حيث إل و به أعداد صحيحة. يريد اللصنٌ أن يأحذ الميملٌ 
الأغلى ثمنًا قدر الإمكان, إلا أن بإمكانه حمل 10 رطلاً على الأكثر في حقيبة ظهره حيث 11 عدد صحيح 
ما. ما هي الأغراض التي ينبغي أن يأخذها؟ (سُمٌيت هذه المسألةٌ مسأل حقيبة الظهر 0-1 لأن أي غرض من 
الأغراض إما أن يأخذه اللصنٌ وإما يدعه جانبا؛ ولا يستطيع اللعنَّ أخذ جزءٍ من غرضء أو أخذ غرض أكثر 
من مرة واحدة.) 

أما في مسألة حقيبة الظهر الكسربة انهم عاءمعرره] اه«مةاء هزر فالمشهد هو نفسه. غير أن 
اللصصّ يستطيع أحُذ كسور الأغراض: بدلاً من أن يكون لديه الخيار (0-1) لكل غرض. ومكنك أن تتخيل 
الأغراض في مسألة حقيبة الظهر 0-1 على أنما سبائك ذهبية» أما الأغراض في مسألة حقيبة الظهر الكسرية 
فهي أكثر شبهًا بشذور الذهب. 

تتمتع كل من مسألئي حقيبة الظهر بخاصية البنى الحزثية المتلَى. لندرس. في المسألة 0-1: الملَ الأثمن 
الذي وزنه 14 رطلاً على الأكثر. إذا حذفنا الغرض ز من لحمل فإن المي المتبقي هو اليم الأثمن الذي يزن 
رنيه - 10 على الأكثرء الذي يستطيع اللص أخذه من 1 - « غرضًا أصليًا باستبعاد نر. وفي المسألة الكسرية 
المشايمة؛ نعتبر أننا إذا حذفنا وزنًا جه من أحد العناصر تر من الحمل الأمثل» وبحب أن يكون المل المتبقي 
هو لحمل الأثْنَ ذا الوزن مه - 7 على الأكثر الذي يستطيع اللص أخذه من الأغراض الأصلية 1- 
إضافة إلى س«نه - ره رطلاً من الغرض ز. 
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ومع أن المسألئَيْن متشايحتان فيمكننا حل مسألة حقيبة الظهر الكسرية باستخدام استراتيجية شرهة» 
ولكننا لا نستطيع حل المسألة 0-1 بالاستراتيجية نفسها. ولحلٌ المسألة الكسربة» نحسب أولاً قيمة الرطل 
الواحد يتله/:ظة. لكل غرض. وباتباع استراتيجية شرهة؛ يبدأ اللص بأخذ ما يمكن من الغرض ذي القيمة العليا 
للرطل الواحد. الك الغرضء وكان بإمكان اللص أن يحمل أكثرء فإنه يأخذ ما يمكثة أَحْدّةُ من 
الغرض ذي القيمة العليا التالية للرطل الواحدء وهكناء ل أن لا يعود بإمكانه خثل أي شيءٍ زائد. وهكذاء 
وبفرز الأغراض بحسب قيمة الرطل الواحد لكل منهاء تُنقّد الخوارزمية الشرهة بزمن (0061187. وسيُطلب 
إليك في التمرين 1-2.16 البرهان على أن مسألة حقيبة الظهر الكسرية تتمتع بخاصيّة الخيار الشره. 

ولمعرفة أن الاستراتيجية الشرهة لا تعمل في مسألة حقيبة الظهر 0-1: نأخذ منتَسّمٌ #ممهاوهز المسألة 
المبين في الشكل 2.16(). ففي هذا المثال ثلاثة عناصر, وبإمكان حقيبة الظهر خَثل 50 رطلاً. العنصر 1 يزن 
0 أرطال وقيمته 60 دولارء والعنصر 2 يزن 20 رطلاً وقيمته 100 دولار» والعنصر 3 يزن 30 رطلاً وقيمته 
0 دولان. وهكذاء فإن قيمة كل رطل من العنصر 1 تساوي 6 دولارت؛ وهي أكبر من قيمة الرطل لأي من 
العنصر 2 (5 دولارات لكل رطل) أو العنصر 3 (4 دولارات لكل رطل). لذلك؛ فإن الاستراتيجية الشرهة 
ستأخذ العنصر 1 أولاً. ولكن؛ كما يظهر من تحليل الحالة في الشكل 2.16(ب): فإن الحلٌ الأمثل يأعذ 
العنصرّئن 2 و 3 تاركا العنصر 1. أما الحلآن الممكنان الآخران اللذان يأخذان العنصر 1 بالاعتبار فهما 





قا 
03 لو 
لسن * 
ددا 
م إم 
اعمدممط 5120 5100 50 2-80 > للا 2-520 
0 ب ١ت‏ 


الشكل 2.16 مثالٌ بين أن الاستراتيجية الشرهة لا تناسب حالة مسألة حقيبة الظهر 0-1. (أ) على اللص أن 
يختار بجحموعةٌ جزئية من الأغراض الثلاثة المبينة بحيث لا يزيد وزنما الكلي عن 50 رطلاً. (ب) تتضمن المجموعة الحزئية 
المُمْلَى الغرضّين 2 و 3. وأعيُ حل يتضمّن الغرض 1 هو حلٌ غير أمثل (أمثل جزنيًا)؛ بالرغم من أن للغرض 1 أعلى 
قيمة للرطل الواحد. (ت) في حالة مسألة حقيبة الظهر الكسرية» فإن أخذ الأغراض بحسب ترتيبٍ أعلى قيمة لكل 
رطل يعطي حلا أمثل. 
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ولكن في المسألة الكسرية المشايحة» تؤدي الاستراتيجية الشرهة التي تأخذ العنصر 1 أولاً إلى حلٌ أمثل» 
كما هو مبيّن في الشكل 2.16(ت). فيما لا يمكن أذ العنصر 1 في المسألة 0-1 لأن ذلك يمنع اللص من 
ملء حقيبة ظهره بكل سعتهاء والفراغ في الحقيبة يحفْض القيمة الفعلية للرطل الواحد من حمله. حين نأخذ 
بالاعتبار عنصرًا لتضمينه في الحقيبة الظهرية في المسألة 0-1» علينا أن نقارن حل المسألة الحزئية الذي يضمّن 
هذا العنصر بحلٌ المسألة المزئية الذي يستبعد هذا العنصر قبل اعتماد خيارنا. ينتج عن صياغة المسألة يهذه 
الطريقة؛ مسائل جزئية كثيرة متراكبة: وهذه سمةٌ مير للبرحة الديناميكية» وبالفعل» مثلما يُطلب إليك بيانه في 
التمرين 2-2.16) يمكن استخخدام البريحة الديناميكية لحل المسألة 0-1. 


تمارين 
1-6 
برهن أن مسألة حقيبة الظهر الكسرية تتمتع بخاصية الخيار الشره. 
26 
أعطٍ حلا بالبريحة الديناميكية لمسألة حقبية الظهر 0-1 تُقّذْ يزمن (/0)10: حيث ‏ عدد العناصرء و 10 
الوزن الأعظم للأغراض التي يستطيع اللص وضعها في حقيبة ظهره. 
3-6 
افترض في مسألة حقيبة الظهر 0-1 أن ترتيب الأغراض حين فرزها تصاعديًا تبعًا للوزن؛ هو نفسه ترتيبها 
بحسب قيمها المتناقصة. أعطٍ خوارزمية فعالةٌ لإيجاد الحل الأمثل لهذا الشكل المعدّل من مسألة حقيبة الظهر» 
وناقش صحة خوارزميتك. 
4/66 
يحلم البروفسور جيكو 6610 دائمًا بعبور داكوتا الشمالية هامعلة© 7000 على المزلاج. وهو يخطّط لعبور 
الولاية على الطريق السريع 2 .10.5 الذي يبدأ من 0:15 4مه:: على الحدود الشرقية مع مينيسونا 
هاهدعمم نل إلى ولستون 18:15:00 قرب الحدود الغربية مع مونتانا هغهه24. يمكن أن يحمل البروفسور 
لتزن من الماء» ويمكنه أن يتلم 72 ميلاً قبل أن ينفد ماؤه. (لأن داكوتا الشمالية سهليّة نسييّاء ليس على 
البروفسور أن يعبأ بشربه الماء بمعدلات أعلى عند المقاطع الصاعدة منها عند المقاطع السهلية أو الهابطة.) 
سيبدأ البروفسور عند كلءه1 65254 بلتريْ ماء كاملين. تبيّن خارطته الرسمية لولاية داكوتا الشمالية جميع 
الأماكن على طول الطريق 2 .1.5 الني يمكنه عندها إعادة ملء الماءء والمسافات بين هذه المواضع. 

هدف البروفسور هو تصغير عدد التوقفات المائية على طول الطريق عبر الولاية. أعطٍ طريقة فعّالة 
يستطيع بواسطتها تحديد التوقفات التي يجب أن يقوم بما لملء الماء. بين أن استزاتيجيتك تحدّق حلا أمثل» 
وأعطٍ زمن التنفيق. 
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صِفْ خوارزمية فعالة» تأخذ مجموعة من النقاط (م:,... .يدرو« على المستقيم الحقيقي: وتحدّد أصغر 
مجموعة من المحالات المغلقة التي طوا واحد تحتوي كل النقاط المعطاة. ناقش صحة خوارزميتك. 

* 6-6 

بين كيف تحل مسألة حقيبة الظهر الكسربة بزمن ()0. 

7-6 

افترض أن لديك مجحموعئين 4 و 8؛ تتضمن كلٌ منها « عددًا صحيحًا موجبًا. يمكنك إعادة ترتيب كل 
مجموعة بالطريقة التي تريد. بعد إعادة الترتيب» ليكن :© العنصرٌ ذا الترتيب : من المجموعة 4 و يط العنصرٌ ذا 
العنصر : من المجموعة 8. بعد ذلك ستحصل على مكافأة بقيمة “,0:آ[[]. أعطٍ خوارزمية تجعل المكافأة 
عُظْمَى؛ أثبت أن خوارزميتك تجعل المكافأة عُظْمَى» وصرّح عن زمن التنفيق. 





أرمزة هوفمان 
تضغط أرمزة هوفمان المعطيات بفعالية عالية جدًا؛ ومكن عادةٌ تحقيق وفر بنسبة 2096 إلى 9096: وذلك تبعًا 
لخواص المعطيات التي هي في قيد الضغط. نفترض أن المعطيات هي متتالية من المحارف. تُستخدم خوارزمية 
هوفمان الشرهة جدولاً بمرّات ورود امحارف (أي تواتراتما) لبناء طريقة مُتْلَى لتمثيل كل محرف كسلسلة محارف 
اثنانية, 

افترض أن لدينا ملف معطياتٍ ب 100,000 محرف» ونود خزنه خزنًا متراصًا. نلاحظ أن المحارف في 
الملف ترد بالتواترات المعطاة بالشكل 3.16. أي تُظهر فقط 6 محارف مختلفة» ويد احرف 45,000 مرة. 

ثمة عدة غيارات لتمثيل ملف معلومات كهذا. هناء تتم بمسألة تصميم رماز بالمحارف الاثنانية 
ملم «ماعهرهنك «رجهدرزة (أو باختصار رماز ء#مع) حيث نرمز كل محرف بمتتالية محارف اثنائية وحيدة. إذا 
استخدمنا رمارًا محدّد الطول ع9مء «اع:«ء-#متتر فإننا نحتاج إلى ثلاثة بتات لتمثيل المخارف الستة: 
1 - ت ... ,001 > ط,000 > ع. تتطلب هذه الطريقة 300,000 بثًا لترميز كامل الملف. هل يمكتنا القيام 
بما هو أفضل من هذا؟ 

يمكن للرماز المتغير الطول فم «الع«ء!-ءاؤهزجهد أن يكون أداؤه أفضل بكثير من الرماز المحدد 
الطول» بإعطاء المحارف العالية التواتر كلمات رماز قصيرة والمحارف النادرة كلمات رماز طويلة. يبيّن الشكل 
6 هذا الرماز؛ هناء يمثل احرف ذو البت الوحيد 0 المحرف 2» وعثل المحرف ذي البتات الأربعة 1100 
احرف م. يتطلب هذا الرماز: 


بت 224,000 > (5()4(1)1,000) + (9()4) + (16()3) + (12()3) + (13()3) + (45()1)] 
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احرف 
تواتره (بالآلاف) ا ا ا ل 0 

كلمة الرماز بطول ثابت 000 001 010 011 100 101 
كلمة الماز بطول متغير 0 101 100 111 1101 1100 
الشكل 3.16 مسألة 
بالتواترات المبينة. إذا أسندنا رمازًا من ثلاثة بتات لكل محرف» فيمكن ترميز الملف ب 300,000 بت. أما باستخخدام 
الرماز المتغير الطول المبين» فيمكن ترميز الملف ب 224,000 بت. 





رميز محارف. يتضمن ملف معطيات 100,000 عحرفاء من مجموعة المحارف #6-ه فقط 





لتمثيل املف أي بوفر بنسبة 2596 تقريًا. وهو في الواقع رماز أمثل للمحارف هذا الملف؛ مثلما سنرى 
لاحمًا. 
الأرمزة السبقية 
سندرس هناء فقط الأرمزة التي لا تكون فيها أية كلمة رماز سابقةٌ ]عم لكلمة رماز أخرى. تسمى هذه 
الأرمزة أرمزة سبقية * وعوو» جنةرومط. يمكن أن نبيّن» علمًا بأننا لن نبرهن ذلك هناء أن الرماز السبقي يمكنه 
دائمًا إنحاز ضغط المعطيات الأمثل من بين أي رماز للمجارف. وبذلك فإننا لا ننقص من عمومية المسألة إذا 
قصرنا اهتمامنا على الأرمزة السبقية. 

إن عملية الترميز بسيطة لأي رماز محارف اثنانية؛ إذ يكفي ضم كلمات الرماز الني تمثل كل محرف في 
الملف. على سبيل المثال» نرمّز ملف المحارف الثلاثة عطاخ بالرماز المتغير الطول السبقي الموضح بالشكل 3.16 
كما يلي: 0101100 > 100٠101١0؛‏ حيث يشير "٠"‏ إلى الضم. 

الأرمزة السبقية مرغوبة لأنه يمكن فك ترميزها ببساطة. ولما كانت أية كلمة رماز لا تكوّن سابقةٌ لأية 
كلمة رماز أخرى: فإن كلمة الرماز التي يبدأ يما ملف مرمّز غير مُليسَة. يمكننا بيساطة تحديد كلمة الرماز 
الأولى» وإعادتما إلى احرف الأصليء وتكرار عملية فك ترميز بقية الملف المرمز. في مثالناء تحلّل سلسلة 
المحارف 001011101 تحليلاً وحيدًا إلى 00١0٠١101٠1101‏ ويْفكٌ ترميزها إلى #طهج. 

تحناج عملية فك الترميز إلى تمثيل مناسب للأرمزة السبقية: بحيث يمكننا التقاط كلمة الرماز الأولى 
بسهولة. توفر الشجرة الثنائية التي أوراقها هي المحارف المعطاة مثل هذا التمثيل. نفسر الكلمة الاثنانية حرف 
على أنما المسار البسيط من الحذر إلى ذلك احرف بحيث يعني 0 "اذهب إلى الابن الأيسر" و 1 "اذهب إلى 
الابن الأيمن". يبيّن الشكل 4.16 أشجار الرمازين في مثالنا. لاحظ أن هذه الأشجار ليست أشجار بحث 





ثنائية» لأنما لا تتطلب ظهور الأوراق بترتيب مفروزء ولأن العقد الداحلية لا تتضمن مفاتيح محرفية. 





* رما تكون التسمية "أرمزة من دون سوابق" أفضلء إلا أن "الأرمزة السبقية” معيارية في المراجع. 
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الشكل 4.16 الأشجار الموافقة لأساليب الترميز في الشكل 3.16. كل ورقة لها لصيقة بامحرف مع تواتر وروده؛ 
وكل عقدة داخلية لها لصيقة بمجموع تواتر ورود الأوراق في شجرتما الفرعية. (أ) الشجرة الموافقة للرماز المحدد الطول 
- ع ,... ,000 > ج. (ب) الشجرة الموافقة للرماز السبقي الأمثل 1100 > ع ,... ,101 > ط,0 > 2. 





يجري دائمًا تمثيل الرماز الأمثل لملف بشجرة ثنائية ملى //ءأ بحيث يكون لكل عقدة إن لم تكن ورقة 
ابنان (انظر التمرين 2-3.16). إن الرماز المحدد الطول في مثالنا ليس أمثليّاء لأن شجرته المبيئة في 
الشكل 4.16() ليست شجرة ثنائية ملأى: ثمة كلمات رماز تبدأ ب ... 10 ولكن لا تبدأ أي كلمة رماز 
ب ...11. ولأننا سنقصر اهتمامنا الآن على الأشجار الثنائية الملأى. يمكننا القول إنه إذا كانت © الأبحدية 
الني تنتمي إليها امحارف؛ وكانت تواترات جميع حارف موجبةء كان لأشجار الأرمزة السبقية المُْلّى |©| ورقة 
بالضبط» ورقة لكل حرف ف الأبحدية؛ وكان لها تمامًا 1 - || عقدة داخلية (انظر التمرين 3-5.ب). 

إذا كان لدينا شجرة 7 توافق رمارًا سبقيّاء يمكن بسهولة عدّ البتات اللازمة لترميز الملف. لنرمز بالواصفة 
4 إلى تواتر احرف ع من الأبحدية © في الملف؛ وليكن ()4 عمق ورقة انحرف ع في الشجرة. لاحظ 
أن (6)ج4 هو أيضًا طول كلمة ترميز انحرف ع. وبذلك؛ يكون عد البتات التي يتطليها ترميز الملف هو: 





(4.16) اج وم جع 0 802 


566 


ونعّف هذا العدد بأنهكلفة بومع الشجرة '17. 


بناء رماز هوفمان 

اخترع هوفمان خوارزمية شرهة تبني رمارًا سبقيًا أمفل يسمى رماز هوفمات مهمه «ه««زانه7ة. وتماشيًا مع 
ملاحظاتنا في المقطع 2.16 تعتمد صحة هذا الرماز على خاصية الخيار الشره والبنى الحزئية المُثْلّى. وعوضًا 
عن تبيان تحقق هذه الخواص ثم تطوير شبه الرمازء فإننا سنعرض شبه الرماز أولاً. إذ سيساعد هذا في توضيح 
كيفية قيام الخوارزمية بالخيارات الشرهة. 
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الشكل 5,16 خطوات خحوارزمية هوفمان للتواترات المعطاة في الشكل 3.16. بين كلل جزء محتويات الرتل مفروزة 
تصاعديًا تبعا للتواتر. في كلٌ خحطوة, تُدمج الورقتان الأقل تواترا. تُظهر الأوراقُ على شكل مستطيلات تحتوي احرف 
وتواتزه» والعقدُ الداخلية على شكل دوائر تتضمن بجموع تواترات أبنائها. توضع لصاقةٌ على الوصلة بين العقد 
الداخلية وأبنائهاء قيمّها 0 إذا كانت الوصلة إلى الابن الأيسرء و 1 إذا كانت الوصلة إلى الابن الأيمن. إن كلمة رماز 
محرف هي متنالية اللصاقات على الوصلات التي تربط الجذر بورقة ذلك الحرف. (أ) المجموعة البدائية من 6 2 م 
عقد, عقدة لكل حرف. (ب)-(ج) مراحل وسيطية. (ح) الشجرة النهائية. 


نفترض في شبه الرماز التالي أن 6 مجموعةٌ من + محرقاء وأن كل محرفب 6 ع ع هو غرضٌ له واصفةٌ تعطي 
تواتزه 784/.». تبني الخوارزمية الشجرةٌ 7 الموافقة للرماز الأمثل بطريقة صعودية. فهي تبدأ بمجموعةٍ من |16 
ورقة» ثم تنحز متتالية من 1 -01| عملية "دمج" لإنشاء الشجرة النهائية. تستخحدم الخوارزمية رتلا ذا أولوية 





الأصغر 0: مفتالحة الواصفةٌ وعت/ء لتعيين ذوي التواتر الأقل لدبجهما. ! الدمج هو غرضٌ 
جديدٌ تواتر هو بجموع تواتري الغرضّين اللذين كُيحا. 
(6)الماطم ماكر 


ا6اعه 1 

20-6 

5-1 166-ؤزءعم 3 

2 علمم برعم ع عنمعم1لة 4 
(0)الالعمم د عد عزها.ج 5 
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(0)الا مهمع - بر - عاوادة 

]رج و76 2 و6/ 2 

(0,2)تمعوط 

ععنا عطاءه امه عطا مسدعء //. (8110000عمهندع ممم 


اه ناه اما 


تعمل خوارزميةٌ هوفمان في مثالنا كما هو مبيّن في الشكل 5.16. ولما كانت الأيحديةٌ تتضمن 6 محارف؛ فإن 
حجم الرتل البدائي 6 - 62 ويلزم 5 حطواتٍ دمج لبناء الشجرة. تمل الشجرةٌ النهائية الزمارٌ السبقي الأمثل. 
إن كلمة الرماز نحرف هي متنالية لصيقات الوصلات على المسار البسيط من الجذر إلى الحرف. 

يستبدئ السطر 2 رتل ذو أولوية الأصغر 0 بملئه محارف ©. تُستخرج حلقة #وك؛ في الأسطر 8-3» 
تكرارباء العقدئين بد و بز الأدى تواترا في الرتل» وتستعيض عنهما في الرتل بعقدة جديدة 2 تمثّل ناتج دبحهما. 
سب تواتر 2 في السطر 7 على أنه بجموع تواتري :* و بز. للعقدة 2 ابنان» + هو الابن الأيسر و بز هو 
الابن الأبمن. (هذا الترتيب اعتباطي؛ فالتبديل بين الابن الأيسر والأيمن لأية عقدة يُتِج رمارًا مختلفًا ولكن له 
الكلفة نفسها.) بعد 2-1 عملية دمج؛ يعيد السطر 9 العقدة الوحيدة المتبقية في الرتل» التي هي جذر 
.شجرة الرماز. 

ومع أن الخوارزمية ستعطي نفس النتيجة لو أننا أزلنا المتحولين + و /ز (بإسناد القيم مباشرة إلى 2.16/6 
و غ(و”.2 في السطرين 5 و 6» وتغيبر السطر 7 إلى و©7/ +اوا.2 + وه«/ غ/ه!.2 > ووى/ .2)» فإننا 
سنستخخدم الاسمين د و بز لبرهان صحة الخوارزمية. لذلك؛ رأينا من المناسب الإبقاء عليهما. 

لتحليل زمن تنفيذ خوارزمية هوفمان نفترض أن الرتل © منجّر ككومة اثنائية وفق الأصغر 
مهء-دنص رمعم (انظر الفصل 6). في حال تكونت المجموعة © من : محرقاء يمكننا إنحاز استبداء الرتل © 
في السطر 2 بزمن (005 باستخدام الإجراء «ه6ة]-:12-801ا8 الذي ناقشناه في المقطع 3.6. تقد 
حلقة +0؟ في الأسطر 8-3 1 - 2 مرةٌ تمامًا. ولما كانت كل عملية كومة تتطلب زمنًا (:0)187» فإن الحلقة 
تساهم بزمن (0)21871 في زمن التنفيذ. وبذلك يكون زمن التنفيذ الكلي ل 11055940 على مجموعةٍ من 7 
محرمًا هو (0)2187. يمكننا فض زمن التنفيذ إلى (00218187 بالاستعاضة عن الكومة الاثنانية وفق 


الأصغر بشجرة كد80 2006 5هم (انظر الفصل 20). 








صحة خوارزمية هوفمان 





أن مسألة تعيين رماز سبقي أمثل تحقق خاصيتي 
الخيار الشره والبنية الحزئية المُعْلَى. تبيّن التوطئة التالية أن خخاصية الخيار الشره حقّقة. 


لإثبات أن خوارزمية 430]ؤع13105 الشرهة صحيحة» 


توطئة 2.16 
إذا كانت © أبجدية بحيث يكون لكل حرفب © ع ء تواترٌ وعجر.ء: وإذاكان * و نز محرفَين في © لهما أصغر 
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التواترات» فيوجد رمارٌ سبقيٌ أمثل موه «اعدم 21دنامه ل © بحيث يكون لكلمتي الرماز الخاصتَيْن ب # 
وانز الطولُ نفشه وتختلفان في البت الأخير فقط. 
البرهاك تكمن فكرة البرهان في أخحذ الشجرة 7 التي تمثل رمارًا سبقيًا أمثل اعتباطياء وتعديلها لبناء شحرة 
تثّل رمارًا سبقيًا أمثل آخر بحيث يَظهر المحرفان ‏ و بز كورقئيْن أختين لهما أعظم عمق في الشجرة الحديدة. 
إذا استطعنا بناء مثل هذه الشجرة: فسيكون لكلمتي الرماز الخاصتين ب * و نز الطولُ نفسشه. وستختلفان في 
البت الأخير. 

ليكن المحرفان © وط ورتين أعمَيْن لمما العمق الأعظم في 7. ولكي لا نفقد عمومية الحل: نفترض أن 
و« ]ءط > وء7].ه و 769].ل ك و»7] .:د. ولماكان 0©م/.:* و 56/ .نز أصغر تواترين مرتبين للأوراق» 





وكان »م ] .ه و و76]. تواترثن اعتباطيين مرتبين» فإن 769[ مه > 769[ .د و وه«/ءط > و70 / .لز . 

في بقية البرهان: من الممكن أن يكون لدينا و»م/.ه - وم/ .+ أو 7©0/.ط > وج .يز. ومع ذلك» 
إذا كان وعم/.ط ع وعم/. فسيكون لدينا أيضًا و76]/.لز - و76] .+ > و76/.ط > و76/.ه (انظر 
التمرين 1-3.16): وستكون التوطثة مرقنة بداهة. لذلك سنفترض أن #ع”/.ط # وعج/ .يد وهذا يعني 
أن ط ع عد 

كما يبيّن الشكل 6.16: نبادل موضعّي 4 و + في 7 لإنتاج شجرة ”23 ثم نبادل موضعي ١‏ و ا/ز في "7 
لإنتاج شجرة ”7 تكون فيها الورقنان * و بز أخمّيْن بعمتٍ أعظم. (لاحظ أنه إذا كان ط > * ولكن » م بره 
عندها لن تكون + و نز أخئّين في الشجرة "7 بعمتٍ أعظم. ولأننا نفترض أن ( * ؛ فإن هذه الحالة لن 
تحصل.) من المعادلة (4.16) يكون فرق التكلفة بين '7 و "7 هو: 





)رج بوه 1/7 2 - عومج 2 - )8 - )8 
2 2 
(0)رجة بوه تبه - (ت) برك .و6« ]ند - (ه)جة .و6 ]به + )م4 .7760 بد د 
(جة.ومتمه - (ه)جة .و76 عد - (ه) جك .و6 ]به + (نت) جف .7:60 عد 
(مجك - (م)ج4) (وء ]د - وه زر .ه) 
0 





لأن كلا من و6”].:< - ومس] .0 و (3)ج4 - (6)ج4 غير سالب. وبتخصيص أدقه و6«/ .مد - و76[ .6 
غير سالب لأن * هي ورقة ذات أصغر تواترء و (*)ج4 - (8)ج4 غير سالب لأن » ورقة ذات عمقٍ أعظم 
في 7. وبالمثل» فإن المبادلة بين بر و ظ لا يزيد التكلفة» وبذلك يكون ("8)7 - (/8)7 غير سالب. ولذلك» 
فإن ()8 > (”8)1: وما كانت ”7 مُتْلّى؛ فإن ("8)7 > (8)7: وهذا يقتضي أن (8)07 > ("8)1. 
إذن» "7 شجرة مُْلَى تظهر فيها * و ب كورقئيْن أحتين هما عمق أعظم؛ ومنه نستنتج صحة التوطئة. ‏ 9 
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الشكل 6.16 توضيح الخطوة المفتاحية في برهان التوطئة 2.16. ني الشجرة المُْلَى 27 الورقتان » و ل هما أخختان 
تتمتعان بعمت أعظم. الورقتان > و بر هما امحرفان اللذان لمما التواتر الأقل؛ تظهران بموضعين اعتباطيين في الشجرة '7. 
بافتراض أن ٠‏ * ده فإن إبدال الورقنين » و + فيما بينهما يُنتِج الشجرة "07 ثم يُنتِج إبدال الورقتين 8 و بز الشحرة 
7. ولماكانت أية عملية إبدال لا تزيد في الكلفة» فإن الشحرةٌ الناتجة “7 هي أيضًا شحرةٌ مُكلى. 


تقتضي التوطثة 2.16 أنه يمكن؛ دون المساس بعمومية المسألة) بَدْعْ إجرائية بناء شجرة مُْلَى باستخدام 
الخيار الشره الذي يدمج المحرفين ذوي التواتر الأقل. لماذا هذا الخيار هو خيار شره؟ يمكننا رؤية تكلفة عملية 
دمج وحيد على أنما بجموع تواتي العنصرين المدموجين. يبيّن التمرين 4-3.16 أن التكلفة الكلية للشجرة التي 
جرى بناؤها يساوي محموع تكلفة عمليات الدمج. من بين جميع عمليات الدمج الممكنة؛ عند كل خطوة» 
تستهدف عوارزمية 8100572042 عملية الدمج ذات التكلفة الأقل. 
التوطئة التالية أن لمسألة بناء أرمزة سبقية مُْلَى نخاصية البنية الحزئية المُلى. 





توطلة 3.16 

لتكن © أبحدية بتواتر وع”/.ء لكلٌ محرف © © ع. وليكن * و نز محرفين من © بأقل التواترات. ولتكن 

الأبجدية “6 التي ذف منها « و يزه وأضيف إليها محرف جديد يه أي: (2) لا (لا,ه) -6 - 60. 

نعف وع"/ للأيحدية "6 كما هو معرّف ل © باستشناء أن وعم .نز + وعم .عد - وعجر .2. لتكن "7 أية 
تل رمارًا سبقيًا أمئل للأيحدية “. عندها تمل الشجرة 07 الناتجة من ”7 بالاستعاضة عن عقدة 

الورقة 2 بعقدة داخلية أبناؤها ‏ و بز رمارًا سبقيًا أمثلٌ للأيحدية ©. 





البرهات نين أولاً أنه يمكن التعبير عن (8)7 تكلفة الشجرة 7 بدلالة ("8)1 تكلفة الشجرة "7 بالأخذ 
بالحسبان تكاليف مكونات العادلة (4.16). لكل رف (بز,) - 6 ع لدينا (©),م4 > (ع)جف؛ 
ولذلك» فإن (),جه.وءج/ء - (ع)جك.وءرء. وما كان 1 + (4,)2 ع (7ز)ء4 - («)جك؛ فيكون 
الدينا: 
(1+ (2)بجة)(وعج] .+ وعج ع - (واجفوه .رزج ناجل بوم جد 
, (و©7] .رز + وعجر[ .) + (2) بج .وه2./7 - 


ومنه نستنتج أن: 
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64ج ]نز + وعجر .عد + (8017 - (8)1 
أو العلاقة المكافئة: 
. 764].لا- و56[ - (807 > ("800 
سنبرهن التوطثة الآن بطريقة نقض الفرض. لنفترض أن 7 لا مُثّل رمارًا سبقيًا أمفل للأبحدية 6. إذن 
توجد شجرةٌ مُتْلَى ”7 بحيث (8)7 > (8)72. ومن دون إنقاص عمومية المسألة (باستخدام التوطئة 2.16)» 
نعتبر ‏ وابز أخحتين في الشجرة "7. لتكن ”7 الشجرة ”7 بالاستعاضة عن الأب المشترك ل +« و /ز بالورقة ب 
بتواتر #0 .لا + 76] .+ > 2./78. وعندها يكون: 
وز - ومج/ د - ("8)7 - (0"11)ق8 


]ل - ومن عد - (800 > 
, "80 - 

وهذا يناقض الفرض أن ”7 تمثل رمارًا سبقيًا أمئل ل "6. وبذلك؛ يجب أن تمثّل ”7 رمائًا سبقيًا أمثل 
للأيحدية 6. 8 
مبرهنة 4.16 
تنتِجٍ الإجرائيةٌ امهالام#ناكط رماًا سبقيًا أمثل. 
البرهاند يمكن إثبات هذه المبرهنة مباشرةٌ من التوطئتين 2.16 و 3.16. 8 
تمارين 
1-6 


ذكرنا في برهان التوطئة 2.16 أنه إذا كان و»//ءط -وم//. وَحَبَ أن يكون 
]نز - وعم] .* - ووم]/ .ا - و76/.ه. وضّح السبب. 


26 
برهن أنه لا يمكن أن توافق ث 





بة غبر ملأى رمارًا سبقيًا أمثل. 


3-6 
ما هو رماز هوفمان الأمثل للمجموعة التالية من الترددات؛ التي تعتمد على أعداد فيبوناتشي 8061مو16 
الشمانية الأولى؟ 


1 13:و 8 كته قنه 2يه 1ئط انه 
هل يمكنك تعميم إجابتك لإيحاد الرماز الأمثل حين تكون التواترات هي أعداد فيبوناتشي ال + الأولى؟ 


4_6 
برهن أنه يمكن أيضًا حساب التكلفة الكلية لشجرة رمازء على أنما بجموع تواتري ابتي كل عقدة داخلية. 


4.16 * 


الباب /11 / تقنيات متقدمة في التصميم والتحليل و4 


5_6 
برهن أنه إذا رتبنا محارف أبحدية بحيث تكون تواتراتما متناقصة باطرادء فثمة رماز أمثل تكون كلمات رمازه 
متزايدة الطول باطراد. 

616 


1 - © من المحارف» وأننا نود إرسال هذا 





النفترض أن لدينا رماًا سبقيًا أمثل على مجموعة [1- 
الرماز باستخخدام أقل عدد مكن من البتات. بيّن كيف يمكن تمثيل أي رماز سبقي أمثل على © باستخدام 
[18] +1 -20 بنّا فقط. (تلميح: استخدم 20-1 بِنّا لتحديد بنية الشجرة؛ فيما يجري استكشافها 
بالمسير عبرها.) 

76 

عمّم خوارزمية هوفمان لكلمات رماز ثلائية (أي كلمات رماز تستخدم الرموز 0 و 1 و 2)» برهن أنما تعطي 
أرمزة ثلاثية مُْلّى. 

816 

افترض أن لدينا ملف معطياتٍ يتضمن متناليةٌ من محارف ذات ثمانية بتات بحيث تكون جميع امحارف ال 256 
تقريًا بنفس الشيوع: أي التواتر الأعظم للمحارف أقل من ضعف التواتر الأدن لا. برهن أن ترميز هوفمان 
في هذه الحالة ليس أكثر فعالية من الرماز العادي المحدد الطول ب 8 بتات. 

9-16 

بين أنه لا يوجد أسلوب ضغط يَُوقّ أن يضغط ملف محارف ذات مان 
منه بنّا واحدًا. (للميح: قارن عدد الملفات بعدد الملفات المرمزة الممكنة.) 


عنتارة عشوائيًا ولا حت ليقلص 





الكيانات المصفوفية والطرائق الشرهة 

تعرض في هذا المقطع نظريةٌ جميلة عن الخوارزميات الشرهة. تصف هذه النظرية حالات كثيرة تعطي فيها 
الطريقةٌ الشرهةٌ حلولاً مُتْلَى. وهي تتطلب بنى تراكبية (توافقية) تسمى كيانات مصفوفية "080:0105". ومع 
أن هذه النظرية لا تشمل جميع الحالات التي تُطبّق فيها الطرائق الشرهة (فهي لا تشمل مثلاً مسألة اختيار 
النشاط في المقطع 1.16 أو مسألة ترميز هوفمان في المقطع 3.16): إلا أنما تشمل الكثير من الحالات الحامة 
عمليًا. يضاف إلى ذلكء أن هذه النظرية توسّعت لتشمل تطبيقات عديدة كثيرة؛ انظر الملاحظات في آخر 
اهنا التصل للبيفة الرانيمه 


الكيانات المصفوفية 
الكيان المصفوفي 2661014 هو زوج مرتب (5,1) - 14 يحقق الشروط التالية: 
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1 5 مجموعة منتهية. 


2. 1 جماعة غير خالية من اجموعات الكزئية من 5» تسمى المجموعات / 
كاءكطهد ااءفدعمءفدة من 5. بحيث أنه إذا كان 1 »ع 8 وكان 8 ع 24 فإن / © 4. ونقول إن 1 





وراثية «رمهاذكعم 16 إذا حققت هذه الخاصية. لاحظ أن المجموعة الخالية © هي بالضرورة عنصر في /. 
3. إذاكان / ع 4 و 6»1 8 و |8| > |4| فثمة عنصر 4- 8 © د بحيث [ ع (+] نا 4. نقول أن 10 
تحقق خاصية العبادل «رارعررهمم عع «هداع:ت. 
يعود فضل ابتكار كلمة الكيان المصفوفٍ "70/014" إلى »11:1 «6او5ه/8؛ فقد كان يدرس الكيان 
المصفوفي المصفوفاتي 4ذه/ه«م ءزمههم الذي تكون فيه عناصر 5 أسطر مصغوفة معطاة وتكون بجموعة 
الأسطر مستقلة إذا كانت مستقلة خخطيًا بالمعنى المعتاد. هذه البنية تعرّف كيانًا مصفوفيّاء يُطلب إليك في 
التمرين 2-4.16 بيان ذلك. 
عمة مثال آخر على الكيانات المصفوفية هو الكيان المصفوفي البياني 4ذه اه« ءذ«امهجع (جا,م5) > والا 
المعرّف بدلالة البيان غير الموجه (5,/ا) - 6 كما يلي: 
ه المجموعة جى هي المجموعة 8) مجموعة الوصلات في 6. 


ه إذا كانت 4 مجموعة جزئية من ء فإن م[ © 4 إذا وفقط إذا كانت 4 خالية من الحلقات. أي إن 





مجموعة الوصلات في 4 مستقلة إذا وفقط إذا كان البيان الحزئي (4,/) - م6 يكن غابة. 
إن الكيان المصفوني البيائي ج40 وثيق الصلة بمسألة شجرة المسح الصغرى؛ المشروحة بالتفصيل في الفصل 23. 


مبرهة 5.16 


إذا كان (,17) > 6 بيانًا غير موجه فإن (ج1,ج5) > ع1 كيان مصفوقي. 





البرهان من الواضح أن :8 
غابة. وبطريقة أخرى؛ فإن حذف وصلات من مجموعة وصلات خالية من الحلقات لا يمكن أن ينشئ 
حلقات. 


جك مجموعة منتهية؛ وأنَّ م1 وراثية: لأن المجموعة الحزئية من غابة هي أيضًا 


وهكذا فما علينا سوى أن نبيّن أن ج80 تَحمّق خاصية التبادل. لنفترض أن (4,/) > ,6 
و (1/,8) > و6 غابتان في 6 وأن [4| < |8|. أي إن 4 و 8 هما مجموعتا وصلات خخالية من الحلقات: 
و 8 تحتوي على وصلاتٍ أكثر من 4. 

إن الغابة (م,م/]) - 8 تتضمن تمامًا [م8| - 1م1] شجرٌ. ولبيان ذلك» نفترض أن # تتضمن غ 
شجرةٌ حيث للشجرة : ننه عقدة و :© وصلة. فيكون لدينا 


الباب /11 / تقنيات متقدمة في التصميم والتحليل اح 


به( - امقا 


1-1 


8 
(اعتماداً على المبرهنة (ب.2)) 0ه 
2 
8 
ا 
2 
بع -املااع- 
وهذا يقتضي أن || - إم/ا| - ع. وبذلك فإن الغابة م6 تنضمن [4| - /1] شجرة» والغابة و6 تتضمن 
|8| - 1/ا| شجرة. 
وما كانت الغابة م6 تتضمن أشجارًا أقل من الغا 
عُقَدُها في شجرتين مختلفتين من الغابة مر6. يضاف إلى ذلك أنه لما كانت 7 مترابطة» وجب أن تنضمن وصلةٌ 
(ن,نا) بحيث تكون العقدتان مه و < في شجرتين ن من الغابة بم6. ولما كانت الوصلة (2,ب) تصل 
عقدتين من شجرئَيْن مختلفتين من الغابة بم6: فيمكننا إضافة الوصلة (2,ل) إلى الغابة بر6 دون إنشاء حلقة, 


م66 وَحَب أن تتضمن الغابة و6 شجرة ما 37 








ويمذاء تمدق ج28 نخاصية التبادل؛ ويتجَ البرهان على أن ج)/ كيان مصفوقي. .- 


إذا كان لدينا كيان مصفوقٍ (001)5,1 فإننا نسمي العنصر 4 »© + توسّع «مذو«مده المجموعة [ ع 2 
إذا أمكن إضافة * إلى 4 بحيث نحافظ على الاستقلال؛ أي إن * توسّع ل 4 إذا كان 1 © (:) نا 4. كمثال 
على ذلك لنأحذ كيانًا مصفوة ج؛ فإذا كانت 4 مجموعة مستقلة من الوصلات» فإن الوصلةٌ © 
توسّمٌ للمجموعة 4 إذا وفقط إذا لم تكن » من 4 وإذا لم تؤدٌ إضافةٌ © إلى 4 إلى إنشاء حلقة. 

إذا كانت 4 بجموعةٌ جزئية مستقلةٌ في كيان مصفوفي /8: فإننا نقول عن 4 إنهاتحظتمى /#««اتحود” إذا لم 
يكن لا أي توسّع. أي تكون 4 عُظْمَى إذا لم تكن محتواة في أية بجموعة جزئية مستقلة من 14 أكبر منها. 


الخاصية التالية مفيدة في أحايين عديدة. 





مبرهنة 6.16 

كل امجموعات الحزثية المستقلة العُظْمَى من كيانٍ مصفوفي لها الححم 
البرهاك نفترض العكس؛ أي إن 4 بجموعةٌ جزئيةٌ مستقلةٌ عُظْمَى في 44» وتوجد بجموعةٌ جزئيةٌ مستقلة 
عُظْمَى أكبر منها 8 في 6. وهذا يقتضي بموجب خاصية التبادل أنه يمكننا توسيع 4 إلى مجموعة مستقلةٍ 
أكبر (*) نا 4 حيث 4 - 8 ع *. وهذا يناقض افتراض 4 عُظْمَى 5 





كتوضيح لهذه المبرهنة» لتأخذ كيانًا مصفوقيًا بيانيًا م84 لبيان مترابط غير موجه 6. يجب أن تكون كله 
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جموعة جزئية مستقلة عُظْمَى ف ج20 شجرةٌ حرة لها 1- |/]| وصلة تمامًا تصل جميع عقد 6. نسمي مثل 
هذه الشجرة شجرة مسح 66 #«ذ«ا«مدمد ف 6. 
نقول إن الكيان المصفوف (5,1) - 1 متقل #»/#,عز»ه: إذا كان مرقَقًا بدالة ثقل (وزن) له تسند ثقلا 
موجبًا تماًا (:)سمه لكل عنصر 5 © +. تتوسع دالة الثقل مه إلى امحموعات الحزئية في 5 بالدمع 
ضس ل - ذم 
9 
لأية مجموعة جزئية 5 > 4. على سبيل المثال» إذا جعلنا (6)ه ترمز إلى ثقل الوصلة © في الكيان المصفوقي 
البياني ج/8: فإن (4)س» هو الثقل الكلي للوصلات ني مجموعة الوصلات 4. 


الخوارزميات الشرهة على كيان مصفوفي متقّل 
يمكن صياغة العديد من المسائل -التي يعطي النهجُ الشرةٌ حلولاً مُتْلَى لها- على أنما مسائل إيجاد مجموعة 
جزئية مستقلة بثقل أعظم في كيان مصفوفٍ مثقّل. أي إنه يوحد كيان مصفوفٍ مثقّل (5,1) - 14: ونود إيجاد 
بجموعةٍ مستقلة / © 4 بحيث يكون (0)4ه ذا قيمة عُظْمَى. نسمي مثل هذه المجموعة الحزثية: التي هي 
مستقلة وها ثقل أعظم ممكن, بجموعة مسَلَى /ه«فرمه للكيان المصفوق. لما كان ثُقْلُ أي عنصرٍ 5 © ب 
(4)ه موجبّاء فإن أية مجموعة جزئية مُتْلَى هي دائمًا مجموعة جزئية مستقلة عُظْمَى- من المفيد دوا جعل 
4 كبيرة قدر الإمكان. 

على سبيل الثال» في مسألة شجرة المسح الصغرى «عاذاهجم ءوس« «مهرك دسنس لدينا 
بيان مترابط غير موجه (1/,8) > 6» ودالةُ طول مه بحيث تكون (0)6» الطول (الموحب) للوصلة ©6. 
(نستخحدم المصطلح "طول" هنا لنشير إلى أثقال الوصلة الأصلية في البيان» وتنختفظ بالمصطلح "ثقل" للإشارة 
إلى الأثقال في الكيان المصفوفي المرافق.) ونرغب في إيجاد بجموعةٍ جزئية من الوصلات التي تصل كل العقد ممًا 
وبحيث يكون لها طولٌ كليٌ أصغر. ولعرض هذه المسألة على أنما مسألة إيجاد مجموعة جزئية مُتْلَى في كيان 
مصفوفء لتأخذ الكيان المصفوقٍ لقّل ج20 مع دالة الثقل 'مى حيث (6)مه- وسه - (©)'مه و ومله 
أكبر من الطول الأعظم لأيّ وصلة. في هذا الكيان المصفوف المقّلء جميعٌ الأثقال موجبة؛ ولمجموعة الحزئية 
المُثلّى هي شجرة مسح بطول كلي أصغر في البيان الأصلي. وبتعبير أدق» ثقايل كلل بجموعةٍ جزئية مستقلة 
عُظْمَى 4 شجرةٌ مسح لا 1 - |/ا| وصلة» ولماكان: 





سا8 - رس 


264 


((©)سه- 2 - 
2 


الباب 17 / تقنيات متقدمة ف التصميم والتحليل 443 


مس 8 - وهر - |7 - 
4 

(4)سه- وسوز1 - |7|) < 
ف حالة أية مجموعة جزئية مستقلة عُظْمَى 4 فإن المجموعة الحزئية المستقلة التي تجعل الكمية (2) نه 
عُْظْمَىء عليها أن تجعل (4)سه صغرى. وبذلك؛ فإن أيّ خوارزمية توجدُ مجموعة جزيةٌ مُتْلَى 4 في كيان 

مصفوفيٍ اعتباطي يمكنها أن تحن مسألة المسح الصغرى. 

يَعرض الفصل 23 خوارزمياتٍ لمسألة شجرة المسح الصغرى ولكننا نعرض هنا خوارزميةٌ شرهة» تصلح 
لأيّ كيان مصفوفٍ مثقّل. تأحذ ما مصفوقيًا (5,7) - 80 على أنه دخلٌ لماء مع دالة ثقل 
4. ترمز في شبه رمازنا إلى مكونات 14 ب 14.5 و 11.1 ولدالة 





موجب مرافق 40 , وتعيد بجموعة 
الثقل ب سه. إن هذه الخوارزمية شرهة لأنما تأخذ كل عنصر 5 © :« بدوره في الترتيب المتناقص باطراد للوزن» 
وتضيفه مباشرةٌ إلى الجموعة 4 التي هي في قيد البناء إذا كانت المجموعة [] لا 4 مستقلة. 
(سه,1/1) لامععو6 
4-60 1 
عه تطواعب برط ععلده ومتعمعمععل برالمعتدهامممص مثمز 281.5 أرمو 2 
)سه تطهاعيب برط بعلءه وستعمعمعل والمعتممامممص هذ معلها ,10.5 ع ع طعف +40 3 
الع (عت] لاق كذ 4 
() ام عم 0 
4 مسعم 6 
يفحص السطر 4 ما يلي: هل تحافظ إضافةٌ أي عنصرٍ + إلى المجموعة 4 على استقلالية ؟ فإذا بقيت 4 
مستقلةٌ فإن السطر 5 يضيف * إلى 04 وإلاّ تمل *. ولما كانت المجموعة الخاليةٌ مستقلة وكان كل تكرارٍ في 
الحلقة 0#ى يحافظ على استقلالية 4: فإن المجموعة الحزئية مستقلةٌ دومًا (بالاستقراء). ولذلك» تعيد 
الخوارزمية 6851 دائمًا مجموعةٌ مستقلة 4. وسنجد بعد قليل أن 4 مجموعةٌ جزئيةٌ بنقل أعظم ممكن» 
وبذلك تكون 4 مجموعة جرئيةٌ مُثلَى. 
من السهل تحليل زمن تنفيذ الخوارزمية /6888181. لترمز إلى |5| ب :7. تستغرق مرحلة الفرز في الخوارزمية 
6888 زمنًا (000187. يَُفّذ السطر 4: 2 مرةء مرة لكل عنصر من 5. يتطلب كل تنفيل للسطر 4 
فخْص ما يلي: هل المجموعة (*) لا 4 مستقلة أم لا؟ إذا استغرقت كل عملية فحص زمنًا (()م)0) فإن 
كامل الخوا بزمن (()ث/ + هل )0. 
نبرهن الآن أن الخوارزمية /685811 تعيد مجموعة 








فثلى. 


توطئة 7.16 (الكيانات المصفوفية تتمتع بخاصية الخيار الشره) 
لنفترض (5,1) ح 14 كيانًا مصفوفيًا مثقلاً؛ بدالة ثقل عله » وأن 5 مفروزة بحسب الترتيب المتناقص باطراد 
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للثقل. ليكن * أول عنصر ف 5 بحيث تكون المجموعة (+] مستقلة» إن وحد. فإذا وُحد *» فتوحد بجموعةٌ 
جزئيةٌ مُْلَى 4 من 5 تتضمن با. 
البرهاك 9 إذا لم يكن مثل هذا العنصر د موجوداء فإن المجموعة الحزئية المستقلة الوحيدةً تكون هي المجموعة 
الخالية» وتكون التوطئةٌ صحيحة بداهة. وإلاء فلتكن 8 مجموعةٌ جزئيةٌ مُتْلَى غير خخالية. ونفترض أن 8 © بد 
وإلا فبجعل 8 - 4 نحصل على مجموعة جزئية مُثْلَى من 5 تتضمن *«. 

لا يوحد عنصرٌ من 8 وزثهُ أكبر من (*)». ولبيان ذلك؛ نلاحظ أن 8 © بز يقتضي أن تكون [بز) 
مستقلة» لأن 1 © 8 و 1 وراثية. وعلى ذلك. فإن غيارنا ل * يضمن أن يكون ()سه < («)س»ه لأيّ 
عنصر 8 © بز. 

ننشئ المجموعة 4 كما يلي: نبدأ ب () > 4. تبعًا لطريقة اختيار ء تكون 4 مستقلة. وباستخدام 
خاصية التبادل: نوجد تكرارثًا عنصرًا جديدًا من 8 يمكن إضافته إلى 4 إلى أن يصبح |8| > |14 مع 
الاحتفاظ باستقلالية 4. عند هذه النقطة تكون #4 هي نفس 8 باستثناء أن 4 تنضمن *ء و 8 تنضمن 
عنصرًا آخر بز أي إن (*) ذا (نز) - 8 > 4 لعنصر ما 8 © بز وبذلك يكون: 

)سه + (نر)سه - (ه)سه - )سه 
٠‏ (ه)سه - 

ولماكانت المجموعة 8 مُتْلَى وَْبَ أن تكون المجموعة 4 - التي تتضمن +« - مُتْلَى أيضًا. 8 

سنبيّن لاحمًا أنه إذا لم يكن عنصرٌ ما خيارا في البدايةء فلن يكون خيارًا لاحقًا. 


توطئة 8.16 

ليكن (5,1) - 16 أي كيان مصفوفي. إذا كان عنصرًا من 5 وتوسمًا مجموعة جزئية مستقلة 4 من 5 فإن 
* توسّعٌ أيضًا للمجموعة الخالية 4. 

البرهاتك لما كان « توسّعًا ل 4 فإن (*] لا 4 مجموعة مستقلة. ولما كانت 1 وراثية وَحَبَ أن تكون (*«) 
مستقلة؛ وبذلك فإن (<) توسمٌ للمجموعة الخالية ©. 8 


نتيجة 9,16 
ليكن (5,1) > /4 أي كيانٍ مصفوف. إذا كان * عنصرًا من 5 بحيث لا يكون * توسعًا للمجموعة الخالية 
©» فإن + ليس توسمًا لأية مجموعة جزئية مستقلة 4 من 5. 


البرهاك هذه النتيجة هي ببساطة الاقتضاء المعاكس الموجب ع«انازوهمهاممه للتوطئة 8.16. 8 
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تعني النتيجة 9.16 أن أي عنصر إذا لم يكن بالإمكان استخدامه فوراء فلن يُستخدم أبدًا. لذلك» لا 
يمكن أن تخطئ خوارزمية 6888817 بترك أي عناصر بدئية في 5 ليست توسمًا ل © جاتباء لأنما لن تُستخدم 
أبدًا. 





توطئة 10,16 (الكيانات المصفوفية تتمتع بخاصية البنية الجزئية المقلّى) 

ليكن بد أول عنصر في 5 تختاره الخوارزمية 68881 للكيان المصفوفي المثقّل (5,1) - 76. المسألة المتبقية 
وهي إيجاد بجموعة جزئية مستقلة ذات وزن أعظم تتضمن بده منص إلى مسألة إيجاد بجموعة جزئية مستقلة 
ذات وزن أعظم من الكيان المصفوفي المثقل ('5',1) > '/) حيث 





لاع (نان ىع بن ع 'ى 

0 

ودالة الثقل ل '04 هي دالة الثقل ل 14 مقصورةٌ على '5. (نسمي "01 تقليص «10ا همه 14 اعتمادذًا 
على العنصر *«.) ” 

البرهان إذا كانت 4 أية مجموعة جزئية مستقلة ذات وزن أعظم من 74 تتضمن #ء عندها تكون 

(*) - 4 > '4 مجموعة جزئية مستقلة في '11. وبالعكس أية بجموعة جزئية مستقلة 4 من '4/ تعطي مجموعة 

جزئية مستقلة (2] لا “4 - 4 من ]8. ولما كان لدينا في كلنا الحالتين (#)سه + (/#)سه > (لم)سى 

فإن الحل ذا الوزن الأعظم في 6 الذي يتضمن + يؤدي إلى حل ذي ثقل أعظم في "0 وبالعكس. . 








مبرهنة 11.16 رصحة الخوارزمية الشرهة على الكيانات المصفوفية) 
إذا كان (5,1) > 10 كيانًا مصفوفيًا مثقلاً بدالة ثقل ىك فإن الإجراء (له,088201)1 يعيد مجموعة جزئية 
البرهان نستنتج من النتيجة 9.16 أن كل العناصر التي يُهملها 68881 منذ البداية (لأنما ليست توسمًا 
ل 6) يمكن تجاهلهاء لأنما لن تكون مفيدة. وحين يختار 0882 العنصرٌّ الأول #ء فإن التوطئة 2.16 
تقضي أن الخوارزمية لا تخطئ بإضافة * إلى 4 لوجود بجموعة جزئية مُثْلَى تتضمن د. أخيراء ينتج عن 
التوطئة 10.16 أن المسألة المتبقية هي مسألة إيجاد مجموعة جزئية مُتْلَى في الكيان المصفوقٍ '/1» وهو 
تقليصٌ 14 اعتمادًا على *. وبعد أن يُعطي الإجراءٌ /ا08580 المجموعة 4 القيمة (), فإنه يمكننا تفسير 
جميع الخطوات المتبقية على أنما تعمل في الكيان المصفوق (/5,1) > '/8 لأن المجموعة 8 تكون مستقلة 
في '/8 إذا وفقط إذا كانت (*] نا 8 مستقلة في 86) لكل المجموعات '1 © 8. وبذلك؛ ستجد العمليةٌ التاليةٌ 
من 0581 بجموعة جزئيةٌ مستقلةٌ ذات ثقل أعظم على “11؛ وسينتج عن حمل الإجراء إ0ع66 مجموعة 
جزئية مستقلة مثلى في 11 . 


5.16 * 
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تمارين 
1-6 
بين أن (!,5) هو كيان مصفوق» حيث 5 مجموعة متتهية و بر] بجموعة كل المجموعات الحزئية من 5 التي 
حجمها / على الأكثرء حيث |؟| > ا. 
26 + 
لتكن لدينا المصفوفة "7: ذات البعدين :2 :7 المعرّفة على حقل ما (مثل حقل الأعداد الحقيقية). بين أن 
(/,5) هو كيان مصفوقء حيث 5 مجموعة الأعمدة في 7 و 1 © 4 إذا وفقط إذا كانت أعمدة 4 مستقلة 
عطيًا. 
3416 * 
بين أنه إذا كان (5,1) كيانًا مصفوقيّ فإن (”5,1) كيان مصفوفي» حيث: 

.(اء 4 لمستتهص عصدة كمتملدمى ث4 - 5 : ل4) - '[ 
أي إن الجموعات المستقلة العُظْمَى في (5,1) هي متممات المجموعات المستقلة العُظْمَى في (5,1). 
61 + 
لتكن 5 مجموعة منتهية؛ ولتكن يوك,... ,ركى,رى تحزئة 5 إلى مجموعات جزئية منفصلة غير حالية. عرّف البنية 
(5,1) بشرط (/,...,2 ,1 > :66 1 > |ر5 6 4| : 4] > 1. بيّن أن (5,1) كيان مصفوفٍ؛ أي إن مجموعة 
كل المجموعات 4 التي تتضمن عضوًا (عنصرًا) واحدًا على الأكثر في كل كتلة من التجزئة؛ تحدّد المجموعات 
المستقلة للكيان المصفوقي. 
16 + 
بين كيف تَموّل دالة الثقل لمسألة كيان مصفوفٍ مثقّل حيث الحل الأمثل المرغوب هو مجموعة جزئية مستقلة 
عُظْمَى ذات ثقل أصغرء لجعله مسألة كيان مصفوفي منقّل معياري. ناقش بعناية صحة تحويلك. 


مسألة جدولة المهام 
من المسائل المهمة التي يمكن حلها باستخدام الكيانات المصفوفية مسألة جدولة مهام في واحدة الزمن؛ جدولة 
مُتْلَىء باستخدام معالم واحده حيث لكل مهمة حدّ انتهاء محدد؛ يجب بعده دفع غرامة إذا لم تُنقّدْ المهمة 
قبل حدّ انتهائها. تبدو المسألة معقدة» إلا أنه مكنا حلها بطريقة غاية في البساطة وذلك بتحويلها إلى كيان 
مصفوقٍ واستخدام خوارزمية شرهة. 

المهمة في واحدة الزمن /5ه؛ ©:”:4-)ة »ممه هي عمل مثل برنامج» يجب تنفيذه على حاسوب ويتطلب 
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تمامًا واحدة زمنٍ الاستكماله. إذا كانت لدينا مجموعة منتهية 5 من المهام في واحدة الزمنء فإن جدولة 
6 البجموعة 5 هي تبديل على 5 يحدد الترتيب الذي يجب إبحاز هذه المهام وفقه. تبدأ المهمة الأولى 
في الجدولة في اللحظة 0 وتنتهي في اللحظة 1 وتبدأ المهمة الثانية في اللحظة 1 وتنتهي في اللحظة 22 
وهكذا... 

لمسألة جدولة المهام في واحدة الزمن» بحدود انتهاء وغرامات: على معالج واحد داف هعد 
«ممعمع مجم عأعصتكه جم كع لمعم فجه كع اقمع تاكلم كلعما عتصية /ثوريس المدخلات التالية: 
بمجموعة [م4 ,... ,42 ,ه] > 5 من :7 مهمة في واحدة الزمن. 
ه بجموعة من ” عددًا طبيعيًا هي حدود انتهاء كه«ذافدءك ,4.... ,يه .رك بحيث تحقق كل ,4: 

< > ,ك > 01 ويُفترض أن تنتهي المهمة :ه قبل اللحظة ,4: و 
٠‏ بجموعة من :7 ثقلاً غبر سالبء أو غراصة «لل«عم _,لله,... ,يله ,عل بحيث نتكبد الغرامة ,سه إذا ل 

تنته المهمة :» بحلول :4» ولا نتعرض لأية غرامة إذا انتهت المهمة قبل حلول حدّ انتهائها. 
نرغب في إيجاد جدول ل 5 يصمّر الغوامة الكلية الناتجة عن تجاوز حدود الانتهاء. 

لنأخذ جدولاً معينًا. نقول عن مهمة إنها متاخرة 6/6 في هذا الحدول إذا انتهت بعد حدٌ انتهائهاء وإلا 
فنقول إن هذه المهمة مبكرة «زا:6» في الحدول. يمكن دائمًا وضع أي جدول اعتباطي بالشكل المبك رأولة 
/ امقر براه». وف هذا الشكل تسبق المهامٌ المبكرة المهامٌ المتأخرة. ولبيان ذلك؛ لاحظ أنه إذا لحقت 
مهمةٌ مبكرة .© مهمةٌ متأخرة ره» عندها يمكننا المبادلة بين © و زه» وتبقى :© مبكرة و زم متأخرة. 

يضاف إلى ذلك أنه يمكن دومًا تحويل أي جدول اعتباطي إلى الشكل القانوني ««مم امع «ممهم» 
الذي سبق فيها المهامٌ المبكرة المهامالمتأخرة» ويحدول المهامٌ المبكرة بالتزتيب المتزايد باطراد لحدود انتهائها. 
وللقيام بذلك؛ نضع الحدول بالشكل المبكر أولاً. ثم إذا وجدنا مهمَيْن مبكرتين ,© و ره تنتهيان في الدول 
في اللحظات 6 و 1 + / على الترتيب بحيث يكون يك > رهء 
مبكرة قبل الإبدال» فإن رك > 1 + . إذنء يك > 1 + ء وبذلك تبقى :© ميكرة بعد الإبدال. وبسبب 
تحريك المهمة ره إلى موضع أبكر في اللددول؛ فإنما تبقى مبكرة بعد الإبدال. 

وهكذا تؤول البح عن الحدول الأمثل إلى إيحاد بجموعة مهام 4 التي يجب أن تكون مبكرة في الندول 
الأمثل. فإذا حدّدنا 4, أمكتنا إنشاء الجدول الفعلي بسرد عناصر 4 بالترتيب المتزايد باطراد الحدود الانتهاء, 
ثم بسرد المهام المتأخحرة (أي 4 - 5) بأي ترتيب» وهذا ينتِج ترتيًا قانونيًا للجدول الأمثل. 

نقول عن مجموعة من المهام ‏ إنها مستقلة /«ءود«ءمعهم إذا وُحد جدول لهذه المهام لا يكون فيها أية 
مهمة متأخرة. من الواضح أن بحموعة المهام المبكرة في أي جدول تكوّن بجموعةٌ مستقلةٌ من المهام. إنرمز ب 1 
إلى مجموعة كل المجموعات المستقلة من المهام. 














تبدل مواضع .© و زه. ولما كانت زه 





القصل 16 / ا خوارزميات الشرهة 


ندرس فيما يلي مسألة الحكم على مجموعةٍ معطاةٍ من المهام 4 بأنما مستقلة. نرمز ب (2)ع/8 إلى عدد 
المهام في 4 التي لا يتجاوز حد انتهائها غ حيث «,... ,0,1 > ع. لاحظ أن 0 > (2/:)4 مهما كانت 
المجموعة 4. 
توطة 12.16 
مهما كانت مجموعة المهام 4, فإن العبارات التالية متكافئة 
1 المجموعة 4 مستقلة. 
2 > (ل)رلك حيث ارر... ,0,1 > ع. 
3. إذا ُدولت المهام في 4 بالترتيب المتزايد باطراد لحدود الانتهاء؛ فلن توجد أية مهمة متأخرة. 
البرهاك ستُتبت أن (1) تقتضي (2) بطريقة الاقتضاء المعاكس الموحب. إذا كان غ < (8/)4 للحظة ما م 
فلا توجد طريقة لبناء جدول لا يتضمن أي مهام متأخخرة في المجموعة 4؛ بسبب وجود أكثر من 6 مهمةٌ يحب 
أن تنتهي قبل غ. لذلك فإن (1) تقتضي (2). فإذا كانت (2) صحيحة. وَحَب أن تكون (3) صحيحة 
بالضرورة؛ إذ لا بحال للوقوع في "مأزق" عند جَدُولة المهام بالترتيب المتزايد باطراد لحدود الانتهاء لأن (2) 
تقتضي أن حد النهاية ذا الترتيب ؛ من حيث كبر القيمة يساوي + على الأكثر. أخيراء (3) تقتضي 
بداهة (1). 8 





باستخدام الخاصية 2 من التوطئة 12.16 يمكننا بسهولة حساب كون مجموعة مهام معطاة 4 مستقلة أم 
لا (انظر التمرين 2-5.16). 

إن مسألة تصغير وماعنسنمنم مجموع الغرامات عن المهام المتأخرة هي نفسها مسألة تعظيم 
عهنةنس نجهم مجموع الغرامات عن المهام المبكرة. وهذاء فإن المبرهنة التالية تؤكد أنه يمكننا استخدام 
المنوارزميات الشرهة لإيجاد بجموعة #4 من المهام المستقلة بحيث تكون الغرامة الكلية عُظّْمَى. 


مبرهنة 13.16 

إذا كانت 5 مجموعة مهام في واحدة الزمن مع حدود انتهاء؛ وكانت / مجموعة كل مجموعات المهام المستقلة؛ 
فإن النظام الموافق (5,1) هو كيانٌ مصفوتي. 

البرماك ١‏ إنَّكلٌ بجموعةٍ حزئية من بجموعةٍ مهامٌ مستقلة هي مستقلةٌ بالتأكيد. لبرهان خاصية التباذل» 
نفترض أن 8 و 4 بمجموعتان مستقلتان من لمهام» وأن |4| < |8|. ولتكن 6 أكبر + بحيث يكون 
(2:)4 > (8)ءلل؛ (إن هذه القيمة موجودةء لأن (0)8ة - (0)4ا). ونا كان (8| ع (8)ءلا 
و اها - (4)ماف و |4|< إقَاء فيجب أن يكون > و (9,)4 < (8)رله لكل قيم ز في 
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الشكل 7.16 منتسّخ (مثال) عن مسألة جدولة مهام في واحدة الزمن مع حدود انتهاء وغرامات لمعالج واحد. 
الخال « > نر> 1 + . لذاء فإن 8 تتضمن مهام بحدودٍ انتهاءٍ تساوي 1 + 4 أكثر مما تتضمنه 4. لتكن 
:» مهمة في 4 - 8 مع حدٌّ انتهاء 1 + » ولتكن [ي©] لا 4 > '4. 

نبيّن الآن أن 'م يجب أن تكون مستقلة باستخدام الخاصية 2 من التوطئة 12.16. لدينا 
+ > (4),/! - (4),/ مهما كانت | >غ > 0 لأن 4 مستقلة. ولدينا غ > (1/:)8 > (/4):/ مهما 
كانت « > غ > يل لأن 8 مستقلة. لذاء فإن '4 مستقلة» وهذا يتمّم برهاننا أن (/,5) كيان مصفوقٍ. © 


يمكننا اعتمادًا على المبرهنة 11.16 استخدامٌ خوارزمية شرهة؛ لإيجاد بجموعة مهام مستقلةٍ ذات وزن 
أعظم, يمكننا بعدها إنشاءُ جدولٍ أمثل تكون مهام هي مهاه لمبكرة. تُعَدُ هذه الطريقةٌ خوارزمية فعالة 
لحدولةٍ مهام ني واحدة الزمن مع حدود انتهاء وغرامات لمعايج واحد. إن زمن التنفيذ هو (0):2 باستخدام 
681:01 لأن كل فحص من فحوص الاستقلالية ال (005 التي تقوم يما الخوارزمية يستغرق زمنًا (:)0 
(انظر التمرين 2-5.16). ثمة خوارزميةٌ أسرع إنحارًا بمدها في المسألة 4-16. 
يبيّن الشكل 7.16 مثالاً على مسألة جدولة مهام في واحدة الزمن؛ مع حدود انتهاء وغرامات لمعايج 
واحد. في هذا المثال. تختار الخوارزمية الشرهة المهام وه و 62 و و6 و +6؛ على الترتيب» ثم ترفض كلاً من 
يه (لأن 5 > ((وهبيهبوه بيه بيه))يلة) ويه (لأن 5 > ((ئه ,هه روه ,رجه رره)),/!)؛ وأخيرا تقبل جه. 
ويكون اللددول الأمثل النهائي هو: 
٠‏ (66 ,هه رجه روه بيه رهه رهه) 


والغرامة الكلية هي 50 > يمه + ومه. 


تمارين 

1-6 

خلٌ مثالّ مسألةٍ الحدولة المعطاة في الشكل 7.16 ولكن بإبدال الغرامة ,سمه ب ,نه - 80. 

26 

بين كيف تُستّخدم الخاصية 2 من التوطئة 12.16 لتحديد كون مجموعة من المهام 4 مستقلةٌ أم لا في 


نمن (0)141. 
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1-6 تبديل العملات 
ادرس مسألة صرف 2 سنثًا باستخدام أقل عدد من القطع النقدية. افترض أن قيمة كل قطعة نقدية هي عدد 
صحيح. 





أ. وَضّْ خوارزميةٌ شرهة للصرف مكوّنةٌ من: أرباع الدولارء وأعشاره وعممل: ونِكُلاته واعماءزم ((ا 
تساوي خمسة سَئْتات)» وسَنَْاتِه 5عذمههم (السَنت يساوي 1/100 من الدولار). برهن أن خوارزميتك 
ب. افترض أن كسورٌ مقامات قطع النقود المتاحة (الفئات النقدية) هي قوّى صحيحةٌ ل م. أي إن المقامات 
هي “ع,... ,آج ,0ع حيث 1 < ع و1 < 6 عددان صحيحان. بيّن أن الخوارزمية الشرهة تمق دائمًا 
حلاً أمئل. 
ت. أعْطٍ مجموعة من الفئات النقدية تجعل الخوارزمية الشرهة لا تعطي حل أمثل. يحب أن تتضمن 
مجموعتك سنا بحيث يوجد حل لكل قيمة :. 


6 


. أعْطٍ خوارزمية بزمن (00/6 تحذّق عمليةٌ الصرف لأية بجموعة مؤلَةٍ من 6/ قطعة نقدية مختلفة» بافتراض 
أن الكَنْتَ أحدُ هذه القطع. 

2-6 جدولة لتصغير متوسط لحظات الإنهاء 

لنفترض أن لديك مجموعة من المهام (مه,... ,2ه ,وه - 5 حيث تتطلب المهمة ,©؛ حين تبدأء عددًا رت 
من وحدات المعالحة لإنمائها. ولديك حاسوبٌ واحدٌ لتنفيذ هذه المهام عليه. يستطيع هذا الحاسوب تنفيدٌ 
مهمةٍ واحدة في لحظة معينة. ولتكن .» لحظة إنهاء :1/ ««مة/ءادرمم» المهمة ,ج؛ أي اللحظة التي تنتهي 
عندها معالحة المهمة ,©. والمطلوب هو تصغير متوسط زمن الإنحاى أي تصغير ]© يأ[:5 (1/7). افترض؛ 
على سبيل امثال» أن لديك مهمتين يه و ده وأن 3 - وم و 5 - دص ولنأخذ الجدول الذي تُشّدْ فيه يه 
أولاً تتبعها .». عندها يكون 5 > يع و 8 > يع. ومتوسط لحظات الإنماء 6.5 > 8(/2 + 5). وإذا تُقُذْت 





المهمةٌ يه أولأء فإن 3 > يع و 8 ع يع؛ ومتوسط لحظات الإناء 5.5 > 8(/2 + 3). 





أ. أَعْطٍ خوارزميةٌ تجدول المهام بحيث تصمّر متوسط لحظات الإنحاء. يجب أن تُنَقّذْ كل مهمةٍ دون 





استحواذء أي حين تبدأ المهمة :© يحب أن تنقّذ باستمرار خلال ,م وحدة زمن. أثبت أن خوارزميتك 
تصمّر متوسط لحظات الإنحاءء وأعطٍِ زمن تنفيذ حوارزميتك. 


ب. افترض الآن أن المهام ليست جميعها متاحة ممًا. أي إن كل مهمةٍ لا يمكن أن تبدأ ما تََنْ لحظة 
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إصدارها »ا »5مءاء :7. افترض أيضًا أننا نسمح بالاستحواذ «مفار:«معمص بحيث يمكن تعليق 
مهمة ثم إعادة تشغيلها في وقت لاحق. فمثلاء يمكن لمهمة :© (زمنُ معالحتها 6 - ,م؛ وزمنُ إصدارها 
1 > ,م) أن تبدأ بالتنفيذ في اللحظة 1 ثم يُستحوذ عليها في اللحظة 4. يمكن استنافها في اللحظة 10 
والاستحواذ عليها في اللحظة 211 وأخيزا استثنافها في اللحظة 13 وإنماؤها في اللحظة 15. جرى تنفيذ 
المهمة © خلال زمن كلي يساوي 6 وحدات زمن؛ إلا أن زمن تنفيذها قد كُسم إلى ثلاث قطع. نقول 
إن لحظة إنماء ,» هو 15. أعطٍ خوارزمية تحدول المهام بحيث تصمّر متوسطً لحظات الإنماء في هذا 
السيناريو. برهن أن خحوارزميتك تصغّر متوسط لحظات الإنماء وأعطٍ زمن تنفيذها. 
03-6 البيانات الجزئية الخالية من الحلقات 

أ. مصفوفة الورود عذج:ه»« ء«ع4فء»ز لبيانٍ غير موجه (8 ,/) - 6 هي مصفوفة 84 |8| “ |/ا| حيث 
1 > .]8 إذا كانت الوصلة ء واردة على العقدة تا وإلا فإن 0 . ناقش ما يلي: تكون مجموعة 
من أعمدة 8 مستقلةٌ خخطيًا على حقل الأعداد الصحيحة بالمقاس 2؛ إذا وفقط إذا كانت بجموعة 
الوصلات الموافقة غياليةٌ من الحلقات. 





ب. لنفترض أننا نرفق ثقلاً غير سالب (6)”ه بكل وصلةٍ من بيانٍ غير موجه (5,/ا) - 6. أغْطٍِ خوارزمية 
فعالة لإيجاد بمجموعة جزئية من خخالية من الحلقات وبحيث يكون ثقلها الكلي أعظميًا. 





ت. ليكن (1,8) > 6 بيانًا موجهاء وليكن (8,1) معرّنًا بحيث يكون / © 4 إذا وفقط إذا لم يتضمن 4 
أية حلقات موجهة. أَعْطٍ مثالاً على بيانٍ موجه 6 بحيث لا يكون النظام الموافق (8,1) كيانًا مصفوقيًا. 
حدّد الشرطً غير لمْحقّق من تعريف الكيان المصفوقي. 

ث. إذا كانت مصفوفة الورود حذماهه” مء«عفاءم«ة لبيانٍ موجه (8,/ا) - 6 من دون حلقات ذاتية هي 
مصفوفة |5| * |/ا| بحيث يكون 1 - > .,0 إذا كانت الوصلة © تغادر العقدة ما و 1 > ون/8 إذا 
كانت الوصلة © تدخل العقدة ن؛ و 0 ح م.]8 فيما عدا ذلك. ناقش ما يلي: إذا كانت مجموعة 
جزئية من أعمدة 14 مستقلةٌ خطيّاء فإن بجموعة الوصلات الموافقة لا تتضمن حلقةٌ موجّهة. 





ج. يقرّر التمرين 2-4.16 أن مجموعة بمجموعات الأعمدة المستقلة خخطيًا لأية مصفوفة 04 تكوّن كيانًا 
مصفوفيًا. فسّر بعناية لماذا لا تتناقض نتائج الحزأين (ت) و (ث) فيما بينها. كيف يمكن ألا يتحقق 
التوافق الكامل بين مفهوم الوصلات الخالية من الحلقات ومفهوم الاستقلال الخطي لمجموعة الأعمدة 
الموافقة من مصفوفة الورود. 

4-6 أنماط أخرى من مسالة الجدولة 

لندرس الخوارزمية التالية للمسألة المذكورة في المقطع 5.16: وهي خخاصة يجدولة مهام في واحدة الزمن مع حدود 
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انتهاء وغرامات. لتكن جميع الشرائح الزمنية (عددها :) قارغة في البداية» حيث الشريحة الزمنية ‏ هي الشريحة 
التي طوها واحدة الزمن وتنتهي في اللحظة 6. نأخذ المهام مرتبةٌ بحسب الغرامات المتناقصة باطراد. ندرس 


المهمة ره كما يلي: إذا وُجد للمهمة ره شر 
سند ره إلى آخخر شريحة تحقق ذلك» فتصبح الشريحة ملأى (أو مشغولة). وإذا لم بد هذه الشريحة الزمنية» 


فإننا تُستد ره إلى آخحر شريحة لم كلا بَعْدُ 


بة عند حدٌّ انتهاء رك (أو قبله) وما تزال فارغة» فإننا 





أ. أثبت أن هذه الخوارزمية تعطي دائمًا حلاً أمثل. 
ب. استخدم غابة لمجموعات المنفصلة السريعة المشروحة في المقطع 3.12 لتنجيز الخوارزمية بفعالية. افترض 
أن بمجموعة مهام الدخل؛ مرتبة سابقًا بحسب التزتيب المتناقص باطراد للغرامات. حلّل زمن تنفيذ 
خوارزميتك. 





05-6 التخبئة المفصولة عن الخط 

تُستخحدم الحواسيث الحديثة خابية لخزن كمياتٍ صغيرة من المعطيات في ذاكرة سريعة. ومع أن برناجًا ما قد 
ينقد إلى كمياتٍ كبيرة من المعطيات. إلا أن عَرْنَ بجموعة جزئية صغيرة من الذاكرة الرئيسة في النخابية 
#اعهه - وهي ذاكرة صغيرة ولكنها أسرع - يمكن أن يِخْفّض زمن النفاذ الكلي تخفيضًا كبيرا. حين يُنقّذْ 
برنامج حاسوبي ما فإنه يَصنع متتاليةٌ (.:7,... ,#,ر”) من طلباتٍ النفاذ إلى الذاكرة. حيث يكون كل طلبٍ 
لعنصر معطيات خخاص. على سبيل المثالء يمكن لبرنامج يَنْمُدُ إلى أربعة عناصر متمايزة (4 ,© ,ظ,) أن يصع 
متتالية الطلبات (ط,©,© ,رط ,4 ,ع ره ,4 رط ,4 رط ,4). ليكن م حجم الخابية. حين تتضمن الخابيةٌ / عنصرّاء 
ويطلب البرنامجُ العنصرٌ ذا الترتيب 1 + ؛ فيجب أن يقرّر النظام لهذا الطلب ولكلٌ طلب تالٍ. ما هي 
العناصر ال 6 التي يجب أن يحتفظ بما في الخابية. وبعبارة أدقء تتحقّق خوارزمية إدارة الخابية من وجود 
العنصر :7 سابمًا في الذاكرة؛ وذلك لكل طلب ع7. فإذا كان موجودًا فلدينا إصابة الخابية عزءل-»ماءمه؛ وإلا 
فلدينا عدم إصابة الخابية ووز« ءماعهع. في حالة عدم الإصابة» يسحب النظام العنصر :” من الذاكرة 
الرئيسية» وعلى خحوارزمية إدارة الخابية أن تقررٌ إما الاحتفاظ بالعنصر :: في الخابية وإما عدم الاحتفاظ. فإذا 
قرّرتٍ الاحتفاظ بالعنصر : وكان في الخابية # عنصرّء وجب أن تطرد عنصرًا لتخلي مكانًا ل :7. تطرد 
محوارزمية إدارة الخابية عناصر بمدف تصغير عدد مرات عدم إصابة الخابية على كامل متتالية الطلبات. 

بشأن المعطيات التي 





إن مسألة الخابية هي عادة مسألة على الخط 06ذ|-مه. أي علينا أن نتخذ قرانا 
ينبغي أن تبقى في الخابية دون أن نعلم الطلبات المستقبلية. ولكننا هنا ندرس النسخة المقصولة عن الخط 
هذاه من هذه الخوارزمية» حيث لدينا سلقًا متتالية الطلبات كاملةٌ (وعددها : طلبًا) وحجم الخابية عم؛ 
ونريد أن بجعل العددّ الكليّ لحالات عدم الإصابة أصغريًا. 
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يمكننا حل هذه المسألة المفصولة عن الخط باستخدام استراتيجية شرهة تسمى الأبعد في المستقبل 
”اذم ««نرعواميني حيث تختار طرد البند الموجود في الخابية الذي يكون نفاذه القادم في متثالية طلبات 
النفاذ الأبعد في المستقبل. 

أ. اكتب شبه رماز لمدير خخابية يستخحدم استتاتيجية الأبعد في المستقبل. ينبغي أن يكون الدخل متتالية 
الطلبات (:,... ,,:) وحجم الخابية 2# وينبغي أن يكون الخرج متنالية القرارات المتعلقة بعناصر 
المعطيات التي يحب إخلاؤها عند كل طلب (إن وجدت). ما هو زمن تنفيذ هذه الخوارزمية؟ 

اب. بيّن أن مسألة التخبئة المفصولة عن الخط تُظهر بنيةٌ جزئية مُتْلَى. 


ات. بين أن إجراء الأبعد في المستقبل يُنتِج أصغر عددٍ بممكن من حالات عدم إصابة الخابية. 


ملاحظات الفصل 
يمكن أن بحد المزيدَ عن الخوارزميات الشرهة والكيانات المصفوفية في #عاب«هآ [224] و نامائستفدمدط 
و عاتلههاة [271]. 
الخوارزمية الشرهة أول مرة في كتب الأمثَلّة التوافقية في عام 1971 في مقالٍ ل 5لهمدهه8 [2]101 
علمًا بأن نظرية الكيانات المصفوفية تعود إلى تاريخ سابق في عام 1935 في مقالٍ ل بإومالط/ا1 [355]. 
يعتمد برهاتنا على صحة الخوارزمية الشرهة في مسألة اختيار النشاطات على المرجع 69511 [131]. 
وبحد دراسة مسألة جدولة مهام في كاسما [224]؛ عاتسمممة1 ر تصطدك و مسمادعدزمم [181] 








و لتقدكهء8 و برعلنم8 [55]. 
ابكرت أرمزةٌ مكنظ في عام 1952 [185]: وقد استكشف عبم«عاعا و ععططءممنةظ [231] 
تقنياتٍ ضغط المعطيات التي كانت معروفة حتى عام 1987. 
أما توسيع نطاق نظربة الكيان المصفوفي إلى نظرية الكيان الشرهء فقد كان رائداها ع4مم>1 و #ىةام.ة 
[219 ,217,218 ,216]: اللذين عمّما النظرية التي قدمناها هنا. 








7 تحليل الكلفة المخمّدة 


عند إجراء تحليل الكلفة المختمدة نواه «ه 64:/رو««دم نسب متوسط الزمن اللازم للقيام بمتتالية من 
العمليات على بنية معطيات ما. يمكن استخدام هذا التحليل لبيان أن متوسط كلفة عملية ما صغير عندما 
نقوم بحساب المتوسط على متتالية من العمليات؛ حتى لو كانت عملية واحدة من بين هذه العمليات مكلفة. 
يختلف تحليل الكلفة المحمّدة عن تحليل الحالة الوسطى ف أنه لا يستخدم الاحتمالات؛ فتحليل الكلفة 
المحمّدة يعطي ضمانة على الأداء ا متوسط لكل عملية 

تعالِج المقاطعٌ الثلاثة الأولى من هذا الفصل التقنيات الثلاث الأكثر انتشارًا في تحليل الكلفة المحمّدة. إذ 
بيدأ المقطع 1.17 بالتحليل اْجْمّع وزوتزادهة عاهوعمهوه: الذي تحدّد باستخدامه حدًا أعلى (7)2 للكلفة 
الكليّة لمتتالية من 2 عملية. وبذلك يكون متوسط كلفة العملية الواحدة هو :/()7. ونعتبر أن الكلفة 
المتوسطة هي الكلفة المخمدة لكل عملية» وبهذا يكون لكل العمليات الكلفة المحمّدة نفسها. 

ويتناول المقطع 2.17 طريقة امحاسبة, التي تحدّد فيها كلفة عخمّدة لكل عملية؛ وعندما يكون هناك أكثر 
من تمط من العمليات؛ يكون لكل نمط كلفة مخمدة مختلفة. تحمّل طريقةٌ الحاسبة بعضّ العمليات في بداية 


أسواً ا حالات . 





متتالية العمليات كلفةٌ 
المعطيات. يُستخدم هذا الرصيد لاحمًا للتسديد عن عمليات بأن يُطلب منها أقل مما تكلّف فعلاً. 

يناقش المقطع 3.17 طريقة الكمونء التي تحدّد - بطريقةٍ مشابحة لطريقة المحاسبة - الكلفة المخحمدة لكل 
عملية: وقد نحمل بعضّ العمليات المبكرة أكثر من كلفتها لنعّض عن تحميل عمليات بأقل من الكلفة 
لاحمًا. تحتفظ طريقة الكمون بقيمة اعتماد على أنما "الطاقة الكامنة" لبنية المعطيات ككل؛ بدلاً من ربط 


افية» وتخرّن هذه الكلفة الإضافية 5 "رصيد مسبق الدقع" لغرض محدّد في بنية 





الاعتماد بأغراض فردية دائخل بنية المعطيات. 

سنستخدم مثالين ندرس من خلالهما هذه الطرق الثلاث. الأول هو مكدس مع عملية إضافية» هي 
31111508 التي تزع عدّة أغراض من المكدس دفعةٌ واحدة. والمثال الثاني هو عداد اثناني يعد بدءًا من 0 
بالاعتماد على عملية وحيدة هي 821807 «1. 

تذكّرء وأنت تقرأ هذا الفصل؛ أن الحمولات المسندة خلال عملية تحليل الكلفة المخمّدة ما هي إلا 
يحدف التحليل فقطء ولا ضرورة لظهورها في الرمازء بل ينبغي ألا تظهر فيه. فمثلاء إذا أسند اعتمادٌ إلى 


1.7 
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غرضي ما « عند استخدام طريقة المحاسبة» فليست هناك حاجة إلى إسناد مقدار مناسب إلى واصفة ما - مثل 
نهم .د - في الرماز. 

عندما نقوم بتحليل الكلفة المخمّدة لبنية معطيات محددة؛ فإننا غالبًا ما نكتسب نظرة أعمق قد تساعد 
في تحسين التصميم. وسنستخدم مثلاً في المقطع 4.17» طريقة الكمون لنحلل جدولاً يتمدّد ويتققص 
ديناميكيًا. 


التحليل المجمّع 

نبيّنء ف التحليل المتجمّع نورلمه مهدجهوه» أن متتاليةٌ من « عملية تستغرق زمنًا كلا في أسوا 
ا حالات هو ()1: لكل قيم <. إن متوسط كلفة العملية الواحدة: أو كلفتها المختمدة )دمه 64ما07 مم 
ف أسوأ الحالات هو :/(7)2. لاحظ أن هذه الكلفة المخمدة تنطبق على كل عملية» حتى عندما يكون 
هناك عدة أنواع من العمليات في المنتالية. أما فيما يخص الطريقتين التاليتين اللتين سندرسهما في هذا الفصل 
- طريقة امحاسبة وطريقة الكمون - فإنهما قد تسندان كلما مخمدة مختلفة إلى الأنواع المختلفة من العمليات. 


عمليات المكدس 
ندرس في مثالنا الأول المتعلق بالتحليل الْحْمّع كدساتٍ أضفنا إليها عملية جديدة. عرضنا في المقطع 1.10 
عمليتي المكدس الأساسيتين» وذكرنا أن كلاً منهما يستغرق زمنًا (0)1) وهها: 
(:,1)5وناط تدفع الغرض + إلى المكدس 5. 
(507)5 تنزع الغرض من أعلى المكدس ك» وتعيده. وإن استدعاء عملية 807 على مكدس فارع 
يدث خطأً. 
ولما كانت كلنا العمليتين تُنقَّانَ في زمن (0)1) فسنفترض أن كلفة كلٌ منها هي 1. وبذلك تكون الكلفة 
الكلية لمتتالية من 7 عملية 5]4نا8 و08 هي 31: ويكون زمن التنفيذ الفعلي ل : عملية هو (70)©. 
نضيف الآن عملية المكدس (/,2:101:7107)5: التي مج / غرضًا من قمة المكدس أو تفرغه كله إذا 
كان يحوي أغراضًا عددها أقل من / غرضًا. نفترض طبعًا أن موحبء وإلا فإن عملية 2111807 لا 
حَُدث أي تغيرٍ في المكدس. في شبه الرماز التالي» تعيد العمليةٌ +0-8007م55 القيمة 15108 إذا لم يكن 
هناك أي غرض في المكدس عند استدعائهاء و 54158 فيما عدا ذلك. 
(/,5) وم تانالة 
0< نمه (5)لاتمالعتعم51 أمم علنطم 1 


(ى)دمم 2 
لدعم 3 





456 


الفصل 17 / تحليل الكلفة المحمّدة 





الشكل 1.17 أثر عمل 7150#:انااا على مكدس ى مبيّن بدايةٌ في (أ). تنزع عمليدٌ (4,ى)م0« انالا 
الأغراضّ الأربعة في أعلى المكدس فيصبح المكدس كما في (ب). العملية التالية هي (0151708)5,7ا1/! وهي تفرغ 
المكدس - كما هو مبين في (ت) - لأن ما بقي فيه أقل من 7 أغراض. 


يبيّن الشكل 1.17 مغالاً على 1«0#ناناللة. 

ما هو زمن تنفيذ (/,0)101:51007)5 على مكدس فيه 5 غرضًا؟ إن زمن التنفيذ الفعلي خطيئٌ بدلالة 
عدد عمليات 208 الخفذة فعلياء وهذا السبب يكفي أن تلّل 10171007( باستخدام الكلفة المْحرّدة 1 لكل 
عملية 20501 وعملية 807. إن عدد التكرارات في حلقة عانطلالا هو (/,10)5 غرضًا منْزوعًا من المكدس. 
وف كل نكرارٍ للحلقة يتحدث استدعاءٌ واحد لعملية 508 في السطر 2. إذن الكلفة الكلية ل 001011808( هو 
(8)5,1نص وزمن التنفيذ الفعلي هو دالة خطيّة لهذه الكلفة. 





دعونا ندرس متتالية من 7 عملية فزؤل8 و 80# و2101:71507 على مكدس خالٍ بدايةٌ. إن كلفة عملية 
117150 في المتتالية هي ()0 في أسوأ الحالات: وذلك لأن حجم المكدس هو على الأكثر 2. لذاء فإن 
زمن أية عملية على المكدس هي في أسوأ الحالات (005: ونتيجةٌ لذلك؛ فإن كلفة « عملية هو (0)2: 
لأنه قد يكون لدينا ()0 عملية 151507نا/3؛ كلفةُ كل منها ()0. ومع أن هذا التحليل صحيح؛ فإن 
النتيجة التي يعطيها (0)22: بأن يأذ كلفة أسوأ الحالات لكل عملية على حدة ليست محكمة كفاية. 

يمكتناء باستخدام التحليل امْجْمّع الحصول على حدٌّ أعلى أفضل يأحذ بالاعتبار حمل متتالية 
العمليات» وعددها <. والواقع أنه على الرغم من أن عملية 10151008( واحدة قد تكون مكلفة: فإن أية 
متتالية من +7 عملية 800514 و 807 و8/11:51508 على مكدس خالي بدايةٌ تكلف على الأكثر (00. لماذا؟ 
لأن كل غرض يمكن أن يُْرَعَ مره واحدة على الأكثر لكل مرّة يُدفع به إلى المكدس. لهذا السبب فإن عدد 
المرات التي يمكن فيها استدعاء م80 على مكدس غير خال؛ ومن ضمنها الاستدعاءات داخل 1508آاناللل: 
تساوي على الأكثر عدد عمليات 4:وناظء وهي على الأكثر 2. أي إن أية متتالية من 7 عملية 4زونا 
و 508 و 2410151508 تستغرق في المجمل زمنًا (40)2: مهما تكن قيمة 7. ويكون متوسط كلفة عملية هو 
(0)1 >-00(/5. في التحليل المدمج؛ نسند لكل عملية كلفةٌ مخمّدةٌ هي الكلفة المتوسطة. إذن» في هذا 
المثال تكون الكلفة المخمّدة لكل من عمليات المكدس الثلاث هي (0)1. 
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نؤكد ثانيةٌ أنه على الرغم من أننا بينَا فقط أن الكلفة المتوسطة؛ ومن ثم زمن التنفيذء لعملية مكدس هي 
(0)1» إلا أننَا لم نستخخدم أية محاكمة احتمالية. فقد عرضنا فعليًا حدًا في أسرًا امخالات» (00) على متتالية 
من 7 عملية. وبتقسيم هذه الكلفة الكلية على #: حصلنا على الكلفة المتوسطة للعملية الواحدة؛ أو ما 
يُعرَف بكلفتها المحمّدة. 





زيادة عدّاد اثناني 

لندرس مثالاً آخر للتحليل المْجْمّع؛ وهو مسألة تنجيز عداد اثثاني من + بنّا يَْنٌ تصاعديًا بدءًا من 0. 
نستخدم, لتمثيل العدّاد صفيفة بتاث [1 - 6... 4]0, حيث ‏ > 8غو»!.4. فإذا كان العدد الاثناني عر 
خرّنًا في العدّادء فإن البت الأقل مرتبة منه يكون ممرنًا في [4]0: فيما يخْزنَ البت الأعلى مرتبة في [1 - 4]16» 
بحيث يكون 3//244]1[026 - #. في البداية يكون 0 ين ومن ثم فإن 0 []4 لكل القيم 
1 - 6,... ,0,1 > . ولإضافة 1 (بالمقاس “2) إلى القيمة في العدّاد» فإننا نستخخدم الإجراء التالي. 





(1)4«عاحعمعما 

10 

> []]4 فمه اغودها.ق > ) علتطد 
]2 
2+1 

اعودها .م > ] كذ 
1 -[4]4 





سدم شل ماج 


يبيّن الشكل 2.17 ما يحدث لعدّاد اثناني عندما تُزيده 16 مرّة: بدءًا من القيمة البدائية 00 وانتهاءٌ بالقيمة 16. 
مع بداية كل تكرار ني حلقة #اط» في السطور 4-2 نريد أن نضيف 1 في الموقع :. فإذا كان 1 > [:]4؛ 
فإن زيادة 1 تقلب البت ف الموقع : إلى 0: وتعطي حَمْلاً قدره 1 لإضافته إلى الموقع 1 + في التكرار التالي 
اللحلقة. وإلآ فإن الحلقة تتوقف؛ فإذا كان ع/ > غ» فإننا نعلم أن 0 > []]4: ولذلك فإن إضافة 1 في الموقع ) 
يؤدي إلى قلب 0 إلى 1 وهذا ما يتكقّل به السطر 6. إن كلفة كلّ عملية 1808810807 خطيّةٌ مع عدد 
البتاث التي تتعرض للقلب. 

وكما ني مثال المكدس. يعطينا تحليلٌ سريعٌ ممومنات حدًا صحيحًا إلا أنه غير محكم كفاية. وإن تنفيدًا 
واحدًا ل 18088015001 يستغرق زمنًا (:5) في أسوأ الحالات وذلك عندما تحوي الصفيفة 4 القيمة 1 ف كل 


نا :00 في أسوأ 





المواقع. إذن» فإن متنالية من : عملية 1058845085 على عدّاد قيمته 0 بدايةٌ يستغرق 
الحالات. 

يمكننا أن بجعل تحليلنا أكثر دقةٍ ليعطي كلفةٌ في أسوأ الحالات (0)02 لختتالية من 72 عملية 
8007 العععندقء وذلك ملاحظة أنه لا ُقلب كل البتات عند كل استدعاءٍ ل 207 ننه12:0. وكما يبيّن 
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الكلفة قيمة 
الك #با(0زا انونجم العداد 
0 0 
1000 
2000000 

30 000000 
4006060060 

5 06000 

6 6060060 

111251مه 605600 7 
00001 5 

00001 و 

0000١‏ مر 

اكلآز ه 60 606 1 

22 00001160108 1220 
23 130 00001 13 
25 إللاا رز ره0060060ه 14 
6 311221الناهزه 600 كر 
اذ 000100601 كز 


الشكل 2.17 عدّاد اثناني من 8 بتات تتزايد قيمته من 0 إلى 16 باستدعاء متتالية من 16 عملية 10068808707 
إن البتات التي تنقلب لأخحذ القيمة التالية مظلّلة. وكلفة التنفيذ المقابلة لقُلْب البتات مبيّنة إلى يمين العدّاد. لاحظ أن 
الكلفة الكليّة لا تتجاوز أبدًا ضعف عدد عمليات 12/28782/8(/1. 


الشكل 2.17» فإن [4]0 ينقلب عند كل استدعاء ل 10800883180/7. أما البت التالي له [4]1: فإنه ينقلب 
مرّة في كل استدعاءَئ 
[1] [5/2] مزة. وبالمثل؛ ينقلب البت [4]2 مرّةٌ كل أربع مرّات؛ أو [2/4] مر في متتالية من :7 عملية 
07اعهع«1. وبوجه عامء عندما 1- ,... ,0,1 > 4 ينقلب البت [:]4 فقط [/5/2] مرّة في متتالية 


: أي إن متتاليةٌ من :< عملية 10688015:7 على عدّاد معدوم بدايةٌ تتسبب في قلب 





من : عملية 10088002007 على عدّاد معدوم بدايةٌ. وإذا كان 6 < 4: فإن البت []]4/ غير موجود أصلاًء 
وبالتالي لا يمكن له أن ينقلب. إذن» فالعدد الكلي للقلبات في المتتالية هو 


اا 


10 5 


وذلك باستخدام المعادلة (أ.6). ونتيجةٌ لذلك: يكون زمن تنفيذ متتالية من 2 عملية 1868801807 على 





عدّاد معدوم بدايةٌ هو (0)5 في أسوأ الحالات. ومن ثم تكون الكلفة المخمّدة 
000 - :/00. 


للعملية الواحدة هي 


تمارين 
1-7 
إذا تضمّنت مجموعة عمليات المكدس عملية 4ا5نا8/101:515 تدفع / عنصرًا في المكدسء هل ستبقى الكلفة 
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المحمّدة لأية عملية مكدس محدّدة بالحدٌ (0)1؟ 

2017 

بيَنْ أنه إذا تم تضمين عملية 888884807 في مثال العداد ذي م بن فإن « عملية قد تكلّف ما قد يصل 
إلى زمن (/«)©. 

3-7 

افترض أننا نقذ متتاليةٌ من < عملية على بنية معطيات ما. تكلّف العملية ذات الرقم : الكلفة ] إذا كانت 4 
إحدى قوى 2؛ وتكلّف 1 في باقي الحالات. استخدم التحليل الْجْمّع لتحديد الكلفة المحمدة للعملية. 


طريقة المحاسبة 
نسندء ف طريقة المحاسبة 04:!/” جو«#«مدمءءه للتحليل المحمّد, كلمًا مختلفة للعمليات المختلفة» مع 
تحميل بعض العمليات أكثر من كلفتها الفعلية أو أقل منها. تُسمّى الكلفة ا محمّلة لعملية ماكافتها المخمّدة 
؛5م» 1164:ه:«ت. عندما تتجاوز الكلفةٌ المخمدة لعملية ما كلفتّها الفعلية» يُسنّد الفارق إلى أغراض معينة في 
بنية المعطيات كرصيد 1#وءم7». قد يساعد هذا الرصيد لاحمًا في التسديد لمصلحة عمليات تكون كلفتها 
المحمّدة أقل من كلفتها الفعليّة. إذن؛ يمكن أن نرى الكلفة المخمٌدة لعملية ما على أنما مفرّقة إلى كلفة فعليّة 
ورصيد إما أن يكون مودعًا أو مستهلكًا. قد يكون للعمليات المختلفة كلقًا مخْمّدة متباينة: ويهذا تختلف هذه 
الطريقة عن التحليل لمْحمّع في أن لكل العملياتٍ الكلفة المحمدةٌ نفسها. 
يجب أن غختار الكلف المححمّدة بعناية. فإذا كنا تريد تحليلاً بالكلف المخمّدة لنبيّن أن متوسط كلفة 

العملية الواحدة في أسوأ الحالات صغير, فعلينا أن نتحقق من أن الكلفة الكليّة المخحمّدة لمتنالية من العمليات 
تمكل حدًا أعلى على الكلفة الكليّة لهذه المتتالية. إضافة إلى ذلك؛ وكما هو الحال في التحليل الْحْمّع» 
يجب أن تكون هذه العلاقة محققةٌ على كل متتاليات العمليات. إذا أشرنا إلى الكلفة الفعلية للعملية ) ب ,»» 
وإلى كلفتها المخحمدة ب ,: فإننا نشترط أن تحقّق كل المتتاليات المكونة من :« عملية المتراجحة التالية: 

ع 2 
01.17 2 2 26 

2 
إن الرصيد الكلي 4214م 1هنه؛ المخرّن في بنية المعطيات هو الفارق بين الكلفة الكلية المحمّدة والكلفة 
الفعليّة» أي ,ع .إل - ,8 .اإ:. واعتمادًا على المتراجحة (1.17) يجب أن يكون الرصيد الكلي الموافق لبنية 
المعطيات موجبًا على الدوام. وفي حال سمح للرصيد الكلي أن يصبح سالبًا (نتيجة تحميل أولى العمليات أقل 
من كلفتها مع الوعد بتسديد الحساب لاحمًا)» فستكون الكلف الكلية المخمدة المحققة في حينها أقل من 
الكلف الكلية الفعليّة امحققة؛ وعندها لن تكون الكلفة الكلية المخحمدة فيما يخص متتالية العمليات حتى تلك 
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اللحظة, حدًا أعلى على الكلفة الكليّة الفعليّة. إذن» يجب أن نعير اهتمامنا كي لا يصبح الرصيد الكلي في 
بنية المعطيات سالبًا أبدًا. 


عمليات المكدس 

لإيضاح طربقة امحاسبة للتحليل المخمد؛ سنعود إلى مثال المكدس. تذّكر أن الكلفة الفعليّة للعمليات كانت: 
2 بزلا 
2 ممم 


, (كى )متم «مماكتانالا 
حيث / هي المْحدّد المعطى ل 201017107 و ى حجم المكدس عند استدعائها. دعنا نسند الكلف المحمّدة 
التالية: 


2 الأؤناط 
ت ممم 
. 0 ممماكتانالا 


في هذه الحالة» كل الكلف 
تتباين عمومًا بالمقاربة. 


لاحظ أن الكلفة المحمّدة ل «8/01:5100 ثابتة (0)» فيما كلفتها الفعلية مت 
المحمّدة الثلاث ذا 








ثابتة؛ مع أن الكلف المحمدة للعمليات المدروسة 





سنبيّن الآن أن بمقدورنا التسديد لأية متتالية من عمليات المكدس بتحميل الكلف المحمدة. افترض أننا 
نستخدم دولارًا لتمثيل كل وحدة من وحدات الكلفة. نبدأ بمكدسي فارغ. تدك التشابه الذي ذكرناه في 
المقطع 1.10 بين مكدس بنية المعطيات ومكدس الأطباق في كافتيريا. عندما نضيف طبقًا إلى الممكدسء فإننا 
ندفع دولارًا لتسديد الكلفة الفعلية لحذه الإضافة» وييقى معنا رصيد من دولار واحد (من الدولارين 
المدفوعين) نضعه في الطبق. ني أية لحظة كل طبق في المكدس يحوي رصيدًا قدره دولار واحد. 

إن الدولار المخرّن في الطبق هو تسديد مسبق لكلفة سحب الطبق من المكدس. وعندما ننفذ 
عملية 807) فإننا لا نحمّل العملية أية كلفة؛ ونسدّد كلفتها الفعلية باستخدام الرصيد المخرّن في المكدس. 
ولكي نسحب طبقّاء نأخذ دولار الرصيد من الطبق ونستخدمه للتسديد لعملية السحب. إذن بتحميل 
عملية 514نا5 أكثر قليلاً» لا نضطر إلى تحميل عملية 07 أية كلفة. 

إضافة إلى ذلك يمكننا ألا نحمل عمليات 8051808 أية كلفة. فلكي نسحب الطبق الأول؛ تأحذ 
دولار الرصيد من الطبق ونستخدمه لتسديد الكلفة الفعليّة لعملية «80؛ وهكذا دواليك.. وَلِسَحْبٍ الطبق 
الثاني» نأخذ ثانية دولار الرصيد من الطبق لتسديد الكلفة الفعليّة لعملية «80. وهكذا نكون قد حَمّلنا على 
الدوام مقدّمًا قدرًا كافيًا لتسديد عمليات «2,11:120. وبعبارة أخرى؛ لما كان كل طبق من المكدس يحوي 
رصيدًا من دولار واحدء ولما كان المكدس يحوي عددًا موجيًا من الأطباق» كان لآية متتالية من :7 عملية 
117120 و «مط و :5 كلفة كلية مخمدة هي حدّ أعلى على الكلفة الكلية الفعلية. ولما كانت الكلفة 
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الكلية المحمدة من المرتبة (:0)7» فهذه هي أيضًا حال الكلفة الكلية الفعلية. 


زيادة عدّاد اثناني 
ثمة إيضاحٌ آخرٌ لطريقة المحاسبة يتمثّل في تحليل عمليّة 18088127 على عدّاد اثناني يبدأ من الصفر. إن 

تنفيذ هذه العملية, كما لاحظنا سابقًا. اسب مع عدد البتات المقلوبة» وهذا ما سنستخدمه بوصفه 
الكلفة في هذا المثال. وسنستخدم الدولار مرّة أخرى لنمئّل واحدة الكلفة (قلب بت في هذا المثال). 

للقيام بالتحليل المخمّد نُحمّل كلفة مخمّدة قدرها دولاران لجعل قيمة البت 1. عندما يأخذ بت القيمة 1 
فإننا نستخدم دولارًا (من الدولارين الحصّلين) لتسديد الكلفة الفعلية لتغيير قيمة البت؛ ونضع الدولار الآخر 
على البت ليكون رصيدًا يُستخخدّم لاحمًا عندما نقلب البت بحددًا إلى 0. ف أية لحظة كل 1 في العدّاد لديه 
رصيد من دولار واحد عليهء وهكذا لا نحتاج إلى تحميله أية كلفة لإعادته إلى 0؟ فنحن نسدّد عملية العودة 
إلى الصفر باستخخدام الدولار على البت. 

يمكتنا الآن تحديد الكلفة المحمّدة ل 00820827 «1. تُسدّد عودة البتات إلى الصفر في حلقة عللط« 
باستخدام الدولارات على البتات المصمّرة. تغيّر 1000880807 على الأكثر بنّا واحدًا إلى 1 في السطر 6» 
وهكذا تبلغ الكلفة المخحمدة لعملية 18842007 على الأكثر دولارين. إن عدد الوحدان في العدّاد لا يصبح 
سالبًا أبدّاء وهكذا فإن قيمة الرصيد تبقى دائمًا موجبة. إذن, الكلفة المخمدة الكليّة ل 180800807 هي 






()0: وهي التي تَحَدَ الكلفة الفعليّة. 


تمارين 

1-7 

افترض أننا تقد متتالية من عمليات مكدس لا يتجاوز حجمه ع/ أبدًا. بعد كل +/ عملية» تيد نسخحةٌ عن 

كامل المكدس لأغراض الخزن الاحتياطي. بين أن كلفة :: عملية مكدس - ومن ضمنها نشخ المكدس - هي 

(0)2» وذلك بإسناد الكلف المحمدة المناسبة لمختلف العمليات المنفذة على المكدس. 

2-217 

أعِدُ التمرين 3-1.17 باستخدام التحليل بطريقة المحاسبة. 

3-7 

افترض أننا لا نرغب في زيادة عداد ما فقطء بل بإعادته إلى الصفر أيضًا (أي يحعل كل بتاته تساوي 0). 

وبافتراض أن الزمن اللازم لقراءة بت أو تغييره هو (6)1» بيّن كيف يمكن تنجيز عدادٍ كصفيفة من البتات 
رق أية متتالية من 2 عملية 100688215207 و 28587 زمنًا (0)5: وذلك على عداد معدوم بدايةٌ. 


(تلميح: احتفظ بمؤشر إلى البت 1 ذي المرتبة الأعلى.) 
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طريقة الكمون 
بدلاً من تمثيل العمل المسدّد سلفًا كرصيد عنرّن في أغراض حدّدة في بنية لمعطيات عَثّل طريقة الكمود 
4ه:1ء:” اهنسمامم للتحليل المخمّد العمل المسدّد سلقًا "كطاقة كامنة" أو فقط "كمون" يمكن تحريره 
لتسديد عمليات يُربط الكمون ببنية المعطيات ككل بدلاً من ربطه بأغراض محددة داءحل البنية. 
تعمل طريقة الكمون كالتالي. تُنجز « عملية» مبتدئين ببنية معطيات بدائية م8. ولتكن ,ع الكلفة 
الفعلية للعملية ذات الرقم 4» لكل #,...,1,2 > 4. ولتكن ,2 بنية المعطيات التي تنتج بعد تطبيق العملية 
ذات الرقم ] على بنية ال معطيات :-,!. تقابل دال ةكمو «مفاء«مت اه#«هلمط ١ه‏ كل بنية معطيات ,2 
بعدد حقيقي (/8)0)» هو الكمون المرافق لبنية ا معطيات ,[. فتكون ,غ الكلفة المخمدة «ومء 07/[:60:”ه 
للعملية ذات الرقم 4 بالاعتماد على دالة الكمون © معرّفة ب 
217) . (ط)ة - (ط)ه جو دن 
إذن» الكلفة المحمّدة لكل عمليّة هي كلفتها الفعليّة مضافًا إليها الزيادة في الكمون الناتج عن هذه العملية. 
واعتمادًا على المعادلة (2.17): تكون الكلفة الكلية المخمدة لل 7 عملية: 








(لس0)ه - وم)ه + )2 


1 


دس 


03.17 .(و8)© - (مه)© + » 


21 
تنتج المساواة الثانية من المعادلة (أ.9) وذلك لأن الحدود (,2)© تُحُذف فيما بينها. 

إذا استطعنا تعريف دالة كمون © بحيث يكون (م2)0 < (م6)8»: فإن الكلفة الكلية المحمدة 
ب .از تعطي حدًا أعلى على الكلفة الكلية الفعلية :© ..ث:5. عملي لا نعرف دائمًا عدد العمليات الني 
يمكن القيام بما. ولذا إذا افترضنا (م0)8 < (,2)© لكل قيم 4 فإننا نضمنء كما في طريقة امحاسبة» أن 
نسدّد سلقًا. نكتفي عادة بتعريف (80)© على أنه 0. ثمّ نبيّن أن 0 < (,0)© لكل قيم 4. (انظر 
التمرين 1-3.17 للاطلاع على طريقة سهلة لمعالحة الحالات التي يكون فيها 0 * (8)20.) 

نرى حدسيًا أنه إذا كان فرق الكمون (,)© - (:0)0 للعملية : موجبّاء كانت الكلفة المحمدة ,6 
تمثل تحميلاً زائدًا للعملية :» وكان كمون بنية المعطيات في تزايد. وإذا كان فرق الكمون سالباء فإن الكلفة 
المحمدة تمثّل تحميلاً أقل من اللازم للعملية :» وتُسدّد الكلفة الفعلية للعملية بإنقاص الكمون. 

تعتمد الكلف المخحمّدة المعرّفة في المعادلتين (2.17) و (3.17) على اختيار دالة الكمون ©. إذ قد م 
كمون مختلفة كلما مخمدة مختلفة» إلا أتما كلها حدودٌ عليا للكلف الفعلية. في كثير من الأحيان هناك تسويات 
يمكن تحقيقها عند اختيار دالة الكمون؛ تعتمد أفضل دالة كمون يمكن استخدامها على حدود الزمن المرغوبة. 
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عمليات المكدس 
لتوضيح طريقة الكمون؛ نعود مرة ثانية إلى مثال عمليات المكدس 4زؤناظ و 808 و 01:51008ا80. نعرّف دالة 
الكمون 4 على مكدس على أنما عدد الأغراض ف المكدس. إن دالة الكمون للمكدس الفارغ م0 الذي نبدأ 
به هي 0 > (و0)2. ولما كان من غير الممكن أن يكون عدد الأغراض في المكدس سالبًاء فإن للمكدس ,2 
الناتبحة بعد العملية ؛ كمونًا غير سالب؛ وهكذا فإن 





0 ح وم)ه 
. (,0)ه - 





تمثل الكلفة الكلية المحمدة ل 2 عملية بالاعتماد على © إذن حدًا أعلى على الكلفة الفعلية. 

لنحسب الآن الكلف المحمدة لمختلف عمليات المكدس. إذا كانت العملية ذات الرقم ؛ على مكدس 
يحوي 5 غرضًا هي عملية 4ز5نا» فإن فرق الكمون هو 

)+1(-5 

2-1 


(0)© - (00)ه 


واعتمادًا على المعادلة (2.17) فإن الكلفة المخمدة لعملية 50514 هذه هي 
حى8)ة - 00)ه جه دن 
1+1 





لنفترض أن العملية ذات الرقم ؛ على المكدس هي (/,171507)5ناا2؛ وأن (10)1,5" - 'م/ هو عدد 
الأغراض المدفوعة خارج المكدس. إن الكلفة الفعلية للعملية هي “ا وفرق الكمون هو: 

. 6ا- > (رط)ة - 8ت 
إذن؛ الكلفة المحمدة لعملية 1110151707 هي 
4 


1 


(د©)ه - ن0)ه جع 
ماس عر 
.200 


وبالمثل» فإن الكلفة المخمدة لعملية 808 اعتيادية هي 0. 
إن الكلفة المخمدة لكل من العمليات الثلاث هي (0)1» وهكذا فإن الكلفة الكلية المحمدة لمتتالية 
قبل قليل أن (م4)2 < (,5)2» فإن الكلفة الكلية المخمدة ل :7# 





من :: عملية هي (005. ولما كنا قد 
عملية تمثل حدًا أعلى للكلفة الكلية الفعلية. وبمذا تكون الكلفة في أسوأ الحالات ل + عملية (0)05. 


زيادة عدّاد اثناني 
سندرس مثالاً آخر لطريقة الكمون» وذلك بأن ننظر ثانية إلى عملية زيادة عداد اثناني. نعرّف هذه المرة كمون 
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العدّاد يط بعد عملية 1008820887 ذات الرقم :» بأنه عدد الخانات ذات القيمة 1 في العداد بعد العملية 
ذات الرقم 4. 
ولحساب الكلفة المخمدة لعملية 5«علمجع#ع1(0: نفترض أن عملية 10068800805 ذات الرقم 4 
تُصفّر ب بنًا. فالكلفة الفعليّة للعملية هي إذن 1 + : على الأكثر, لأنه إضافة إلى تصفير ,ع بثّاء فإن العملية 
تضع 1 على الأكثر في بت واحد. فإذا كان 0 > را فهذا يعني أن العملية ذات الرقم ؛ تُصمَّر كل البنات 
وعددها #6 ويكون / > عي > .-_رط. وإذا كان 0 < رطء فإن 1 + يع - يرط > رط. وف كلتا الحالتين» 
تتحقق المتراجحة 1 + ]6 - _يظ > نظاء ويكون فرق الكمون 
مط - (1 جب ررط) > (درط)؟ - (,م)ه 
6 -1 مع 
وعلى هذا تكون الكلفة المخمّدة 
(0)ة - (0)ه جو ك3 ث 
(-1)+6+1ن) > 
2# 


إذا بدأ العدّاد بالقيمة صفرء فإن 0 > (م2)©. ولما كان 0 < (,8)© مهما كانت ؛. فإن الكلفة الكلية 
المحمدة لمتتالية من :: عملية 1278:0157 هي (0)7. 

تعطينا طريقة الكمون أسلوبًا بسيطًا لتحليل العداد, ولو كان لا يبدأ بالصفر. يبدأ العداد ب وط بنًا 
قيمتها 1» وبعد ‏ عملية 100088018007 يصبح ,رط بِنّا قيمتها | حيث وط > 0 و / > ,رط. (تذكّر أن / 
هو عدد البتات في العدّاد) يمكننا إعادة كتابة المعادلة (3.17) كالتالي 


* 


2 
4.17 (و8)© + زر8)ة - 24 - 2 


1 


لدينا 2 > ب مهما كانت + > ؛ ك 1. ولما كان وط > (و6)8 و ,رط (,,5)8©» فإن الكلفة الفعليّة ل م 
عملية 1888:0187/7 هي 


8 


2 


11 


وظج يرط - 2 


ع 


. وط+ يط - 2 عد 
نلاحظء بوجه خاصء أن الكلفة الفعليّة الكليّة هي ()0؛ مادام (0)2 > عاء وذلك لأن # > وط. وبعبارة 
أخرى» إذا نقّذنا (4)© > + عملية 18:02<885 على الأقل؛ فإن الكلفة الكليّة الفعليّة هي (0)1: مهما 
كانت قيمة العدّاد البدائية. 
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تمارين 

1-7 

افترض أن لدينا دالة كمون © بحيث يكون (00)© < (:6)8 مهما كانت 4 إلا أن 0 + (م0)8. بِيّن أنه 
توجد دالة كمون '© بحيث يكون 0 > (00)'© و 0 < (,4')0؛ مهماكانت 1 < :: وأن الكلف المحمّدة 
باستخدام 4 هي نفسها الكلف المحمدة باستخدام ©. 

2-7 

أعذ التمرين 3-1.17 باستخدام التحليل بطريقة الكمون. 

3-7 

ليكن لدينا بئية معطيات كومة-أصغر ثنائية عاديّة مع « عنصرًا تدعم عمليق #5ؤل«! و 820817-10 
بزمن (00187 في أسوأ الحالات. أعطٍ دالة كمون ©4 حيث تكون الكلفة المخمدة لعملية 185885 (0)1872: 
والكلفة المحمدة لعملية 837841-01180 هي (0)1: وبِيَنْ أن ذلك يعمل كما ينبغي. 

4_7 

ما هي الكلفة الكليّة لتنفيذ : عملية مكدس 210171007 و م80 و فزؤناط بافتراض أن المكدس يبدأ 
وفيه مى غرضًا وينتهي وفيه يرى غرضًا؟ 

5-7 

افترض أن عدّادًا بيدأ بعددٍ من ط بنّا قيمتها 1 بتمثيله الاثنانيء عوضًا عن أن بيدأ من 0. بِيّن أن كلفة 
تنفيذ 7 عملية 1818045701 هو (0)2 إذا كان (2)6 > 2. (لا تفترض أن ( عدد ثابت.) 

67 

بين كيف يمكن تنجيز رتل مع عمليثي مكدس معتادتين (التمرين 6-1.10) بحيث تكون الكلفة المحمدة لكل 
عملية 120/0108 وكل عملية 28018108 هي (0)1. 

7-7 

صمَمْ بنية معطيات تدعم العمليتين التاليتين على مجموعة ديناميكية 5 من الأعداد الصحيحة: 

(,5) عون« البي تُدْجل العنصرٌ + في 5. 

(5)تتدة تمع مهمع 7عاعم التي تَمذف من 5 أكبر [2/|؟|] عنصرا. 

اشرح كيف يمكن تنجيز بنية المعطيات هذه بحيث تُنقّذ أية متنالية من +7 عملية بزمن (0)78. ينبغي أن 
'خخراج العناصر 5 في زمن (|0)]5. 





4.7 
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الجداول الديناميكيّة 


في بعض التطبيقات؛ لا نعرف سلفًا عدد الأغراض التي ستُّخرّنَ في جدولٍ ما؛ فقد تخصص حجمًا لدول 
ماء لنكتشف فيما بعد أنه غير كافٍ. في هذه الحالة» يجب إعادة تحصيص حجي أكبر للجدول» ونقل كل 
الأغراض المخرّنة في الددول الأول ونسخحها في الحدول الحديد الأوسع. وبالمثل؛ إذا يفت أغراض كثيرة من 
الددول: فقد يكون من المجدي إعادة تحصيص حجم أصغر للجدول. ندرس في هذا المقطع هذه المسألة التي 
تُعنى بتوسيع جدولٍ ما وتقليصه ديناميكيًا. باستتخدام التحليل المحمّد أن الكلفة المحمّدة للإدراج 
والحذف هي فقط (0)1» ولو كانت الكلفة الفعليّة لعملية ما كبيرة عندما تطلق توسيعًا للجدول أو تقليصًا 
له. إضافة إلى ذلك» سنرى كيف يمكن ضمان ألا يتجاوز الحيّر غير المستخدم في الددول الديناميكي» أبدّاء 
جزءًا ثابنًا من حجمه الكلي. 

نفترض أن الحدول الديناميكي يدعم عملي 1«5#7-عاهم1 و عآعاع8-تاهم1. تُدرج عملية 
8-105887اقم1 عنصرًا داحل الحدول ليشغل شتمّبا /0لى واحدّاء وهو الحيّر المْحدّد لعنصر واحد. وبالمثل» 
تُعنى العملية 81:75 (781:8-1 بحذف عنصر من الحدول؛ وتحرّر بذلك شقبًا. لا أهمية لتفاصيل بنية المعطيات 
المستخدمة لتنظيم هذا الحدول؛ فقد نستخدم مكدسًا (مقطع 1.10): أو كومة (الفصل 6) أو جدول تلبيد 
(الفصل 11). وقد نستخدم أيضًا صفيفة أو بجموعة من الصفيفات لتنجيز خزن الأغراض كما فعلنا في 
المقطع 3.10 


سنجد من المناسب استخدام مفهوم عَرَفناه عندما حلّلنا التلبيد (الفصل 11). نعرّف عامل التحميل 





10 4هها (7)© لحدول غير خالٍ 7 على أنه عدد العناصر المخزنة في الحدول مقسّمة على حجمه (عدد 
الشقوب فيه). نسند إلى الحدول الخالي (الذي لا يحوي أية عناصر) الحجم 0» ونعرف عامل تحميله على 
أنه 1. إذا كان عامل التحميل لحدول ديناميكي محدودًا تحت ثابتٍ ماء فإن الحجم غير المستخخدم في الجدول 
لن يتجاوز أبدًا جزبًا ثابنًا من الحجم الكلي. 

سنبداً بتحليل جدولٍ ديناميكي لا ننجز عليه إلا عمليات إدراج. ثم ندرس حالة أكثر عمومية يُسمّح 
فيها بالقيام بعمليات إدراج وطن 


7 توسيع الجدول 
لنفترض أن الجحدول يمرن في صفيفة من الشقوب. وعتلئ الحدول عندما تكون كل الشقوب قد استُخدمت» 


أو بصورة مكافئة» عندما يكون عامل تحميله مساويًا 1.! في بعض البيئات البريحية» إذا جَرَثْ محاولة لإدراج 


'قد نرغب في بعض الحالات؛ عندما يتعلق الأمر مثلاً يحدول تلبيد مفتوح العناوين» أن نعتبر أن جدولاً ما ملآن 
عندما يساوي عامل تحميله ثابئًا أصغر من 1 تمامًا. (انظر التمرين 1-4.17) 





الباب /11 / تقنيات متقدمة في التصميم والتحليل 467 


عنصر في حدول ملآنء فالبديل الوحيد هو استبعاد امحاولة برسالة خطأ. سنفترض» على أية حال» أن البيئة 
البريجية التي نتعامل معهاء مثل العديد من البيئات الحديثة» تتيح نظامًا لإدارة الذاكرة قادرًا على تحصيص كتل 
خزن وتحريرها عند الطلب. وهكذا عندما يُدرّج عنصرٌ في جدولٍ ملآن» فإن كقدورنا توسيع 4«دديته 
الددول بتحصيص جدولٍ جديدٍ فيه شقوب أكثر عددًا من الحدول القدم. ولما كنا دائمًا بحاجة إلى أن يكون 
الددول عخزنًا في ذاكرة متتالية؛ كان علينا تحصيص صفيفة جديدة للجدول الأكير ثم نسخ العناصر من الندول 
القدم إلى الحدول الحديد. 
هناك كسبيّة شائعة عذاوةناءط «متصدهمء تتمثل في تحصيص جدولٍ جديدٍ فيه ضعف شقوب الحدول 
القدم. فإذا لم يكن هناك إلا عمليات إدراج؛ فإن عامل التحميل للجدول 1/2 على الأقل دائمّاء وبمذا فإن 
مقدار حجم الذاكرة المهدور لا يتجاوز أبدًا نصف حجم الجدول. 
نفترض» في شبه الرماز التالي» أن '7 غرضٌ تل الحدول. يحتوي الواصفة #اطع*.7 مؤشرًا إلى كثلة الخزن 
التي تمثل اللددول: والحقل :7.7/7 عدد العناصر في الجدول؛ والحقل 7.5126 عدد الشقوب الكلية في 
الجدول. في البداية يكون الحدول فارعًا: 0 - عهاد.1 > «لدم.1. 
نا 
عد عمار .1 كز 1 
غملء 1 طلثه عاطم .7 متمعمالة 
ك1 
20 ."1 كذ 
كاماء عهلى 2٠1‏ طلتد عاؤم مم ملمعوالة 
عاطمة- سعد متمد عاطمع :1 هذ كدمعاذ لله أكعكمز 
عاطم .7 ع56 
عاطمع- باع ع عاطم ."1 
عهات .2017 ع مهاء.1 9 


عاطم .1 ممع ععكمط 10 
1 +1'.177 حت 1تتلتا.1 11 








ادم شاه ماج نا مه 


لاحظ أن لدينا إجراعي "إدراج" هنا: إجراء 5877 «لعاظد] نفسه والإدراج الأساسي «جماها» 
سود ف جدول؛ في السطرين 6 و 10. يمكن أن نحل زمن 
الإدراج الأساسيّة بإسناد كلفة قيمتها 1 إلى كل عملية إدراج أساسية. 


58875«]-عاهم1 بدلالة عدد مرات 
رض أن زمن التنفيذ الفعلي 
ل 8-125587اظم1 طيٌ بدلالة زمن إدراج العناصر الإفرادية» وبمذا تكون الكلفة المضافة اللازمة لتحصيص 
الجدول الابتدائي في السطر 2 ثابتة» بحيث تفوق كلفةٌ نقل العناصر في السطر 6 الكلفة المضافة اللازمة 
لتحصيص منطقة التخزين وتحريرها في السطرين 5 و 7. نسمّي الحدث الذي تنقّذ عنده السطور 9-5 
توسيعاً «ماكمدحهت. 
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لنحلّل الآن متالية من : عملية 185887-ام7 مطبقة على جدولٍ خخالٍ بذايةً. ما هي كلفة 
العملية .© ذات الرقم :؟ إذا كان ما يزال هناك مكان في الجدول الحالي (أو إذا كانت هذه هي العملية 
الأولى)» فإن » إذ إننا بحاجة إلى تنفيذ عملية إدراج أساسية واحدة فقط في السطر 10. أما إذا كان الجدول 
الحالي ملآناء وحدث توسيع فإن : ح بع: كلفة تساوي 1 للإدراج الأساسي في السطر 10 يُضاف إليها 
1 -: لنسخ العناصر من الحدول القدم إلى الحدول الحديد في السطر 6. إذا تُقّذت « عملية: فإن كلفة 
عملية في أسوأ الأحوال هي (:00» وهذا ما يؤدي إلى حدٌّ أعلى من المرتبة (0052 لزمن التنفيذ الكلي ل 7 
عملية 5875ل «]-تناقه1. 

إن هذا الحد ليس محكمًا كفاية: لأننا قلّما نوسّع الجدول خلال : عملية إدراج. تتسبب العملية 4 
تحديدًا في إحداث توسيع فقط عندما يكون 1 -: من قوى 2 الصحيحة. إن الكلفة المخمّدة لعملية ما هي 
في الحقيقة (0)1» كما مق باستخدام التحليل اججْمّع. إن كلفة العملية ذات الرقم : هي 


, 062 #عنلامم هت مه 15 -] 6 )ا 
. عساساتعطاه ‏ 11 4 


إذن الكلفة الكليّة ل :: عملية 14818-12/5877 هي 


لجعلا ١‏ 
2 2 +م« ك4 2 
0 1 

> 2+2 
2 32 


وذلك؛ لأن هناك 2 عملية على الأكثر كلفةٌ كل منها 1؛ وكلف باقي العمليات تشكل سلسلة هندسية. ولما 
كانت الكلفة الكلية ل : عملية 195887-:7481 هي ::3: كانت الكلفة المخمّدة للعملية الواحدة هي على 
الأكثر 3. 
يمكنناء باستخدام طريقة امحاسبة» أن نستشعر بوضوح أكبر لماذا يجب أن تكون الكلفة المحمدة لعملية 

8-105887ناظم1 3. إن كل عنصر يسدّد كلفة 3 عمليات إدراج أساسيّة: إدراج العنصر نفسه في الحدول 
الحالي» ونقل نفسه عند توسيع الجدول؛ وتحريك عنصر آخخر كان قد انتقل مرّة من قبل عندما توسّع ابحدول. 
افترض على سبيل المثال» أن حجم الحدول هو 74 بعد عملية التوسيع مباشرة. إذن عدد العناصر في الحدول 
هو 071/2 ولا يمتلك الحدول أي رصيد. نمل كل عملية إدراج 3 دولارات. يكلف الإدراج الأساسي الذي 
يحدث فورًا دولارا واحدًا. ونضع دولارًا آخر في رصيد العنصر المضاف. ونضيف الدولار الثالث إلى رصيد 
أحد العناصر التي عددها 72/2 الموحودة في الجدول. لن يمتلئ الجدول ثانية حتى نضيف 1 - 71/2 عنصرًا 
إضائيّ وهكذا عندما يحوي الحدول 7 عنصرًا ويصبح ملآناء نكون قد وضعنا في رصيد كل عنصر دولارًا 
يدفعه ليعيد إدراج نفسه أثناء عملية التوسيع. 
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يمكن أيضًا استخدام طريقة الكمون لتحليل متتالية من : عملية 185877-#اهم: ويجب أن 
نستخدمها في المقطع 24.17 لنصمّم عملية 818ا74815-08 كلفتُها المخمدة هي أيضًا (0)1. نبدا 
بتعريف دالة كمون © تكون معدومة بعد عملية التوسيع مباشرة» إلا أنما تزداد حتى تصبح قيمتها مساوية 
لطول الحدول في اللحظة التي يصبح فيها اللجدول ملآناء وكذا يمكننا التسديد لعملية التوسيع التالية باستخخدام 
هذا الكمون. إن الدالة 
05.17 6قأت .7 -71تلت7 20 - (9007 
هي أحد الخيارات. ويكون لدينا 7.5]26/2 - 1.1: بعد عملية التوسيع مباشرة. وهكذا يكون 
0 > (0)7 مثلما نرغب. أما قبل عملية التوسيع مباشرةء فيكون 7.5126 27.078 وهكذا يكون 
- (04)7 مثلما نرغب. إن القيمة البدائية للكمون هي 0 ولما كان الحدول على الدوام نصف 
ملآن على الأقل» فإن 7,5126/2 < :7.7 وهذا يقتضي أن تكون الدالة (7)© موجبة دومًا. وهكذا فإن 
مجموع الكلف المحمدة ل عملية :6-120555اقل14 يذل حدًا أعلى لمجموع الكلف الفعلية. 
لنحليل الكلفة المخمدة لعملية '18-18587قم7 ذات الرقم :» بمعل 71 يتل عددّ العناصر المخزنة 
في الحدول بعد العملية ذات الرقم 4» و :5126 يمل الحجمّ الكلي للجدول بعد العملية ذات الرقم 4» و ,© 
الكمون بعد العملية ذات الرقم 4. بدايةٌ يكون لدينا 0 > م”نت: و 0 > و#هاد و 0 - ,. 
إذا لم تتسبب العملية ذات الرقم 4 في توسيع ماء يكون لدينا .,ء2فى > معزي وتكون الكلفة 
المحمدة هذه العملية: : 
بة حره جن 
( عاك - ريتاسد ١‏ 2) - (ماى - يتمد ١‏ 2) +1 - 


مهاد - (1 - با#سمم)2) - (عهاء - يد ١‏ 2) +1 - 
:3 


4 





أما إذا تسببت العملية ذات الرقم غ في توسيع ماء فيكون عندها .عاك 2١‏ ح ,جاع 
و 1- متم > سمدم - ر_رعهذى وهذا يقتضي أن (1 - مام 2٠‏ > ,26ذى. إذن الكلفة المخمدة 
اللعملية هي: 


يه سه جع د اث 


(معهاء - دب«صمم ١‏ 2) - (عهاى - ي««صدد ١‏ 2) + اقفتا 

((1 - يد«سبم) - (1 - ي«صد)2) - ((1 - يقت 2١‏ - وسح ١‏ 2) + باصت د 
(1 - ي«صته) - 2 + يتوعد 

و 


يبيّن الشكل 3.17 قيمة ,”لت» و :26ذى و ,ل بدلالة 6. لاحظ كيف أن الكمون يتزايد ليسدّه 





توسيع الددول. 
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أ 
2 دآ 
32 24 16 8 6 


الشكل 3.17 أثر متتالية من « عملية 74818-19/587 على عدد العناصر ,71/7 في الجدول؛ وعلى عدد 
الشقوب في الحدول ,#تذى» وعلى الكمون ,»زع - ,د١2‏ > ,ل4. حيث تقاس كل هذه المقادير بعد العملية 
ذات الرقم ذ. ببيّن الخط الرفيع /211/1: والخط المتقطع 6تذى. والخط النخحين 4. لاحظ أنه قبل عملية التوسيع 
مباشرة» يزداد الكمون حتى تبلغ قيمثّه عدد العناصر في الجدول وبحذا يمكنه أن يسدّد لنقل كل العناصر إلى الددول 
اللحديد. بعد ذلك» يهبط الكمون إلى 0 إلا أنه يرتفع مباشرة إلى 2 عند إدراج العنصر الذي تسب في التوسيع. 


7 توسيع الجدول وتقليصه 
إن حذف عناصر محدّدة من اللددول بحدف تنجيز عملية 8-88175اظم7 بسيط جدًا. غير أننا كثينا ما 
نرغب في تقليص ]همع الحدول عندما يصبح عامل تحميل الحدول صغيرًا جدّاء وذلك للحدٌ من حجم 
الذاكرة المهدور. يماثل تقليص الحدول توسيعه: عندما ينخفض عدد العناصر كثيراء فإننا تخصص جدولا 
جديدًا أصغر منه ثم ننسخ العناصر من الددول القددم في اللحدول الحديد. ويمكن عندها تحرير حيّز التخزين 
للجدول القدم بإعادته إلى نظام إدارة الذاكرة. نريد في الوضع المثالي أن نحافظ على الخاصيتين التاليتين: 
عامل تحميل الحدول محدود من الأسفل بثابت. 
والكلفة المخمدة لعمليات الحدول محدودة من الأعلى بثابت. 
نفترض أننا نقيس الكلفة بدلالة عمليات إدراج وحذف أساسيّة. 

قد تعتقد أن علينا مضاعفة حجم الحدول عند إضافة عنصر إلى جدولٍ ملآن» وتقليص حجمه إلى 
النصف عندما تتسبب عملية حذف في جعل الحدول أقل من نصف ملآن. تضمن هذه الاستراتيجيّة أل 
ينخفض عامل التحميل أبدًا إلى أقل من 1/2 ولكنها لسوء الحظ قد تتسبب في جعل الكلفة المحمدة لعملية 
ما كبيرا فعلاً. لنأخذ السيناربو التالي: نقوم ب < عملية على جدولٍ 7 حيث : هي قوة صحيحة ل 2. إن 
نِضْف العمليات الأولى هي عمليات إدراج» وهي تكلف وفق تحليلنا السابق كلفةٌ كلية (:0)5. في نماية متتالية 
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الإدراج» ايكون 2 - 7.5126 > 7.0. وفيما يخص النصف الثاتي من العمليات» فإتنا ننفذ المتنالية 
التالية: 
.... بأكع كه رأكعقصا بعاعاعل رعاعاعل بامعكصا باتعصز بعاعاعل بعاعاعل بأتعقمة 

تتسبب عملية الإدراج الأولى في توسيع الحدول إلى الحجم #. وتتسبب عمليتا الحذف التالينان في تقليص 
الحدول من جديد إلى الحجم 2/2. تتسبب عمليتا إدراج جديدتان في توسيع آخرء وهكذا. كلفة كل عملية 
توسيع وتقليص هي (9)2» وهناك (2)© عملية منهما. وهكذا فإن الكلفة الكلية ل:2 عملية هي (2)©؛ 
ومن ثم فإن الكلفة المحمدة لعملية واحدة هي (01©. 

إن سيّئة هذه الاستراتيجيّة واضحة: بعد عملية توسيع؛ لا نقوم بعددٍ كافب من عمليات الحذف لنسدّد 
للتقليص. وبامثل؛ بعد التقليص لا نقوم بعددٍ كاف من عمليات الإدراج لنسدّد للتوسيع. 

يمكننا تحسين هذه الاستاتيجيّة بالسماح لعامل التحميل بالمبوط إلى أقل من 1/2. وعلى وجحه 
الخصوصء نتابع مضاعفة حجم الحدول عند إدراج عنصر في جدول ملآن» إلا أننا نقسم حجم الجدول على 
2 عندما تتسبب عملية حذف في جعل الجدول ملآنًا إلى أقل من ربعه: بدلاً من نصفه. وبمذا يكون عامل 
التحميل محدودًا من الأسفل بالثابت 1/4. 

قد نعتبر بالحدس أن عامل تحميل يساوي 1/2 مثاليّاء ويكون عندها كمون الحدول 0. ومع ابتعاد عامل 
التحميل عن 1/2 يتزايد الكمون وبذلك عندما يحين أوان توسيع الحدول أو تقليصهء يكون الحدول قد 
اكتسب ما يكفي من الكمون ليسدّد لنسخ كل العناصر في الحدول الحديد المحصص. إذنء نحتاج إلى دالة 
كمون تصل إلى :7.7/7 عندما يكون عامل التحميل قد ازداد إلى 1 أو تناقص إلى 1/4. وبعد توسيع 
الحدول أو تقليصه؛ يعود عامل التحميل بحددًا إلى 1/2: ويهبط الكمون عائدًا إلى 0. 

لن ندرج هنا رماز 78ا8©-عاهم3 إذ إنه مشابه لرماز 181-105875ه1. وسنفترض لأغراض 
التحليل؛ أنه عندما ينخفض عدد العناصر في الجدول إلى 0» فإننا تحرّر حيّز حزن الحدول» أي إذا كان 
0 > «سدر.1 فإن 0 - مماء.1. 

بإمكاننا الآن استخدام طريقة الكمون لتحليل كلفة متنالية من : عملية '185875-عاظم7 و -قناهم1 
155 . نبدأ بتعريف دالة كمون © تصبح 0 بعد التوسيع أو التقليص مباشرة» وتزداد بازدياد 
عامل التحميل إلى 1 أو تناقصه إلى 1/4. نسمّي عامل التحميل لحدول 7 غير نخال 
+ 6قاى.7/1”نت .7 > (7)». ولما كان 0 - مماى.1 > «ما:.7 و 1 > (7)ج للجدول الخالي؛ فلدينا 
دومًا 2اى.17١(1)»‏ - «جبد.7: سواءٌ أكان الحدول خاليًا أم لا. سنستخدم دالة الكمون 


1/2< (0ه كذ مماء1- مسو:2:3] _ 
8 1/2> 00> كذ كه 


لاحظ أن كمون الحدول الخالي هو 0: وأن الكمون لا يصبح سالبًا أبدًا. إذن» فالكلفة المحمدة الكليّة لمتتالية 
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من عمليات اعتمادًا على © هي حدٌّ أعلى للكلفة الفعليّة لحذه المتتالية. 

ستتوقف قليلاً قبل البدء بالقيام بتحليل دقيق» لنراقب بعض خواص دالة الكمون المبينة في 
الشكل 4.17. لاحظ أنه عندما يكون عامل التحميل 1/2 يكون الكمون 0. وعندما يكون عامل التحميل 
1 يكون لدينا .7 - 26ذى .23 وهذا يقتضي أن 7.771 > (4)1: وبذلك يمكن للكمون أن يسدّد 
للتوسيع فيما إذا أدرج عنصرٌ ما. عندما يكون عامل التحميل 1/4» يكون لدينا «صدم.17١+‏ ع مهاد .1 
وهذا يقتضي أن 7.50/76 - (8)7: وبذلك يمكن للكمون أن يسدّد للتقليص فيما إذا حُذِفَ عنصرٌ ما. 

لتحليل متنالية من : عملية 8-1205887ا8م1 و عآ81ا28-#اهم1: نفترض أن بع الكلفة الفعلية 
للعملية ذات الرقم :» و ,6 الكلفة المحمّدة اعتمادًا على ©؛ و :7/71 عدد العناصر المخزنة في الحدول بعد 
العملية ذات الرقم 4» و :5126 حجم الحدول الكلي بعد العملية ذات الرقم ؛» و ,» عامل التحميل للجدول 
بعد العملية ذات الرقم 4 و .© الكمون بعد العملية ذات الرقم 6. بدايةٌء يكون 0 > ”تين 


و20 وبهنى و21 وى و0درة. 




















الشكل 4.17 أثر متتالية من « عملية 7481-185877 و 815-0815158م7 على :0:1 عدد العناصر في 
الجدول» و ,5126 ,26د عدد الشقوب في الجدول؛ والكمون 


21/2ع» 1ض ١‏ #هاء - باصم  ]2‏ 
٠.‏ 1/2 > يه كذ ااست- 2/ 0 ديه 


حيث يقاس كل من هذه القيم بعد العملية ذات الرقم 6. يبيّن الخط الرفيع ,#ماهة؛ والخط المتقطع ,26زىء والخط 
الشخحين ,«ه. لاحظ أنه قبل توسيع الحدول مباشرة: يكون الكمون قد تنامى حتى أصبح يساوي عدد العناصر في 
الددول: وهذا يمكنه التسديد لتقل كل العناصر إلى الحدول الحديد. وبالمثل؛ قبل التقليص مباشرة» يكون الكمون قد 
تنامى حتى أصبح يساوي عدد العناصر في الجدول. 
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نبدأ بالحالة التي تكون فيها العملية ذات الرقم ؛ هي 18-1205877هم1. إن التحليل الذي قمنا به ممائل 
للتحليل الذي عالحنا فيه توسيع الحدول في المقطع 14.17 عندما 1/2 < :-:» . وسواءٌ أتوسّع الجددول أم 
لاء فإن كلفة العملية المحمدة ب هي 3 على الأكثر. وإذا كان 1/2 > :»؛ فلن يكون للجدول أن يتوسع 
بنتيجة الهذه العملية» إذ لا يمكن له التوسّع إلا عندما 1 > ._,». وكذلكء؛ إذا كان 1/2 > ,»ء فإن 
الكلفة المحمدة للعملية ذات الرقم : هي: 





هجو عن 
(سب همد - 2/ح#عهاى) - امد - 2/عماى) +1 - 
((1 - يتصحم) - 2/يعهاى) - اسم - 2/وهاى) +1 
200 
إذاكان 1/2 > -ب»ء ولكن 1/2 < غ» » فإن 
ةسجن عة 


تبص - 2/درععاى) - (مهاى - رتست ١‏ 2) +1 
(سب سند - 2/#يعهاى) - (#رعهاى - (1 + بدباتتسته) 2) +1 


3 
3+ مادج - بلاس 3 - 
3 
3+ د مماوج - مام ر »3 - 


3 3 
3+ مادج - د وماج > 
3 


وهكذاء فإن الكلفة المحمدة لعملية 8-125875.اقظه7 هي 3 على الأكثر. 
نلتفت الآن إلى الحالة التي تكون فيها العملية ذات الرقم ؛ هي 14818-081818. في هذه الحالق» 
يكون 1 - ,”لا ح #بند:. إذاكان 1/2 > .:»» وجب أن ندرس تُسَجُبٍ العملية في تقليص ما. فإذا 

لم تكن هذه هي الحالة» فإن .26د > ,معز وتكون الكلفة المحمدة للعملية: 
ب حر عبن 


4 


0 


(ب#سسد- 2/يعهاى) - («صمم - 2/عهاع) +1 
((1 + ينسم - 2لعهاى) - راصم - 2/وهلع) +1 
22 
وإذا كان 1/2 > .به وتَسبّبت العملية ذات الرقم : في تقليص الحدول» فإن الكلفة الفعلية للعملية هي 
1 + تدج ح ن. لأننا نخذف عنصرًا واحدًا ونتقل :73173 عنصرًا. ويكون لدينا - 4/._,عهاد - 2/ عادو 
1 + :7ه ع حيتت والكلفة المحمدة للعملية هي: 


414 


مسائل 
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به سه عن ع بغ 

(س "سبد - 2/ديعهاى) - (با«صد: - 2 /رعهاى) + (1 + يمحم 

((1 + ي«صحم) - (2 + رصم ٠‏ 2)) - (ا«صح: - (1 + ينوسح )) + (1 + ي«صم) 
4 








وعندما تكون العملية ذات الرقم ؛ هي 54818-8815758: و 1/2 < 1-:»: فإن الكلفة المخمدة محدودة 
أيضًا من الأعلى بثابت» والتحليل متروك للتمرين 2-4.17. 

والخلاصة هي أنه لما كانت الكلفة المحمدة لكل عملية محدودة من الأعلى بثابت» فإن الزمن الفعلي 
لأية متتالية من :7 عملية على جدول ديناميكي هي (0)00. 


تمارين 
1-7 

افترض أننا نريد تنجيز جدول تلبيد ديناميكي مفتوح العناوين. لماذا ينبغي أن نعتبر أن الجدول ملآن عندما 
يصل عامل تحميله إلى قيمةٍ ما » أصغر تمامًا من 1؟ صِفْ بإيجاز كيف تجعل الإدراج في جدول تلبيد 
ديناميكي مفتوح العناوين يقد بطريقة تجعل توقع الكلفة المحمدة لعملية الإدراج هي (0)1. لماذا لا يكون 
توقع الكلفة الفعلية لعملية الإدراج بالضرورة (0)1 لكل عمليات الإدراج؟ 

2017 

بين أنه إذا كان 1/2 < :-:» وكانت العملية ذات الرقم : على الحدول الديناميكي هي 81878 8.اظمق 
فإن الكلفة المحمدة للعملية اعتمادًا على دالة الكمون في (6.17) محدودة من الأعلى بثابت. 


3-7 
افترض أننا بدلاً من أن نقلّص جدولاً ما بتقسيم حجمه على 2 عندما يهبط عامل تحميله إلى أقل من 1/4 
نقلّصُه يضرب حجمه ب 2/3 عندما يهبط عامل تحميله إلى 1/3. وذلك باستخدام دالة الكمون 


ل 





أن الكلفة المخمدة لعملية 1878ع18818-0 التي تعتمد هذه الاستراتيجية محدودة من الأعلى بثابت. 


1-7 عداد اثناني معكوس البتات 
يدرس الفصل 30 خوارزميةٌ هامةٌ اسمها تحويل فوربيه السريع؛ أو :551. تقوم أول خحطوة من الخوارزمية "81 
بتنفيذ تبديل يعكس البتات :مله ممعم اهدع« ذة على جدول دخل [4]0..5-1: حيث 
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*2 > حيث 6 عدد صحيح غير سالب. يقوم هذا التبديل بمبادلة كل عنصرين من الحدول تثي دليل 
أحدهما الاثناني عكس تمثيل دليل الثاني الاثناني. 
يمكننا أن نعبّر عن كل دليل © بمتتالية من ع بدا (مه,... روييه ,د_يره)؛ حيث “2ه 172 - ». نعف 
: لضبيهء. بيهيوة) > (أمه,... بوسيية يوسييه))ي©ة 
إذن 
- 


: اميه يق - )رمم 
28 


فمثلاً. إذا كان 16 > 2 (أو مُكافته 4 > /)؛ فإن 12 > (3) جنع وذلك لأن التمثيل ذي الأربع بتاثت 
ل 3 هو 0011 والذي يصبح عند عكسه 1100 وهو التمثيل ذي الأربع بتات ل 12. 
أ. لتكن ناعم دالةٌ تقذ في زمن (1)©: اكتب خوارزمية لتنفيذ التبديل الذي يعكس البتات لصفيفة طوها 
*2 > م ف زمن 0لج)0. 
يمكننا استخدام خوارزمية تعتمد على التحليل المخمد لنحسن زمن تنفيذ التبديل الذي يعكس البتات. نحافظ 
على "عدّاد معكوس البنات" وعلى إجراء 8«02207ع«1-معكجع/ا8:7-88 الذي يعطي عند إعطائه قيمة » 
اللعدّاد المعكوس البتات؛ القيمة (1 + (8)برناعم)ين5»0. فإذا كان: مثلاً 4 - ع والعدّاد المعكوس البتات يبدأ 
عند الصفر. فإن الاستدعاءات المتتالية ل 27/<ع1«:08-معكهع/817-881 تولدٌ المتتالية: 
٠.‏ ...,12,2,10 ,4 ,0,8 ع ... ,1010 ,0100,1100,0010 ,1000 ,0000 
اب. افترض أن الكلمات في حاسوبك تَرّن قيمًا من ء/ بِنّاه وأن بمقدور حاسوبك معابلىة القيم الاثنانية في 
واحدة الزمن بتطبيق عمليات مثل الانزياح يسارًا أو عِينًا بمقادير اعتباطية؛ والعطف على مستوى 
البت «10ه-هوة#مزطء والفصل على مستوى البت 6560ل إلح. صِفْ تتجيرًا لإجراء 
083017 0]-معقمع 817-881 يسمح بتفيذ تبديل يعكس البتات على جدول من : عنصرًا بزمن 
كليَّ (م)0. 
ت. افترض أنه يمكنك إزاحة كلمة يسارًا أو ينا با واحدًا فقط في واحدة الزمن. هل مازال مكنا تنجيز 
تبديل يعكس البتات في زمن (00. 











2-7 جعل البحث النداني ديناميكيا 
يستغرق البحث الثنائي لصفيفة مفروزة زمنًا لغاريتميّا للقيام بالبحث؛ إلا أن زم إدراج عنصرٍ جديدٍ خطيٌ 
بدلالة حجم اللددول. يمكننا تحسين زمن الإدراج بالاحتفاظ بعدّة جداول مفروزة. 

لنفترض» بوجه خاصء أننا نرغب في دعم 5848654 و 105877 على مجموعة من < عنصرا. وليكن 
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[(2+1)ها] دغء وليكن التمثيل الاثناني ل « (و,...,ي”.ريه). لدينا +/ صفيفة مفروزة 
برك ...كروك حيث طول الصفيفة :4 هو 26 لكل 1-/ . إن كل صغيفة ستكون 
ملأى أو فارغة» تبعًا لكون 1 -” أو 2-0 على الترتيب. وبمذا يكون عدد العناصر المخزنة في 
الصفيفات؛ التي عددها #» هو « - 7:24 2/2. ومع أن كل صفيفةٍ مستقلةٍ مفروزةٌ بحدٌ ذاتماء فلا توجد 


- 0,1 





علاقة محددة بين عناصر صفيفات مختلفة. 
أ. صِفْ كيف يمكن أداء عملية 548614 في بنية المعطيات هذه. وحلّل زمن تنفيذها في أسوأ الحالات. 


ب. صِفْ كيف يمكن إدراج عنصر جديد ف بنية المعطيات هذه. وحلّل زمن تنفيذ هذه العملية في أسواً 
الحالات» وزمن تنفيذها المحمّد. 

ات. ناقش كيف يمكن تنجيز 81878 5. 

03-7 الأشجار ذات الثقل المتوازن المخمدة 

لتأحذ شجرة بحث ثنائية عادية» ونُمْنها بأن نضيف إلى كل عقدة * الواصفة 5]26. الذي يعطي عدد 

المفاتيح المخزنة في الشجرة الفرعية التي جذرها . ليكن © ثابثًا في المحال 1 > » > 1/2. ثقول 

عن عقدة معطاة *« إنها #-معوازنة ‏ 4مء«مامفسه إذا كان عهاكد. »١‏ > عهاى. ]ءاد 

و 6تقا.» ٠‏ » > واد .غ(وف7.*. ونقول عن شجرة بأسرها أنها ب#-معوازنة إذا كانت كل عقدة من عقدها 

-متوازنة. اقترج عوعطعمة/ .6 النهج المحمّد التالي للمحافظة على أشجار متوازنة الثقل. 

أ. إن شجرة 1/2-متوازنة » بمعنى ماء هي شجرة متوازنة قدر الإمكان. إذا كان لديك عقدة * في شحرة 

بحث ثنائية اعتباطية» بِيّنْ كيف يُمكن إعادة بناء الشجرة الفرعية التي جذرها * بحيث تصبح 


. يجب أن تُنقّذ حوارزميتك في زمن (5126.+)© وعقدورها استخدام (0)<.5126 مساحة 





2/-متوازة 
خزن إضافية مساعدة. 





أن إجراء بحث في شجرة بحث ثنائية >-متوازنة من 7 عقدة» يستغرق في أسوأ الحالات زمئًا 
(7ع00. 

افترض فيما تبقّى من هذه المسألة أن الثابت » أكبر تمامًا من 1/2. لنفترض أثنا أبحزنا الإجراغين '12:5887 

و 58عا2 بالطريقة المعتادة للتعامل مع شجرة بحث ثنائية من : عقدة؛ إلا أنهما وبعد كل عملية إذا 

فقدت إحدى العقد في الشجرة نخاصية م-متوازنة» فإنه يُعاد بناء الشجرة الفرعية التي جذرها أعلى عقدة غير 

متوازنة» كهذه العقدة» لتصبح 1/2-متوازنة. 


سوف تل نمج إعادة البناء هذا باستخدام طريقة الكمون. لتكن + عقدةٌ في شجرة بحث ثنائية , 
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أ#قاى غطهات: - معاد عا | - (جاة 


ونعرّف كمون 1 على أنه 





هه '( عدصمه 


م 


حيث » ثابت كبير كفاية ويتعلق + ©. 


0 


٠‏ ناقش أن كمون أية شجرة بحث ثنائية غير سالبء وأن كمون الشجرة 1/2-متوازنة معدوم. 
ث. افترض أن :7 وحدةٌ كمون كافيةٌ لتسديد إعادة بناء شجرة فرعية ذات 74 عقدة. كم يجب أن يكون 
كبر بدلالة > حتى يستغرق إعادة بناء شجرة فرعية غير بج-متوازنة زمنًا مخمدًا (0)1؟ 


ج. بين أن كلفة إدراج عقدة في شجرة ذات : عقدة »-متوازنة أو حذفها منها هو (0)1871. 


4-7 ككلفة إعادة تنظيم بنية أشجار حمراءحسوداء 

هناك أربع عمليات أساسية على الأشجار الحمراء-سوداء يري تغييرات بنيوية كددو ةلمع آإاةه« لالهو 
إدراج العقد» وحذف العقدء والدورانات وتغيير اللون. رأينا سابقًا أن #5ع8-105م 
و 878ا88-08 يستخدمان (0)1 دورانًا فقط؛ وإدراج عقدٍ وحذف عمد للمحافظة على الخواص الحمراء- 
السوداء, إلا أنمما قد يقومان بالمزيد من عمليات تغيير اللون. 








أ. صِفْ شجرءٌ حمراء-سوداء نظاميّة ذات : عقد: ب استدعاء '28-1858#7 في إدراج العقدة 


ذات الرقم 1 + : فيها عمليات تغيير لون من الرتبة (:2087. ثم صِفْ شجرةٌ حمراء-سوداء نظاميّة 





ذات 2 عقدة بحيث يتسبّب استدعاء 28-0281878 في حذف عقدة محددة عمليات تغيبر لون من 
الرتبة (2)1870. 

على الرغم من أن عدد عمليات تغيير اللون قد يكون لغاريتميًا للعملية الواحدة في أسوأ الحالات؛ إلا أننا 

سنبرهن أن أية متتالية من +7 عملية 88-1285875 و 81.878 88-5 على شجرة حمراء-سوداء خاليةٍ بدايةٌ 

بنيويًا في أسوأ الحالات. لاحظ أننا نعدّ كل تغيير لون تغييرا بنيويًا. 





اتنسبب في (0)071 تن 

ب. إن بعض الحالات التي تعالجها الحلقة الرئيسة فٍ رماز كل من «ن*5887-1ن«]- هع 
و «78-10تنا8 80ج« هي حالات إنهاء تنفيفك ع«ذلهه«فهم6؛ أي عندما تتحقق مثل هذه الحالة 
يتوقف تنفيذ الحلقة بعد عدد ثابتِ من العمليات الإضافية. حدّد أيّ الحالات في كل من -78 
«ناتانتتجعون«آ و «تصاعنع7عاء 3ج هي حالات إنماء تنفيذ وأيها ليس حالات إنهاء. (للميح: 
انظر إلى الأشكال 5.13 و 6.13 و 7.13.) 
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سندرس أولاً التغييرات البنيوية عند القيام بعمليات إدراج فقط. لتكن 7 شجرة حمراء-سوداء» ونعرّف (01)© 

على أنه عدد العقد الحمراء فيها. افترض أنه يمكن لوحدة كمون واحدة أن تسدّد للتغيرات البنيوية التي تحدث 

في أية حالة من حالات 08ا87-510ع218-1205 الثلاث. 

ت. لتكن ”7 الشجرة الناتجة من تطبيق الحالة 1 من 88-1856357 على 7. ناقش أن 
1- (9)7 - (0)ت. 


6 


. عندما ندرج عقدة في شجرة حمراء-سوداء باستخدام #7ع21788-125 يمكننا تحزيء العملية إلى ثلاثة 
أجزاء. اسرد التغييرات البنيوية والتغيّرات الكمونية الناتبحة عن الأسطر 16-1 من 873-1905877 للحالات 
التي ليست حالات إنهاء في «5883-100ل10-هظء وأخيرا لحالات الإنماء في «لاءا-تجعويد]-هع. 

ج. ناقشء اعتمادًا على الحزء (ت) أن عدد التغييرات البنيوية المححمّدة المنفذة عند أي استدعاء 

ل تمعد«ا-هه هي (0)1. 


نرغب الآن في أن نبرهن أن هناك (:0)5 تغيم بنيويًا عندما توجد عمليات إدراج وحذف. نعرّف لكل 


عقدة بن 
إذا كانت ب حمراء 0 
إذا كانت + سوداء وليس لما أبناء حمر 1 
ع )مه 
إذا كانت د سوداء ولما ابن واحد حمر 0 
إذا كانت د سوداء ولا ابنان أحمران 2 


نعيد الآن تعريف كمون شجرة حمراء-سوداء "7 على أنه 
ساح د ره 


5 

ولتكن ”7 الشجرة الناتحة عن تطبيق أية حالة ماعدا حالات الإنماء في «ناء88-185887-51 أو 

«ناا-ع اع ه- هه على '1. 

ح. بيّن أن 1 - (7)© > 0)70 ف كل الحالات التي لا يحدث فيها إناء في 0ا88-105887-516. اقش 
أن عدد التغييرات البنيوية المحمّدة المنقّذة عند أي استدعاء ل 88-12058551268 هو (0)1. 

خ. بين أن 1 -(8)7 > (”"8)7 في كل الحالات التي لا يحدث فيها إغاء في «ن0دا-18عاعه-هظظ. 
ناقش أن عدد التغييرات البنيوية المحمّدة المنقّذة عند أي استدعاء ل «0ا)81-:81818 28-0 هو (0)1. 

د. أكمل برهان أن أية متتالية من +7 عملية '88-125883 و 878اع88-9 تُنْجِزء في أسوأ الحالات» 


(07 تغيرا بتيوبًا. 
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5-7 0 التحليل التنافسي للقوائم الذاتية التنظيم باستخدا مكسبية النقل-إلى-المقدمة 
القائمة الذاتية أكذا د« «مهممتراءد هي قائمة من : عنصراء ولكل من هذه العناصر 
مفتاح وحيد. عندما نبحث عن عنصر ف القائمة؛ تُعطى مفتاحاء ونحاول العثور على العنصر الذي له هذا 
المفتاج. 

للقائمة الذاتية التنظيم خاصيتان هامتان: 





1. للعثور على عنصر في القائمة اعتمادًا على مفتاحه المعطى» علينا عبور القائمة من البداية وحتى نصادف 
العنصر ذا المفتاح المعطى. فإذا كان هذا العنصر في المرتبة 4 من بداية القائمة» فإن كلفة العثور عليه 
هي . 
2. قد نعيد ترتيب عناصر القائمة بعد أية عملية» وفقًا لقاعدة معطاة بكلفة محددة. وقد نختار أية كسبية 
نريد لتقرر كيف نعيد ترتيب القائمة. 
افترض أننا نبدأ بقائمة معطاة من 7 عنصرّاء وأننا أعطينا متلية نفاذ مؤلفة من الفاتيح 
(ممت,... ,وك ,رت) > » للبحث عنها بالتزتيب. كلفة المتتالية هي مجموع كلف النفاذ إلى كل مفتاح منها 
على حدة. 
تركز هذه المسألة» من بين كل الطرق المختلفة الممكنة لإعادة ترتيب القائمة بعد عملية ماء على المبادلة 
بين عناصر القائمة المتجاورة - أي تبديل مواقعها في القائمة - بكلفة قدرها واحد لكل عملية مبادلة. نبيّن 
فيما يلي - باستخدام دالة كمون - أن الكلفة الكلية لكسبية محددة لإعادة ترتيب القائمة؛ وهي كسبية 
النقل-إلى-المقدمة: لا تتجاوز أربع أضعاف أية كسبية أخرى يمكن استخدامها للمحافظة على ترتيب 
القائمة - ولو كانت الكسبية الأخرى على معرفة مسبقة متتالية النفاذ! نسمّي هذا النوع من التحليل 
بالتحليل ' التنافسي كأكتراهدنه عسقاقء ررنودمع. 
نرمز إلى كلفة النفاذ إلى متتالية م مع كسبية محددة 1[ وترتيب بدئي للقائمة» بالرمز (6)بر6. ليكن 71 
عدد مرات النفاذ في 6. 
أ. ناقش أنه إذا لم تكن الكسبية 14 تعرف متتالية النفاذ مسبمّاء فإن كلفة الحالة الأسوأ ل 14 على متتالية 
نفاذ 6 هي (92)7 > (6)بر6. 
عند استخدام كسبية النقل-إلى-المقدمة ؛«ه :له هدوم بعد البحث عن عنصر * مباشرة» نقوم 
بنقل + إلى الموقع الأول في القائمة (أي مقدمة القائمة). 
لترمز ب () .5316 إلى مرتبة العنصر * في القائمة ,اء أيْ موقع + في القائمة .1. فإذا كان عدء على 
سبيل المثال» العنصرٌ الرابع في اء فإن 4 > (*) رعاههم. ولترمز ب ع إلى كلفة النفاذ إلى ,6 باستخدام كسبية 
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النقل-إلى-المقدمة» التي تتضمن كلفة إيجاد العنصر في القائمة وكلفة نقله إلى مقدمة القائمة باستخدام سلسلة 
من المبادلات بين عناصر القائمة المتجاورة. 
ب. بِيّن أنه إذا كات :ه يسمح بالنفاذ إلى العنصر + في القائمة .1 باستخخدام كسبية النقل-إلى -المقدمة؛ فإن 
60-1 لمم ١‏ 2د 
نقارن الآن النقل-إلى-المقدمة بأية كسبية أخرى ]1 تعالج متتالية نفاذ وفمًا للخاصتين المذكورتين في 
البداية. قد تقوم الكسبية 11 بمبادلة العناصر في القائمة بالطريقة التي ترتتيهاء وقد تكون على معرفة مسبقة 
بكامل متتالية النقاذ. 
لتكن ,لا القائمة بعد النفاذ إلى ,ى باستخدام النقل-إلى-المقدمة: ولتكن ]1 القائمة بعد النفاذ إلى ,6 
باستخدام الكسبية 18. نرمز إلى كلفة النفاذ إلى ,» باستخخدام النقل-إلى-المقدمة ب ,© وباستخخدام 
الكسبية 14ء ب ',6. افترض أن الكسبية 14 تقوم ب م6 مبادلة عند النفاذ إلى ,6. 
ات. لقد بهنت في يه (ب) أن 2-1©)_بكاصض:١2‏ سدع. بين الآن أن 


أ + (6_بعامد ١‏ 2 دن 





نعزف النزوج المعكوس «مزو6«ة ف القائمة ..ا على أنه زوج من العناصر /ز و #2 حيث يسبق العنصر 
ب العنصر 2 في القائمة إباء فيما يسبق العنصر 2 العنصر بز في القائمة ا. افترض أن القائمة ,ل! فيها ,و 
زوجًا معكوسًا بعد معالحة متتالية النفاذ (,ه,... ,وى ,رى). في هذه الحالة نعرّف دالة كمون © تقابل كل قائمة 
:ل بالعدد الحقيقي :20 - (:.[)8. على سبيل المثال» إذا كانت القائمة :را تضم العناصر (ط,4 ,© ,© ,©)؛ 
وكانت القائمة إلا تضم العناصر (ع,4,ط,م,ع)» فإن القائمة ,ا تضم خمسة أزواج معكوسة 
((4,5) ,(ط,ه) ,(4,ت) ,(ه,ء) ,(ء ,ع))» وهذا يكون 10 > (1)©. لاحظ أن 0 < (:1) مهما كانت 
4 وأن كلا من النقل-إلى-المقدمة والكسبية 11 تبدأان مع القائمة نفسها ونلء إذن 0 > (ونا)8. 





ث. ناقش أن أية مبادلة إما أن تزيد الكمون بمقدار 2 أو تُنقصه ب 2. 
افترض أن النفاذ ,6 يعثر على العنصر *. ولكي نعرف كيف يتغير الكمون بسبب ,6» ستجرّئ العناصر 
ما عدا * إلى 4 بجموعات:؛ اعتمادًا على مواقعها في القوائم تمامًا قبل النفاذ ذي الترتيب 6: 
٠‏ المجموعة 4 تتألف من العناصر التي تسبق + في كل من -ؤمط و أن 
ه المجموعة 8, تتألف من العناصر التي تسبق * في :]ءا وتتبعه في -إْنا. 
ه المجموعة 6 تتألف من العناصر التي تتبع +< في .عا وتسبقه في .إْنا. 
المجموعة 22 تتألف من العناصر التي تتبع * في كل من :زط و ح-أنا. 
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ج. ناقش أن 1 + |ه| + |4| - 60_بعلمه وأن 1+ ع + إه| - ©)_يعامص 
ح. بين أن النفاذ :ك يغيّر الكمون بالمقدار 
( + (8|- 2041 > (دااة - ولاه 
حيث» كما ذكرنا سابقّاء تقوم الكسبية 84 ب مغ مبادلة خلال النفاذ ,6. 


عرّف كلفة النفاذ ,» المحمّدة ,6 ب (_ا)نة - (.[)ة + ن د يث. 


كلفة النفاذ بي المحمّدة .6 محدودة من الأعلى بالمقدار ]46. 





د. استستج أن (6)جمجيرت كلفة النفاذ إلى مفاتيح المتتالية م باستخدام النقل-إلى-المقدمة هي على الأكثر 
أربعة أضعاف (6)0 كلفة النفاذ إلى مفاتيح المتتالية م باستخدام أية كسبية 1]؛ بفرض أن كلتا 
الكسبيتين تبدأان مع القائمة نفسها. 


استخدم وطى و 6هعمهة1 و مهسلانا [5] التحليل المع لتحديد زمن تنفيذ عمليات على غابة من 
المجموعات المنفصلة 01[0101-566؟ ستحلل بنية المعطيات هذه باستخدام طريقة الكمون في الفصل 21. يقوم 
8 [331] بمسح لطريقتي المحاسبة والكمون في التحليل المخمد, ويقدّم نطبيقات عدّة. وهو ينسب 
طريقة المحاسبة إلى عدّة مؤلفين منهم #«ده8 21.8 و مدزية؟ .1.8 و دماكع لف فسة] .5 و «ممطلطعلة .كل 
وينسب طريقة الكمون إلى 518006 ..2. ويعود مصطلح "مخمد 4عاءدسة" إلى 106ه516 .2.2 
و ممزيه؟ ع 








إن دوال الكمون ذات قائدةٍ أيضًا في برهان حدود دنيا في بعض أنماط المسائل. نعرئف لكل تشكيلة من 
المسألة» دالة كمون تقابل بين التشكيلة وعدد حقيقي. ثم نحدّد كمون التشكيلة البدائية ..م,ه» وكمون 
التشكيلة النهائية ,رم م08 والتغيّر الأعظم في الكمون ,,ر., 48 الناتج عن أية حطوة» وعليه لا بد أن يكون 
عدد الخطوات على الأقل بر.,40/|.منك - ررم ج|. هناك أمثلة عن استخدام دوال الكمون في برهان 
حدود دنيا لتعقيد عمليات 0ل[ في أعمال 5غدمه© و غكننوههن5 و علوسعنمكة”18 [80]ء و 4نرما؟ [107] 
و لمنمموهة و ععننالا [4]. طبّق عمصيصذ و ملمءط© و مقسدمنماع/1 [221]: دوال الكمون 
لبرهان حدود دنيا على البث الشامل و«فوفدوهج: تبادل عنصر وحيد من كل عقدة في بيان إلى باقي العقد 
الأخرى. 

تعمل كسبية النقل-إلى-المقدمة من المسألة 5-17 جيدًا في الحالة العملية. يضاف إلى ذلك أنتا إذا أقررنا 
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بأننا عندما نعثر على عنصرء فإننا نستخرجه من موقعه في القائمة ونضعه في مقدمتها في زمن ثابت» 
فبإمكاننا أن نبرهن أن كلفة النقل-إلىالمقدمة هي على الأكثر ضعفي كلفة أية كسبية أخخرى ومن ضمنهاء, 
مرة أخرى؛ الكسبية التي تُغْرف مسبًا كامل متتالية النفاذ. 





01 بنى المعطيات المتقدمة 





.يعود هذا الباب إلى دراسة بنى المعطيات التي تدعم العمليات على المجموعات الديناميكية؛ ولكن على مستوى 
أكثر تقدمًا من الباب 111. فاثنان من فصول هذا الباب؛ على سبيل المثال» يُستخدمان تقنيات التحليل 
المخحمٌّد - التي رأيناها في الفصل 17 - استخدامًا موسُعًا. 

يقدّم الفصل 18 الأشجار المعمّمة 5ع8-5, وهي أشجار بحث متوازنة صُمّمت لخر على الأقراص 
بوجه خاص. ولما كانت الأقراص تعمل على نحو أبطأ بكثير من الذواكر ذات النفاذ العشوائي (الذواكر 
الحية)؛ فإننا لا نقيس أداء الأشجار المعمّمة بمقدار زمن الحساب الذي تستغرقه العمليات على المجموعات 
الديناميكية فحسبء بل أيضًا بعدد عمليات النفاذ إلى القرص التي تؤديها. يزداد عدد مرات النفاذ إلى القرص 
ف كل عملية مع ارتفاع الشجرة المعمّمة؛ لكن العمليات على الأشجار المعمّمة تحافظ على ارتفاع صغير لها. 

يعطي الفصل 19 تنجيرًا للكومات القابلة للدمج هط عامهعع,عص التي تدعم العمليات 125887 
و الانالطالالل! و انا 1عمهاع و لإوالزنا. ' توحد عملية 1080100 كومئين أو تدبحهما. وتدعم كومات 
فيبوناتشي ومهءط 500201 - بنية المعطيات في الفصل 19- أيضًا عمليئي 78عاع2 و -#قمعمعع2 
لك نستخحدم حدودًا زمنية مخمّدة لقياس أداء كومات فيبوناتشي. تستغرق عمليات 1805877 و 12410011101 
و ااالالآ زمنًا فعليًا ومخْمّدًا (0)1 فقط في كومات فيبوناتشي» وتستغرق عمليتا 8<347-01170 
و 858ا88 زمنًا عنمُدًا (00. لكن الفائدة الأكثر أهميةٌ لكومات فيبوناتشي هي أن 8كا-عك ه588 





' كما في المسألة 22-10 عرّقنا كومة قابلة للدمج لتدعم 11001001094 و 1347-3018 وبذلك يمكننا أيضاً 
تسميتها كومات قابلة للدمج وفق الأصغر جرهء:ط-صندم عاطمعوءه. بال مقابل» إذا كانت تدعم 31301031م]/1 
و 4!-1ه 13 فسكرن كومات قابلة للدمج وفق الأكبر «رهءءط-,ة": عاطهعو»:. نقصد بالكومات 
القابلٍ للدمج الكوماتٍ القابلة للدمج وفق الأصغر ما ل شر إلى حلاف ذلك. 
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تستغرق زمثًا مخمدًا (0)1 فقط. ولما كانت عملية 809ك1- 5م2882 تستغرق زمئًا مخمّدًا تابنا فإنَّ كومات 





فيبوناتشي هي مركُبات أساسية في بعض أسرع الخوارزميات مقاربةٌ حاليًا ني مسائل البيانات. 

مع ملاحظة أننا يمكن أن نتغلب على الحد الأدى للفرزء (2)2187» حين تكون المفاتيح أعدادًا 
صحيحة ضمن بحال محدد؛ يتساءل الفصل 20 عن إمكان تصميم بنية معطيات تدعم عمليات المجموعات 
الديناميكية ااعهمع5 و #5عؤلما و عآعاع© و «المتجتالا و الانالجكتمالا و «مؤدعععنة 


و 85508ععمعمم ب 





00157 عندما تكون المفاتيح أعدادًا صحيحة ضمن بحال محدد. وتشير الإجابة إلى 


أننا نستطيع ذلك؛ باستخدام بنية معطيات عودية معروفة باسم شجرة 805 87006 720. إذا كانت المفاتيح 





أعدادًا صحيحة فريدة مسحوبة من المجموعة (1 - يا,... ,0,1,2 حيث لا قوة تامة للعدد 2: فإِنَّ أشجار 
805 عفد هد تدعم العمليات المذكورة بزمنٍ (مد ها ع0)1. 

أخيراء يقدّم الفصل 21 بنية للمجموعات المنفصلة. لدينا فضاء من « عنصرًا بمرّأة إلى مجموعات 
ديناميكية. في البداية؛ ينتمي كل عنصر إلى مجموعته الوحيدة العنصر. توحّد عملية 010(0«ل) مجموعتين. ويحدّد 
الاستعلام 500-587 المجموعة الوحيدة التي تتضمن عنصرًا معيئًا حاليًا. بتمثيل كل مجموعة بشجرة 
بسيطة ذات جذر نحصل على عمليات مدهشة السرعة: سلسلة من 72 عملية نهذ بزمن ((2)© :)0 
حيث (8)» هي دالة بطيئة النمو جدًا - (::20 هي على الأكثر 4 في أي تطبيق يمكن تخيله. التحليل المحمّد 
الذي يغبت هذا الحد الزمني معقّد جدًا بمقدار بساطة بنية المعطيات. 








ليست المواضيع المقدّمة في هذا الباب هي الأمثلة الوحيدة على بنى المعطيات "المتقدمة" في أي حال من 

الأحوال. فثمة بنى أخرى للمعطيات المتقدمة تتضمن ما يلي: 

:]330[ الأشجار الديناميكية وءء« سرض أدخلها ,ونهعا5 و هدزيه1 [319] وناقشها مدزيه؟‎ ٠ 
وهي تحتفظ بغابة من الأشجار المنفصلة ذات الحذر. كلل وصلة في كلٌ شجرة لها تكلفة ذات قيمة حقيقية.‎ 
تدعم الأشجار الديناميكية استعلامات العثور على الآباء: والجذورء وتكاليف الوصلات:؛ والوصلة الأقل‎ 
تكلفة في طريق بسيط من عقدة ما إلى الجذر. يمكن معابلحة الأشجار بقطع الوصلات؛ وتحديث تكلفة‎ 
جميع الوصلات ضمن طريق بسيط من عقدةٍ ما إلى الجذرء ووصل جذر إلى شجرة أخرى؛ وتحويل عقدة‎ 
ما إلى جذر في الشجرة التي تظهر فيها. تعطي إحدى تنجيزات الأشجار الديناميكية حدًا زميًا مدا‎ 
لكل عملية؛ على حين يعطي تنجيرٌ أكثر تعقيدًا حدًا زمنيًا (0)018 في أسوأ الحالات.‎ 008( 
ُستخدم الأشجار الديناميكية في بعض أسرع خوارزميات تدفق الشبكات مقاربةٌ.‎ 





أشجار سبلاي وعم برهاورى طوّرها +واهء51 و هدزيه؟ [320]؛ وناقشها أيضًا مزه [330]؛ وهي 
أحد أشكال أشجار البحث الثنائي التي تقذ عمليات البحث المعيارية يزمن مخمّد (0)187. إن أحد 
تطبيقات أشجار سبلاي هو تبسيط الأشجار الديناميكية. 
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٠‏ بنى المعطيات الدائمة ؛«ع؛وزورعط؛ تسمح بالاستعلامات إضافة إلى التحديثات في بعض الأحيان» 
وذلك على نسخ سابقة من بنى المعطيات. يقدّم المعو و علقتصة5 و عمنهءا5 و هدزه1 [98] 
تقنيات لجعل بنية المعطيات المترابطة دائمة بزمن وحجم قليلين. تعطي المسالة 1-13 مثالاً بسيطًا على 
مجموعة ديناميكية دائمة. 

3 وكما ني الفصل 20: تسمح عدة بنى معطيات بتنجيز أسرع للعمليات المعجمية (1205887 و 281818 
و 3014م5) ف حالة فضاء محدود من المفاتيح. يمكن هذه البنى» بالاستفادة من هذه التحديدات: 
الوصولٌ إلى أزمنة تنفيذ تقربية» أفضل من بنى المعطيات التي تعتمد على المقارنة؛ في أسوأ الحالات. 
أدخل همسفعم5 و 4هااة/[ أضجار الصهر 5م «منعدتر [115]: التي كانت أول بنية معطيات 
تسمح بعمليات معجمية أسرع عندما يكون الفضاء مقتصرًا على الأعداد الصحيحة. وقد يثنا كيفية 
تنجيز هذه العمليات بزمن (:0087:/18187. أعطت عدة بنى معطيات تالية» منها أشجار البحث 
الأسية وععم داءممعد اها«ع دحوت [16] حدودًا محسنة على بعض العمليات المعجمية أو كلهاء وهي 
مذكورة في ملاحظات الفصول ضمن الكتاب. 

٠‏ تدعم بنى معطيات البيانات الديناميكية وعسمعهماد هاهك «اصهجع ع:«وسرط استعلامات ختلفة 
حينما تسمح بتغيير بنية البيان باستخدام عمليات إدراج وحذف على العقد أو الوصلات. تتضمن أمثلة 
على الاستعلامات التي تدعمها: ترابط الرؤوس 'اذاذاءعههمه »7,6 [166]؛ وترابط الوصلات ع0 
10نعع مومع وأشجار المسح الصغرى ومع ومتصهدمد «سساستدئص [0]165 والترابط الثنائي 


لواتاناءءمدمءنطء والإغلاق المتعدي ممسومك ع«ثاتعمدم [164]. 


تَذُكر ملاحظاث الفصول في هذا الكتاب بنى معطيات إضافية. 


18 


الأشجار المعمّمة 


الأشجار المعمّمة 8-105 هي أشجار بحث متوازنة مصمّمة لتعمل جيدًا على الأقراص أو وسائط الخزن 
الثانوية الأخرى ذات التفاذ المباشر. تشبه الأشجار المعمّمة الأشجار الحمراء-السوداء وعم" 21اط-160 
(الفصل 13) لكنها تفضلها في تقليص عمليات الدخل والخرج 1/0 على القرص. تستخدم عدةُ أنظمةٍ 
قواعد معطيات الأشجارٌ المعمّمة أو متغيرات منهاء لخزن المعلومات. 

تختلف الأشجارٌ المعمّمة عن الأشجار الحمراء-السوداء في أن لعقدها العديد من الأبناء» من بضعة أبناء 
إلى الآلاف. أي إن عامل التفربع "800106 ع«ننا6ه06" للأشجار المعمّمة يمكن أن يكون ضخمًا جداء مع 
أن ذلك يتعلق عادةٌ بمميزات وحدة القرص المستخدمة. تشبه الأشجار المعمّمة الأشجار الحمراء-السوداء في 
أن لكل شجرة معمّمة من « عقدة ارتفاعاً هو (0)147: مع أن الارتفاع الدقيق لشجرة يمكن أن يكون أقل 
بكثير من ارتفا شجرة حمراء-سوداء: وذلك لأن عامل التفريع فيهاء ومن ثم قاعدة اللغاريتم التي تعبّر عن 
الارتفاع؛ يمكن أن يكون أكبر بكثير. وبالنتيجة يمكننا استخدام الأشجار المعممة لتنجيز عدة عمليات من 
عمليات المجموعات الديناميكية بزمن (0)1871. 

إن أشجار 8-685 هي التعميم الطبيعي لأشجار البحث الثائية. يُظهر الشكل 1.18 شحرة معمّمة 
بسيطة. إذا تضمنت إحدى العقد الداخلية * في شجرة معممة 72.* مفتاخاء كان ل د عددٌ من الأبناء 
يساوي 1 + 2..د. يمكن الاستفادة من المفاتيح في العقدة د كنقاط تقسييم تفصل محال المفاتيح الذي تعابلحه 
إلى 1 + 71..< بحالاً جزنياء يُعالِج كك منها ابنًا من أبناء د. حين نبحث عن مفتاح في شجرة 8-166؛ فإننا 
نتخذ قرارًا ب 1 +7.*< طريقة» اعتمادًا على <.* مفتاحًا مخزئًا في العقدة م«. تلق بي العقد في الأوراق عن 
بئية العقد الداحلية؛ وسندرس هذه الاختلاقات في المقطع 1.18. 

يُعطي المقطع 1.18 تعريمًا دقيمًا لأشجار وعمم-8» ونبرهن على أن ارتفاع شجرة 8-066 يزداد لغاريتميًا 
فقط مع عدد العقد التي تحتويها. ويصف المقطع 8 كيفية البحث عن مفتاح؛ وكيفية إدراج مفتاح في 
شجرة 8-568. ويناقش المقطع 3.18 عملية الحذف. ولكن, قبل أن نتابعه يجب أن نسأل: لماذا نقيّم بنى 
المعطيات المصممة للعمل على الأقراص تقييمًا مختلًا عن بنى المعطيات المصممة للعمل في الذاكرة الرئيسية 
العشوائية النفاذ. 


الباب /7/ ب للعطيات التقدنة .. 889 











الشكل 1.18 شجرة مم-8؛ مفاتيحها هي الحروف الصوامت في اللغة الإنكليزية. لكل عقدة داخلية د ب 7.* 
مفتاحًا 1 + 2.:< ابنًا. كل الأوراق على نفس العمق من الشجرة. العقد المظللة تظليلاً خفيفًا هي التي جرى تفحصها 
للبحث عن الحرف 8. 


بنى المعطيات في الخزن الثانوي 
يستفيد نظام حاسوني من تقانات مختلفة عديدة تور سعات ف الذاكرة. تتألف الذاكرة الأولية رمه امم 
:0م (أر الذاكرة الرئيسية «07©”” «زههم) لنظام حاسوني من رقائق ذاكرة سيليكونية. إن هذه 
التقانة» عموماًء أكثر تكلفة لكل بت خرن من تقانة الخزن المغنطيسي كما في الأشرطة المغنطيسية والأقراص. 
تحتوي معظم النظم الحاسوبية أيضًا على خزث ثانوي عو0جما :«:هك»«مع»؟ يعتمد على الأقراص المغنطيسية؟ 
يزيد مقدار هذا الخزن الثانوي عَالبًا عن مقدار الذاكرة الرئيسية بمرتبتين على الأقل. 

يُظهر الشكل 2.18 سواقة أقراص 0ف عاوذق غوذجية. تتألف السواقة من صيتية «ع/اهام أو أكثر, 
تدور بسرعة ثابتة حول محور #ا4«زوره مشترك. تغطي سطح كل صينية مادةٌ مغنطيسية. تقرأ السواقة كل 
صينية وكتب عليها بواسطة رأس 604!/ يقع في نماية فراع ««7ه. يمكن أن تمرك الأذرعٌ رؤوسها باتماه ا حور 
أو بعيدًا عنه. حين يكون رمن ما مستقرا؛ يُسمى السطح الذي ير تحته مباشر مسلكا 68666. إن تُعدّد 
الصينيات يزيد في سعة سواقة القرص فقطء ولا يزيد في أدائها. 

ومع أن الأقراص أقل تكلفة وأكبر سعة من الذاكرة الرئيسية» فإنما أبطأ بكثير لأن فيها أجزاء ميكانيكية 
متحركة. ' تتألف الحركة الميكانيكية من مكونتين: دوران الصينيات وحركة الذراع. في وقت كتابة هذا الكتاب» 
كانت الأقراص المتوفرة تدور بسرعات 15000-5400 دورة في الدقيقة (8824). نرى عادةٌ سرعات 
6 15000 في السواقات على مستوى المخدّمات؛ وسرعات 8814 7200 ف سواقات الحواسيب 
الشخصية: وسرعات 2814 5400 في سواقات الحواسيب المحمولة. ومع أن 8201 7200 قد تبدو سرعة 
كبيرة» إلآ أن كل دورة تأذ 8.33 ميلي ثانية. وهذا تقرياء أطول بخمس مرات من 50 نانو ثانية (أكثر أو 





' أثناء كتابة هذا الكتاب وصلت سواقات صلبة الحالة عنهاة-4ذام5 إلى سوق المستهلك. ومع أن هذه السواقات أسرع 
من سواقات الأقراص الميكانيكية: إلا أنما تكلّف أكثر لكل جيغابايت وسعاتما أقل من سعات سواقات الأقراص 
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رأس قراءة وكتابة 


ذراعان 


الشكل 2.18 سواقة قرص نموذجية. تتألف من عدة صينيات تدور حول حور (تظهر هنا صينيتان). بحري القراءة 
من كل صينية أو الكتابة عليها بواسطة رأس في تماية ذراع. الأذرع بجموعة مما بحيث تمرك رؤوسها بانسجام. تدور 
الأذرع حول محور دوران مشترك. المسلك هو السطح الذي يمر تحت رأس القراءة أو الكتابة حين يكون مستقرًا. 


أقل)» الذي هو زمن النفاذ الشائع إلى ذاكرة السيليكون. وبتعبير آخخر, إذا كان علينا الانتظار دورة كاملة لتقع 
مادةٌ ما تحت رأس القراءة أو الكتابة» أمكننا النفاذ إلى الذاكرة الرئيسية أكثر من 100,000 مرة خلال ذلك 
المسح. وسطيًا يحب أن ننتظر نصف ده فقطء لكن ييقى الفرق بين زمن النفاذ إلى ذاكرة السيليكون مقارنة 
بزمن النفاذ إلى الأقراص كبير. يأخذ تمريك الذراع أيضًا بعض الوقت. في وقت كتابة هذا النص» تقع أزمئة 
النفاذ للأقراص المعهودة ضمن المحال 8 إلى 11 ميلي ثانية. 
ولكي ار الحركات الميكانيكية. 
من أن تَنْقُذْ إلى مادة واحدة فقط. لذاء تُمَسَّم المعلومات إلى عدد من الصفحات 5مههم المنساوية الحجم من 
البات» تظهر متنابعة في الصينيات» وك قراءةٍ أو كتابةٍ في القرص تكون لصفحة كاملة أو لعدة صفحات. 
ففي قرص تموذجيء يمكن أن يكون طول الصفحة من 213 إلى 214 بايثًا. بعد أن يأخحذ رأس القراءة والكتابة 
وضعه الصحيح؛ ويكون القرص قد دار إلى بداية الصفحة المطلوية؛ تصبح القراءة على قرص ممغنط أو الكتابة 
عليه إلكترونية تماًا (باستثناء دوران القرص)؛ ويمكن للقرص قراءة مقدار كبير من المعطيات أو كتابتها بسرعة. 
في معظم الأحيان: يأخذ وقت النفاذ إلى صفحة من المعلومات وقراءتما من القرص زمثًا أكبر من الزمن 
الذي يأخذه الحاسوب لفحص كل المعلومات المقروءة. لهذا السبب. سننظر في هذا الفصل إلى كل من 
المكونتين الرئيسيتين لزمن التنفيذ على حدة: 
عدد مرات النفاذ إلى القرص؛ و 
زمن وحدة المعالحة المركزية (81© (زمن الحساب). 













رمن الأقراص بالنفاذ إلى عدة مواد في الوقت نفسه بدلاً 
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نقيس عدد مرات النفاذ إلى القرص بدلالة عدد صفحات ا معلومات التي تلزم قراءتما من القرص أو كتابتها 
عليه. نلاحظ أن زمن النفاذ إلى القرص ليس ثابنًا - بل يتعلق بالمسافة بين المسلك الحالي والمسلك المطلوب» 
كما يتعلق أيضًا بالموضع الدوران البدئي للقرص. ومع ذلك» فإننا سنستخدم عد الصفحات المقروءة 
أو المكتوبة باعتباره تقريبًا من المرتبة الأولى للزمن الإجمالي المصروف للنفاذ إلى القرص. 

ف تطبيق نموذجي للأشجار المعمّمة» يكون حجم المعطيات امعاحة ضخحمًا جدّاء بحيث لا يمكن وضع 
كل المعطيات فورًا في الذاكرة الرئيسية. تنسخ خوارزمياث الأشجار المعمّمة صفحاتٍ مختارةٌ من القرص 
إلى الذاكرة الرئيسية عند الحاجة إليهاء وتعيد كتابة الصفحات التي تغيرت على القرص. تحتفظ 
خوارزميات 8-66 بعددٍ ثابت فقط من الصفحات في الذاكرة الرئيسية في أي وقت؛ لذا لا يَحَدٌّ حجمٌم 
الذاكرة الرئيسية من حجم الأشجار المعمّمة التي يمكن معالحتها. 

نتمذج عمليات القرص في شبه الرماز الخاص بنا كما يلي. ليكن +« مؤشرًا إلى غرض. فإذا كان الغرض 
موجودًا حاليًا في الذاكرة الرئيسية للحاسوب؛ أمكننا العودة إلى واصفاته كالمعتاد: على سبيل المثال بزهم) .يد. 
أما إذا كان الغرض الذي يشير إليه +« موجودًا على القرص» فيجب أن نندّذ عملية ()8848-:5اظ لقراءة 
الغرض « إلى الذاكرة الرئيسية قبل أن نتمكّن من العودة إلى واصفاته. (نفترض أنه إذا كان :د موجودًا سلقًا في 
الذاكرة الرئيسيةء فإن (*)صمع2-»ؤا لا يتطلب نفادًا إلى القرص؛ وهذا يكافئ "لا عملية وه-وم".) 
وبالمثل» تُستخدم عملية (:)2151-18/8172 لتخزين أي تغييرات كانت قد جرت على واصفات الغرض *. 
أي إن الشكل النموذجي للعمل مع غرض ما يكون كالتالي: 








* > مؤشر إلى غرض ما 

()ممعه يورم 

عمليات نفاذ و/أو تعديل على واصفات * 

(780ئ8/لا-:واط 22 // يمكن إغفاله إذا لم يجر أي تعديل على واصفات + 

عمليات أخرى تَنْفْذْ إلى واصفات #ء ولكن دون أن تعدّل عليها 
يمكن للنظام أن يحتفظ بعدد محدود فقط من الصفحات في الذاكرة الرئيسية في وقت ما. سنفترض أن النظام 
يرج الصفحات التي لم تعد مستخدمة من الذاكرة الرئيسية؛ وستتجاهل خوارزمياتُ مم8 الخاصة بنا 
هذا الأمر. 

ولمًا كان زمن تنفيذ خوارزمية 8-6: في معظم الأنظمة؛ يعتمد اعتمادًا رئيسيًا على عدد عمليات 

القراءة همع15-8© والكتابة 215-18/8172 التي بحريها على القرصء فإننا نرغب عادةٌ في أن تقرأ (أو 
تكتب) كل من هذه العمليات أكيرٌ قدرٍ ممكن من المعلومات. وبذلك: تكون عقدة شجرة 8-66 عادةٌ 
كبيرة بقدر صفحة قرص كاملة وهذا الحجم يحد من عدد أبناء عقدة 8-8. 
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عقدة واحدة 
0 مفتاج 
1 عقدة 
00 متاح 





0 عقدة 
00 مقتاح. 





الشكل 3.18 شجرة 8-6 ارتفاعها 2 تحتوي على أكثر من مليار مفتاح. يظهر في داخل كل عقدة د عدد 
المفاتيح «.. ني هذه العقدة. تحتوي كل عقدة داخلية وورقة على 1000 مفتاح. ثمة 1001 عقدة على العمق 1» 
وأكثر من مليون ورقة على العمق 2. 


ني حالة شجرة 8-6 ضخخمة عنرّنة على القرص يكون عامل التفريع بين 50 و2000 غالبا وذلك 
اعتمادًا على نسبة حجم المفتاح إلى حجم الصفحة. يقلّص عامل التفريع الكبير كلا من ارتفاع الشجرة وعدد 
مرات النفاذ إلى القرص المطلوبة للعثور على أي مفتاح تقليصًا كبيرا. يُظهر الشكل 3.18 شجرة 8-586 بعامل 
تفريع 1001 وارتفاع 2: يمكنها أن تَخرّن أكثر من مليار مفتاح؛ مع ذلكء لما كان بإمكاننا الاحتفاظ دومًا 
بالعقدة الجذر في الذاكرة» فيمكننا العثور على أي مفتاح في هذه الشجرة بإجراء نفاذين إلى القرص 
على الأكثر. 





تعريف الأشجار المعمّمة 
سنفترض» للتبسيط» أن أي معلومات تابعة مرفقة مع مفتاج ما ستكون مخزنة في نفس عقدة المفتاح؛ كما 
فعلنا في أشجار البحث الثنائية والأشجار الحمراء-السوداء. عملي يمكننا مع كل مفتاح؛ خَزينُ مؤشرٍ يشير 
إلى صفحة قرص أخرى تتضمن المعلومات التابعة لذلك المفتاح. يفترض شبه الرماز في هذا الفصل ضمييًا أنه 
يجري ترحيل المعلومات التابعة المرفقة مع مفتاح ماء أو المؤشر إلى هذه المعلومات: مع المفتاح فيما إذا تحرك 
المفتاح من عقدة إلى عقدة. ثمة متغيّر شائع من الأشجار 8-885؛ يُعرف ب 5م6-*8؛ يرن كل المعلومات 
التابعة في الأوراق ويخزن فقط المفاتيح ومؤشرات الأبناء في العقد الداخلية» وبذلك يصبح عامل التفريع في 
العقد الداحلية أعظميًا. 

إن شجرةٌ معممة '7 هي شجرة ذات جذر (جذرها هو 006م.7) لها الخصائص التالية: 
1. لكل عقدة * فيها الواصفات التالية: 

أ. 2. عدد المفاتيح المخزنة حاليًا في العقدة بد 
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ب. المفاقيح :7.+د نفسهاء بر لإع1.+, ... رولاع»| .6 رولاعا .بد عنزنة بترتيب غير تنازلي» أي إن: 
ولاء»!.* > ٠٠١‏ ك يزع .:< ك ونزعع| .ع 
ت. ثرهه!.* هي قيمة منطقية: صح 78108 إذا كانت * ورقة؛ وخطأ عقامم إذا كانت عقدة 
داخحلية. 
تحتوي كل عقدة داخلية د أيضًا 1 + :2.» مؤشرًا وبريت .ة,... روء .»ةر .+ إلى أبنائها. وليس للعقد 
الأوراق أبناء» لذلك فإن واصفات ,ع الخاصة يما غير معرّفة. 





تفصل المفاتيح ,بام .مد محالات المفاتيح المخزنة في كل شجرة جزئية: إذا كان ,/ مفتاحًا عزنا في الشجرة 

الفرعية ذات الجذر .د فإن: 

٠‏ حجمها ك برولاء | ك ٠١‏ ك ولزه|. ك ي| ك يلزمء|ء: ك ما 

لكل الأوراق العمق نفسه. وهو ارتفاع الشجرة 8. 

توجد حدود دنيا وحدود عليا لعدد المفاتيح التي يمكن أن تتضمنها عقدة ما. نعبّر عن هذه الحدود 

بدلالة عدد صحيح ثابت 2 <غ يُسبَّى الدرجة الدنيا ءهجوء2 نسم للشجرة عه-8: 

أ. يحب أن يكون لكل عقدة (ما عدا عقدة الجذر) 1غ مفتاحًا على الأقل. لذلك؛ تنضمن كل 
عقدة داخلية غير الجذر غ ابنًا على الأقل. إذا لم تكن الشجرة فارغة؛ يجب أن يكون للجذر مفتاح 
واحد على الأقل. 

ب. يمكن أن تتضمن كل عقدة 20-1 مفتاحًا على الأكثر. لذلك. يمكن أن يكون لأي عقدة 
داخلية *2 ابنا على الأكثر. نقول عن عقدة أنها ممتلئة [الذ/ إذا كانت تحوي 2-1 مفتاحا 
تمائا. 2 

تحدث أبسط شجرة 8-68 عندما يكون 2 > ع. عندئظٍ تحتوي كل عقدة داخلية على ابئّين اثنين» أو 3 

أبناء» أو 4 أبناء» ويكون لدينا شجرة 2-34. ولكنء عمليًا تعطي قيم + الكبيرة جدًا أشجارًا معممة 


بارتفاعات أقل. 


ارتفاع شجرة 83-08 
يتناسب عدد مرات النفاذ إلى القرص الذي تتطليه معظم العمليات على الأشجار 8-65 مع ارتفاع 


على الأقل» عوضًا عن أ 


الشجرة. تل الآن ارتفاع شجرة عئ-83 في أسوأ الأحوال. 


* ثمة متغيّر شائع آخخر من الأشجار 6:-8: يُعرف ب عع" يتطلب أن تكون كل عقدة داخخلية ممتلعة بنسبة 2/3 
تكون نصف ممتلكة كما تتطلب ععم-8. 
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العمق عدد العقد 7 





1-1 





٠... 2111م‎ 





63 له 


الشكل 4.18 شجرة معثّمة ارتفاعها 3» تحتوي على الحد الأدن من المفاتيح. يظهر ضمن كل عقدة بد عدد 
مفاتيحها «..<. 

















م-1[٠نحا‎ 2 3 





كم... 





مبرهنة 1.18 
إذا كان 1 < 2 فيكون لأي شجرة 8-6 7 ذات ‏ مفتاحاء وارتفاع 8 ودرجة دنيا 2 < +: 
.لي يواكم 
2 
البرهان يتضمن جذر شجرة ع8-6 7 مفتاحًا واحدًا على الأقل» وتتضمن كل العقد الأخرى 1 -غم 
مفتاحًا على الأقل. إذن» يوجد للشجرة 7 ذات الارتفاع 8 عقدتان على الأقل على عمق 1 و 28 عقدة 
على الأقل على عمق 2: و 22 عقدة على الأقل على عمق 3 وهكذا... إلى أن نصل إلى العمق /؛ حيث 
يوجد 20-3 عققدة على الأقل. يوضح الشكل 4.18 هذه الشجرة في حالة 3 > #. إذن يحقق العدد ‏ من 


المفاتيح المتراجحة التالية: 
٠‏ 
2-1 7 (1-ع) +1 < »م 
2 
8-1 
(لحج) عمجب 5 
ام لوق 
وبعمليات جبرية بسيطة تحصل على لمتراجحة 1(/2 - 2) > #ع. وبأخذ اللغاريتم ذي الأساس ع للطرفين 
نكون قد برهنا النظرية. 8 


نرى هنا قوة الأشجار 8-7065 مقارنة بالأشجار الحمراء-السوداء. ومع أن ارتفاع الشحرة يزداد بدرجة 
(007 في كلتا الحالتين (تذَكّر أن م ثابت)» إلا أن أساس اللغاريتم في الأشحار المعّمة يمكن أن يكون 
أكبر بعدة مرات. لذلك؛ توفّر الأشجار المعمّمة غه1 تقريبًا على عدد العقد المتفّخّصة في معظم عمليات 








2.18 
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الأشجارء مقارنة بالأشجار الحمراء-السوداء. ولما كان من اللازم عادةٌ النفاذً إلى القرص لتفخُص عقدةٍ ما في 
شجرة؛ فإِنَّ الأشجار المعمّمة تتفادى عددًا كبيزا من مرات النفاذ إلى القرض. 


تمارين 
1-8 
لم لا نسمح بدرجة أصغرية 1 -غ؟ 


21 
ما هي قيمٌ ع التي تكون فيها الشجرة في الشكل 1.18 شجرةٌ معمّمةٌ صحيحة؟ 

3-8 

أظهر جميع الأشجار المعسّمة الصحيحة من الدرجة الصغرى 2 التي تمثل (1,2,3,4,5). 


4_1 
ما هو العدد الأعظم للمفاتيح التي يمكن تخزينها في شجرة معمّمة ذات ارتفاع / بدلالة الدرجة الصغرى +؟ 


5-8 
صف بنية المعطيات الناتحة إذا امتصت كل عقدة سوداء في شجرة حمراء-سوداء أبناءها الحمر وضمّت أبناءها 
إلى أبنائها. 


العمليات الأساسية على الأشجار المعمّمة 

نقدم في هذا المقطع تفاصيل عمليات البحث انعج«مع5-عضع8-7 والإنشاء #كتمعم8-0ع8-72 والإدخال 

058 -8-1888 على الأشجار المعمّمة. نعتمد في هذه الإجراءات اصطلاحين: 

جذر الشجرة المعمّمة هو دوبًا في الذاكرة الرئيسية» لذلك لا نحتاج أبدًا إلى تنفيذ عملية قراءة من القرص 
8640-»زواط للجذر؛ ولكن علينا تنفيذ عملية كتابة على القرص للجذر 3158/آ-215 عندما تتغير 


عقدته. 





يجب تنفيذ عملية قراءة مسبقة 2151-14 لأي عقدة تمرّر على أنما موسطات. 

إن جميع الإجراءات التي نقدمها هي خوارزميات برور واحد "5دد-عوه" التي تتقدم نزولاً من جذر الشحرة 
دون الحاجة إلى الرجوع خلقًا. 

البحث في شجرة معمّمة 

يشبه البحث في شجرة معمّمة كثيزا البحث في شجرة ثنائية: إلا أننا بدلاً من اتخاذ قرار تفريع ثنائي ذي 
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طريقين» نتخذ قرارٌ تفريع متعدد الطرق بحسب عدد أولاد العقدة. وبتعيير أدق: عند كل عقدة داخلية به 
نتخذ قرار تفريع ب (1 + :3.+) طريفًا. 

إن الإحراء #اعضمع5-معم8-1 هو تعميم مباشر للإجراء 8©14هم7288-56 المعرّف على الأشجار 
الثنائية. دخل الإجراء 8-78-5486 هو المؤشر * إلى عقدة جذر في شجرة جزئية: والمفتاح 6/ الذي 
يجب البحث عنه في هذه الشجرة الفرعية. لذلك؛ فإن الاستدعاء على المستوى الأعلى هو من الشكل 
(/,1)1'.700اعمع5-ععم8-1. فإذا كان / موجودًا في الشجرة فإن هذا الإجراء يعيد الزوخ المرتب (4,يز) 
الذي يتألف من العقدة بز ودليل ؛ بحيث يكون ل ح يبرع .بر. وإلاء فإنه يعيد القيمة -11ل(. 


1 )نع معط غ81 

1 1 

لزع د < ع فمم ع ك أعاتطد 2 
اجزعز 3 

الزما ند دك عا همه ند > 1 كز 4 
(1) مسعم 5 

إهها د كنمو 6 

اللا متساعم 7 

(.#)ممععكبورط موه 8 

ان )هدع 5 عع8-18 ممعم 9 


وباستخدام إجراء بحثٍ خخطيء تعثر الأسطر 3-1 على الدليل الأصغر ؛ الذي يحقق ,نزم. > /: أو أنما 
تمعل قيمة ] مساوية 1 + 2.*. تتفحص الأسطر 5-4 اكتشاف المفتاح: وتعيده إذا اكتشفته. وإلا فإن 
الأسطر 9-6 تنهي البحث بالإخفاق (إذا كانت ورقة) أو تطلب تنفيدًا عوديًا للبحث ضمن الشجرة 
الفرعية المناسبة ل بدء بعد إجراء القراءة الضرورية من القرص 215-2848 على ذلك الابن. 

يُوضّح الشكل 1.18 عملية البحث 8-7288-5848©14؛ يتفحص الإجراء العقد المظللة تظليلاً حفيًا 
أثناء البحث عن المفتاح 8. 





كما في حالة الإجراء 78588-58688611 لأشجار البحث ١‏ 





يُشكُل العقد التي جرت ملاقاتما خلال 
الإجراء العؤدي طريقًا بسيطًا نازلاً من جذر الشجرة. ولذاء يَنْقُدْ الإجراء 8-1888-5848©11 إلى 
(0008:7 > (0)8 صفحة من القرصء حيث 4 هو ارتفاع الشجرة المعمّمة و < هو عدد المفاتيح فيها. 
وما كان 2 > .د فإنَّ حلقة ©1ز78 في السطرين 3-2 تأخذ زمثًا ضمن كل عقدة هو (0)6. ويكون 
الزمن الإجماللي لوحدة المعابحة المركزية هو (7 ه19 غ)0 > ((غ)0. 


إنشاء شجرة معمّمة فارغة 


لبناء شجرة معمّمة 37 نستخدم أولاً ع7معه0ععع8-7 لإنشاء عقدة جذر فارغ» ثم نستدعي 
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8-7288-1005887 الإضافة مفاتيح جديدة. يستخدم كلٌّ من هذين الإجراءين إجراء مساعدًا 
410478-10 يُصّص صفحةٌ واحدةٌ ف القرص لاستخدامها كعقدة جديدة في زمن (0)1. يمكن أن 
نفترض أن العقدة المنشأة باستخدام 1108478-2008م لا تتطلب قراءة صمع8-»وا©: لأن القرص لا 
رنَةُ على القرص عن هذه العقدة. 





يتضمن بعد معلوماتٍ 


ا ا 
18-110080معمالة د ع 
#نل18 ع تإهها .بد 

1-0 

)عدي ناورم 

>« ع 1.006 


اسم قو ان احايى 


إن الإحراء 88878©-8-7885 يتطلب (0)1 عملية على القرص وزمثًا (0)1 من وحدة المعابحة 


المركزية (1©. 
إدراج مفتاح في شجرة معمّمة 


إن إدراج مفتاح في شجرة معمّمة هو أعقد بكثير من إدراج مفتاح في شجرة بحث ثثائية. كما في حالة 
أشجار البحث الثنائية» نبحث عن موضع الورقة التي يجب إدراج المفتاح الجديد فيها. لكتناء في الشجرة 
المعمّمة لا نستطيع بيساطة إنشاء عقدة ورقة جديدة وإدراجهاء لأن الشجرة الناتمة عندها قد تخفق في 
أن تكون شجرة معمّمة صالحة. عوضًا عن ذلك؛ فإننا ندرج المفتاح الحديد في عقدة ورقة موجودة. ولا 
كنا لا نستطيع إدراج مفتاح في عقدة ورقة ملآنة» فإننا ُدخل عملية تفريق ج/#/ذامه لعقدةٍ ملآنة بر 
(تتضمن 26-1 مفتاحًا) حول مفتاحها الوسط عنزع!.ز «»/ «416»:” إلى عقدتين تتضمن كل منهما 
1-غ مفتاحًا. يتحرك المفتاح الوسط إلى الأعلى ضمن العقدة الأب ل بز ليحدد نقطة التقسيم 
الجديدتين. ولكن؛ إذا كانت العقدةٌ الأب الخاصة ب /ز ملآنةٌ أيضاء فيجب أن نفرّقها قبل أن نتمكن من 
إدراج المفتاح الحديد» ومن ثم فإننا نستطيع إتماء تفريق العقد الملآنة على كامل الطريق إلى أعلى الشجرة. 

وكما في شجرة البحث الثنائية؛ يمكننا إدراج مفتاح في شجرة معمّمة بمرور واحد نزولاً ضمن الشحرة من 
الحذر إلى ورقة. ولعمل ذلك لا ننتظر لمعرفة حاجتنا الفعلية لتفريق عقدة ملآنة لكي ننقّذ الإدراج. بل نقوم - 
أثناء انتقالنا نزولاً في الشجرة باحثين عن الموضع الذي يتتمي إليه المفتاح الحديد - بتفريق كل عقدة مالآنة 
نصل إليها في الطريق (ومن ضمنها الورقة نفسها). وبذلك عندما نريد تفريق عقدة ملآنة نإ» نكون على يقينٍ 
بأن العقدة الأب الخاصة بها غير ملآنة. 
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03 
ف 

















د 


ا 1 


7 7767 1 ا ل ا 




















الشكل 5.18 تفريق عقدة في حالة 4 > ع. جرى تفريق العقدة  *.»,‏ بز إلى عقدتين بر و 2, وانتقال المفتاح 
الوسط 5 في بز إلى الأعلى ضمن العقدة الأب. 


تفريق عقدة في شجرة معئمة 

دَعْلٌ الإجراء 17-014112ام8-158-5 هو عقدة داخلية غير ممتلئة + (نفترض أنما في الذاكرة 
ودليلٌ 4 وعقدة بز (نفترض أنما في الذاكرة الرئيسية أيضًا) بحيث تكون ع .* ابا ممنكا ل د. بعد ذلك» يقوم 
نترام ريق اهلا الانن إل اثنهة». وضيط. جز يت ايصبيح له ادق إطلاق.. ولفريق جر مات تحمل :خا 





الجذر أولاً ابنّا لعقدة جذر جديدة فارغة بحيث نستطيع استخدام 11118©-8-7888-58117. ومن ثم فإن 
الشجرة يزيد ارتفاعها بمقدار واحد؛ فالتفريق هو الطريقة الوحيدة التي تنمو جما الشحرة. 

يوضّح الشكل 5.18 هذا الإجراء. 
إلى الأعلى إلى العقدة الأب د. جرى وضع المفاتيح الموحودة في بز ذات القيمة التي هي أكبر من الوسط 


ضمن عقدة جديدة 2) التي أصيحت ابنّا جديدًا ل «. 





العقدة الملآنة بع .* > بر حول مفتاحها الوسط 5 الذي ينتقل 


( )مالك - تنام م81 
80ممللعتمعمللم دم 1١‏ 


كبر 
إهعاءن د زمها.2 
1-غع 2 ارج 





عب زلا© 16لا - رنزهه/ .2 


5 
3 

4 

0666-1 21 رمم 5 
6 

همان امم كز 7 

8 






116 زعه؟ 
عدن .27 .2 9 
1-ع 10 
1+غ ماسورمق 1+1 11 
دذييوغ 12 


1-2+ه* 13 
غ وكسوم م ع ز عم 14 




















الباب /7 / بنى المعطيات المتقدمة وو4 


زلا ت وبزناءها .بد 15 





(ر)عتته اورم 18 
(2)عجتهالاعورم 19 
)نودم 20 


يعمل الإجراء 8-7888-58117-014111 مياشرة بطريقة القص واللصق. العقدة # هنا هي العقدة الني 
يجري تفريقهاء والعقدة بز هي الابن : للعقدة * (وُضعت في السطر 2). تنضمن العقدة بز أصلاً +2 ابنًا 
(2-1 مفتاحًا) ولكن حرى تقليصها بمذه العملية إلى ع ابنا (1-غ مفتاحام. تأخذ العقدة 2 الأبناء + 
الكبار (1-غ مفتاححا) في ,زه وتصبح ابن جديدًا ل به وتوضع مباشرة بعد بز في جدول أبناء »د. ينتقل المفتاح 
الوسط ف بز إلى الأعلى ليصبح المفتاح الذي يفصل بين باو 2 في *. 

تُنشى الأسطر 9-1 عقدة 2 وتعطيها المفاتيح 1 -غ الأكبر والأولاد الموافقين لها في بز. يصحح 
السطر 10 عدد المفاتيح في بز. أخيرًا تُدرج الأسطر 17-11 العقدةٌ 2 باعتبارها ابنًا حديدًا ل به وتنقل المفتاح 
الوسط من /ز إلى * بمدف فصل /ز عن 22 ثم تُصححح عدد المفاتيح في #. الأسطر 20-18 تعيد كتابة 
صفحات القرص المعدّلة. إن زمن وحدة المعالحة المركزية الذي يستخدمه هذا الإجراء 17-01118ا87-اهة8-7 
هو (4)©) بسبب الحلقات في الأسطر 5- 6 و 9-8. (الحلقات الأخرى يجري تنفيذها ب (0)6 تكراراً.) 
يقوم الإجراء ب (0)1 عملية على القرص. 


إدخال مفتاح في شجرة معمّمة بمرورٍ واحد نزولاً عبر الشجرة 

تُدرج مفتاحًا / في شجرة معمّمة 7 ذات ارتفاع 8 بمرورٍ واحد نزولاً عبر الشجرةء وهذا يتطلب (0)8 نفادًا 
إلى القرص. أما وحدة المعالحة الممكزية» فتتطلب زمنًا (0تيعو1غ)0 > ( غ)0. ويتستخدم الإجراء -8-1888 
10587 الإجراء 11_©1111نام8_1888_5 لضمان عدم نزول العؤْدية إلى عقدة ممتلثة. 


11 7قاجا- عع 1ه 

7.706 دم 1 

2-1 > ماري 2 
210080عتمعمالة - و 3 

ص د غومم.17 4 

تكلم - [هء! .د 5 

0 معو 6 

حيو 7 

(1 ,)ه011 كنامك-ععو دق 8 

1 ,)انتما جع وجا-ع عم 1ه 9 
1011501-01 تععون«ل-ععه8-1 مول 10 
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6 














2 1 2 78 2 ا 


7767 ان !11 











الشكل 6.18 تفريق الجذر في حالة 4 <ع. جذرٌ جديد 5. يحتوي الحذر 
اللحديد المفتاح الوسط في + ويحتوي نصقّي « بوصفهما ولدّين. تنمو الشجرة المعقّمة بزيادة ارتفاعها بمقدار واحد عند 
تفريق الحذر. 


تُعايج الأسطرٌ 9-3 الحالة التي يكون فيها الجذر م مما 
هذا الجذر. إن تفريق الجذر هي الطريقة الوحيدة لزيادة ارتفاع الشجرة المعممة. يُظهر الشكل 6.18 
هذه الحالة. وخحلانًا لشجرة البحث الثنائية» يزداد ارتفاع الشجرة المعسّمة في قمتها بدلاً من أسفلها. ينهي 
الإجراء باستدعاء الإجراء 8-7288-1«58#7-2/00/5101:1 للقيام بإدخال مفتاح # في الشجرة ذات الحذر غير 


بق الجذرء وَتُشِيئم عقدةٌ جديدةٌ ى (ها ابئان) 





الممتلئ. ويقوم الإحراء 011ا8-788-15877-000«05 بتنفيذ عودي نزولاً في الشجرة حسب الضرورة» 
وف كل الأوقات. يضمن ألا تكون العقدة التي يعود إليها ممتلئة باستدعاء 14010 17_0ا58_#عم1_ظ 
عند الضرورة. 

يُدرج الإجراء العودي المساعد .1.1نا8-7888-1005887-8/005 مفتاحا / ضمن عقدة :د يُفترض أن تكون 





غير ممتلئة عند طلب الإجراء. تَضُْمن عملية 8-71:5-125887 والعملية العودية .8-788-18/5817-102051011 


صحة هذا الافتراض. 


(/ ,)ناجول تم عوج اعم مادو 
م +1 
عا عط 2 
بزعا عد > عا قمة 1  <‏ عاتطر 3 
الاعء/.كد ح وبزلاءع! .نت 4 
6-1 دغ 5 
ا > وبزل[» »ا يد 6 
7+1 بير 2 
)ع تنج الا-كرورم 8 
بلاعع د > عا فمة 1 < ؛ علتطورعئلء و9 
1--غ 10 
6+1دة 11 
( .> صمعه ولط 12 
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2-1 عد يبي كذ 13 
,0 انام ممه 14 
الزمءا .د < ع1 كذ 15 

16 +1 

ان .> ناناساطم! تمع وا ممه 17 


يعمل إجراء 8-17888-125837-2/0051011 كما يلي. تعالِج الأسطرٌ 8-3 الحالة التي تكون فيها العقدة 
د ورقة بإدراج المفتاح / ضمن . فإذا لم تكن » ورقةء فيجب إدراج +/ في الورقة المناسبة من الشجرة الفرعية 
التي يكون جذرها العقدة الداخلية . في هذه الحالة» مد الأسطر 11-9 ابن * الذي ينزل إليه التنفيذ 
العودي. يتحرّى السطر 13 نزول التنفيذ العودي إلى عقدة ممتئة؛ وفي هذه الحالة يُستخدم السطرٌ 14 الإجراة 
هنانك 1نام8-5عم8-1 لتغريق الابن إلى ابنين غير ممتشين» ويُمدّد السطران 16-15 أي الابنين هو 
الآن العقدة الصحيحة التي يجب النزول إليها. (لاحظ أنه لا حاجة للإجراء (6 .)215-2840 بعد أن 
يزيد السطر 16 قيمة : بواحدء لأن الإجراء العودي سينزل في هذه الحالة إلى ابن أنشأه للتو 
88-50117-01111ة8-1.) إن الأثر الصافي الناتج عن الأسطر 16-13 هو إذن ضمان عدم وصول التنفيذ 
العودي أبدًا إلى عقدة ممتلئة. يقوم السطر 17 بعد ذلك بتنفيذ عودي لإدراج / في الشجرة الفرعية المناسبة. 
يوضّح الشكل 7.18 حالات الإدراج المختلفة في شجرة معمّمة. 

يقوم الإجراء 8-1«5#5عم8-17 ب (0)8 نفادًا إلى القرص في حالة شجرة معمّمة بارتفاع ./ لأنه جرى 
تنفيذ عمليئي صم38-):ؤاط و 58ل8/ما-:ؤا (0)1 فقط بين استدعاءات 011ا00(/5!-887واج«ا-ععم1-ه8. 
أما زمن وحدة المعالحة المركزية الإجمالي المستخدمء فهو (7مهو1غ)0 > (غ)0. ولما كان -8عه8-7 
انانا0(0ل-1«5887 عَوْدِيّ الذيل ع«زوسامع_انهاء فيمكن تد 
وهذا يرهن أن عدد الصفحات التي يلزم بقاؤها في الذاكرة الرئيسية في أي وقت هي (0)1. 





تنجيرًا بديلاً باستخدام حلقة علفط 


تمارين 
1-8 
أظهر نتائج إدراج المفاتيح 

,لأ ركل ,8 رار ,لال رق ءالا ,للا ,11,17 سا6 ,كا , ,قر 
بالترتيب من اليسار إلى اليمين في شجرة معمّمة فارغة درجتها الصغرى 2. ارسم شكل الشجرة قبل وحوب 
تفريق عقدة ما فقط؛ وارسم كذلك شكلها النهائي. 
م2 
وضّح تحت أية ظروف» إن وجدتء تكون عمليات ه2151-8848 و 2158-1/2178 حشوًا خلال تنفيذ 
استدعاء للإجراء 8-7858-120583. (تكون عملية ه215-824 حشوًا إذا جرت لصفحة موجودة سلقًا 
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في الذاكرة. وتكون عملية 2158-18/817 حشوًا إذا جرت كتابة صفحة من المعلومات على القرص وكانت 
هذه الصفحة مطابقةٌ لما هو مخرّن فيها سابقًا.) 


(أ) الشجرة الابتدائية مج د 
(ب) بعد إدراج 8 
(ت) بعد إدراج © 


(ث) بعد إدراج نا 


























(ج) بعد إدراج م 

















الشكل 7.18 إدراج مفاتيح في شجرة معمّمة. الدرجة الصغرى ع في هذه الشجرة المعمّمة هي 3) لذلك يمكن أن 
تحتوي عقدةٌ ما 5 مفاتيح على الأكثر. العقد المظللة تظليلاً خحفينًا هي العقد التي عدّها إجراء الإدراج. (أ) الشجرة 
الابتدائية في هذا المثال. (ب) نتيجة إدراج 8 في الشجرة الابتدائية؛ هذا إدراج بسيط في ورقة. (ت) نتيجة إدراج © 
في الشجرة السابقة. تفرّقت العقدة 857101 إلى عقدتين تحتويان 85 و اناء وتُقِلَ المفتاح 7 إلى الجذر في الأعلىء 
وأديج 0 في التصف الأيسر (العقدة #5). (ث) نتيجة إدراج .! في الشجرة السان 
وزاد ارتفاع الشحرة بمقدار واحد. ثم أديج .ل في الورقة التي تحتوي . (ج) نتيجة إدراج 8 في الشجرة السابقة. 
تفرّقت العقدة 48688 قبل إدراج # في النصف الأعن (العقدة 08). 





























3.18 
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+ 4 

افترض أننا أدرجنا المفاتيح [7,... ,2 ,1] في شجرة معمّمة فارغة درجتها الصغرى 2. ما عدد العقد في الشحرة 
المعممة النهائية؟ 

5-8 


لما كانت العقد الأوراق لا تتطلب مؤشرات إلى الأبناء؛ فيمكن لها من حيث المبدأ استخدام قيمة مختلفة ل غ 
(أكبر منها) عن تلك الخاصة بالعقد الداخلية في حالة الحجم نفسه من صفحة القرص. بيّن كيف يمكن 
تعديل إجراءات الإنشاء والإدراج في شجرة معمّمة لمعالحة هذا الاختلاف. 

0000 

افترض أننا نريد تنجيز 8-188:8-5848©14 باستخدام بحث ثنائي بدلاً عن البحث الخنطي ضمن كل عقدة. 
بين أن هذا التغيير يجعل الزمن المطلوب من وحدة المعاللحة المركزية (:0018» بمعزل عن كيفية اخختيار ع باعتباره 


دالةٌ لن, 


.7-2 
5 أن عتاديات القرص تسمح لنا باختيار حجم صفحة القرص بحرية؛ لكن الزمن اللازم لقراءة صفحة 
من القرص هو عط + م. حيث 4 و ط ثابتان محدّدان و غ هي الدرجة الصغرى لشحرة معمّمة تستخدم 
صفحات من الحجم المختار. صف كيفية اختيار غ بحيث يكون زمن البحث في الشجرة المعيّمة أصفربًا 
يا). اقترح قيمة أمثلية ل غ في الحالة التي تكون فيها 5 > » ميلي ثانية و 10 > 8 ميلي ثانية. 






حذف مفتاح من شجرة معمّمة 


يشبه الحذف من شجرة معمّمة الإدراج فيهاء ولكنه أعقد بقليل» لأنه يمكن حذف مفتاح من أية عقدة 
- وليس من الأوراق فقط - ويتطلب الحذف من عقدة داخلية إعادة ترتيب أولادها. وكما في حالة الإدراج» 





يجب أن تحترس من الحذف الذي ينتج عنه شجرة تمتك بنيئُها خواصصٌ الأشجار المعمّمة. ومثلما كان علينا 
ضمان عدم تضخم عقدةٍ ما تضخمًا كبيرا بسبب الإدراج» علينا ضمان ألا تصبح عقدةٌ ما صغيرة جدًا 
بسبب الحذف (باستثناء أن يسمح للجذر بأن يتضمن أقل من العدد الأصغر للمفاتيح 1-غ6.) و كما أن 
حوارزمية الإدراج البسيطة يمكن أن تتراجع إذا كانت إحدى العقد على الطريق إلى المكان الذي سيجري 
إدراج المفتاح فيه ملآنةء فإِنَّ النهج البسيط للحذف يمكن أن يتراجع إذا كانت عقدة ما (باستثناء الحذر) 
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على الطريق إلى المكان الذي سيجري حذف المفتاح منه تحتوي على الحد الأدى من المفاتيح. 

يحذف الإجراء ع7عاع8-788-9 المفتاح / من الشجرة الفرعية ذات الجذر #. نصمّم هذا الإجراء 
ليضمن أنه كلما استدعي عوديًا على عقدة بده فإنَّ عدد المفاتيح في د يساوي على الأقل الدرجة الصغرى *. 
لاحظ أن هذا الشرط يتطلب مفتاحًا إضافيًا على عدد المفاتيح الأدنى المطلوب في الشروط المعتادة للشحرة 
المععّمة: لذلك قد يلزم أحيانًا نقل مفتاح ما إلى عقدة ابن قبل نزول التنفيذ العودي إليها. يسمح لنا هذا 
الشرط المقوى بحذف مفتاح من الشجرة بمرور واحد نزولأ» دون الحاجة إلى التراجع (باستثناء تراجع واحد 
سنشرحه). يجب تفسير التوصيف الآت للحذف من شجرة معمّمة علمًا بأنه إذا أصبح الحذر ‏ عقدة دانحلية 
بدون مفاتيح (يحصل ذلك في الحالتين 2.ت و 3.ب الآتيتين)؛ خذف + وأصبح ,6.ء الابن الوحيد ل بد 
جذرًا جديدًا للشجرة: وهذا يُنقص ارتفاع الشجرة بمقدار واحد ويحافظ على خاصية أن يتضمن جذر الشجرة 
مفتاحًا واحدًا على الأقل (إلا إذا كانت الشجرة فارغة). 

سنستعرض كيفية عمل الحذف بدلاً من عرض شبه الرماز. يوضّح الشكل 8.18 الحالات المختلفة 
لحذف مفاتيح من شجرة معقّمة. 





1. إذاكان المفتاح / في عقدة * وكانت +« ورقة؛ فاحذف المفتاح / من د. 
2. إذاكان المفتاح / في عقدة د وكانت بد عقدة داحلية؛ فافعل الآتي. 
أ. إذا كان للابن بز الذي يسبق ‏ في العقدة بده + مفتاحًا على الأقل: فأوجد المفتاح السابق ل ع2 
وهو '/ في الشجرة الفرعية ذات الحذر بز. احذف “/ عوديّاء واستعض عن '/ ب / في . (يمكننا 
إيجاد '/ وحذفه في مرور وحيد نزولاً.) 
ب. بالتناظرء إذا كان للابن بر عددٌ من المفاتيح أقل من ع فتتبّع الابن 2 الذي يتبع / في العقدة بدء إذا 
كان الابن 2 له غ مفتاحًا على الأقل: فأوجد المفتاح التالي ل / وهو '/ في الشجرة الفرعية ذات الحذر 
. احذف “// عوديّاء واستعض عن “/ ب ع في *. (مكننا إيجاد '/ وحذفه في مرور وحيد نزولاً.) 
ات. فيما عدا ذلكء إذا كان لدى كل من بز و 2 فقط 1-غ مفتاحًاء فادمج / وكل مفانيح 2 في بزء 
بحيث تفقد +دكلاً من / والمؤشر إلى 2. تتضمن بز الآن 20-1 مفتاحا. ثم حرّر 2 واحذف ع/ 
عوديًا من «إ. 
3. إذا لم يكن المفتاح / موجودًا في «اعلية »ده حدّد الجر .د من الشجرة الفرعية المناسبة الذي 
يجب أن يحتوي ا إذا كان #6 موجودًا في الشجرة أصلاً. إذا احتوى .+ فقط 1-غ مف 





احاء فتقّد 
انطوة 3.) أو 3.ب بحسب الضرورة لنضمن أننا ننزل إلى عقدة تحتوي + مفتاحًا على الأقل. ثم ننهي 
بتنفيذ عودي على الابن المناسب ل ع. 
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أ. إذا كان ل بع.ده 1-غ مفتاحاء لكن له أخ مباشر يتضمن غ مفتاحا على الأقلء فأعط .د 
مفتاحا إضافيًا بنقل مفتاح من هبوطا إلى :.»دء ونقل مفتاح من الأخ المباشر اليميني أو اليساري 
ل :».» إلى عد ونقل مؤشر الابن المناسب من الأخ إلى :6... 
ب. إذا تضمن كل من :6.+ وأخويه 1-غ مفتاحاء فادمج .+ مع أحد إخوته؛ وهذا يتطلب نقل 
مفتاح من + إلى الأسفل في العقدة الجديدة المديحة ليصبح المفتاح الوسط لهذه العقدة. 


() الشجرة الابتدائية 





(ب) بعد حذف # : الحالة 1 








(ث) بعد حذف 6 : الحالة 2ت 





الشكل 18.8 حذف مفاتيح من شجرة معمّمة. الدرجة الصغرى هذه الشجرة المعمّمة 3 - غ» لذلك لا يمكن 
لأية عقدة غير الهذر أن تحتوي أقل من مفتاحين. العقد المعدّلة هي المظللة تظليلاً خفيمًا. (أ) الشجرة المعكمة في 
الشكل 7.18(ج). (ب) حذف #. هذه الحالة 1: حذف بسيط من ورقة. (إت) حذف /1. هذه الحالة 2.): لمفتاح 
السابق ل 14 وهو .لا تقل إلى الأعلى ليأخذ مكان 14. (ث) حذف 6. هذه الحالة 2.ت: دُفع 6 إلى الأسفل ليكوّن 
العقدة »ازوع0, ثم خذف ب من هذه الورقة (الحالة 1). 
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(ج) بعد حذف © : الحالة 3.ب 








رج تلض الفسهرة في الارقاع 0-0 
ا 
]|26 


يَْبْع الشكل 18.8 (ج) حذف 0. هذه الحالة 3.ب: لا يمكن أن ينزل التنفيذ العودي إلى العقدة .61 لأن لديها 
مفتاخين فقط ‏ لذلك دُفع م إلى الأسفل ودُمج مع ا© و 7 لُشكل 6177؛ ثم خذف 0 من ورقة (الحالة 1). 
(ج') بعد (ج) خذف الجذر وتقلصت الشجرة في الارتفاع بمقدار واحد. (ح) حذف 8. هذه الحالة 3.أ: ثقل 6 
ليملاً مكان 8 وتُقل م ليملا مكان 6. 











لمّا كانت معظم المفاتيح في شجرة معمّمة هي في الأوراق: فيمكن أن نتوقع عمليًا أن ُستخدم عمليات 
الحذف, في غالب الأحيان: لحذف مفاتيح من الأوراق. عندئظٍ يعمل الإجراء 88-1788-1127 بمرور واحد 
نزولاً عبر الشجرة دون الحاجة إلى الرجوع. ولكن» عند حذف مفتاح من عقدة داخلية» فإنه يقوم بمرور نزولي 
عبر الشجرة؛ ولكن يمكن أن يحتاج إلى العودة إلى العقدة التي ذف منها المفتاح للاستعاضة عن المفتاح 
بالمفتاح السابق له أو الثالي له (الحالتان 2.أ و 2.ب). 

ومع أنَّ هذا الإجراء يبدو معقدّاء إلا أنه يتطلب (0)8 عملية على القرص فقط؛ في حالة شجرة معمّمة 
ارتفاعها :8: لأن هنالك استدعاءات ل 848-وا8 و 215-11/2178 من الرتبة (0)1 فقط بين الاستدعاءات 
العودية للإجراء. أما الزمن المطلوب من وحدة المعاللحة المركزيق فهو (1 19# غ)0 > (0)/8. 


تمارين 

1-8 

أظهر نتيجة حذف 6 و 2 و / بالترتيب من الشجرة في الشكل 8.18(ح). 
28 

أكتب شبه الرماز الخاص بالإجراء اع 8-2 8-188. 








مسائل 
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1-8 مكدسات في الخزن الثانوي 
لندرس تنجيز مكدس في حاسوب يتضمن مقدارًا صغيرا نسيًا من الذاكرة الرئيسية السربعة ومقدارًا كبيزا نسييًا 
من الخزن على القرص الأكثر بطنًا. إن عمليات الدفع 5:4نا2 والسحب 80 فيه تعمل على قَيِم بطول كلمة 
واحدة. يمكن أن ينمو المكدس الذي نأمل دعمه ليصبح أكبر بكثير مما يمكن أن تنسع له الذاكرة؛ ومن ثم 
فإن معظمه يجب أن يكون عُخرّنًا على القرص. 

ثمة تتجيز بسيط للمكدسء لكنه غير فعال» يحتفظ به كاملاً على القرص. نحتفظ في الذاكرة بموشر إلى 
المكدس: يمل العنوان على القرص للعنصر العلوي في المكدس. إذا كانت قيمة المؤشر بم كان العنصر العلوي 
هو الكلمة ذات الترتيب م بالمقاس 7: في الصفحة [71/م] من القرص؛ حيث 74 هو عدد الكلمات في 
الصفحة. 

لتنجيز عملية الدفع إزونا8؛ نزيد مؤشر المكدس واحدّاء ونقرأ الصفحة المناسبة من القرص إلى الذاكرة؛ 
وننسخ العنصر اراد دفعه إلى الكلمة الخاسبة في الصفحة؛ ونعيد كتابة الصفحة على القرص. أما عملية 
السحب؛ فهي عملية مشايحة. ننقص مؤشر المكدس واحدًاء ونقرأ الصفحة المناسبة من القرص؛ ونعيد قمة 
(أعلى) المكدس. لا نحتاج إلى إعادة كتابة الصفحة لأنما لم تُعدّل. 

لمّا كانت العمليات على القرص مكلفة نسييّاء فإننا نحسب تكلفتين لكل تنجيز: العدد الإجمالي لمرات 
النفاذ إلى القرص والزمن الإجمالي لوحدة المعالمة المركزية. كل نفاذ إلى صفحة من +7 كلمة في القرص يكلف 
نفاذًا واحدًا إلى القرص وزممًا (72)© لوحدة المعاللحة الممكزية. 

أ. بالمقاربة ما هو عدد مرات النفاذ إلى القرص في أسوأ الحالات في حالة 7 عملية على المكلس 
باستخدام هذا التنجيز البسيط؟ ما هو الزمن الذي تستغرقه وحدة المعالحة المركزية في حالة :7 عملية على 
المكدس؟ (عبّر عن الحواب بدلالة :7 و : في هذا الجزء والأجزاء التالية.). 

لندرس الآن تنجيرًا للمكدس تحتفظ فيه بصفحة من المكدس في الذاكرة. (تحتفظ أيضًا بمقدار صغير من 

الذاكرة للاحتفاظ بأثر الصفحة الموجودة حاليًا في الذاكرة.) لا يمكننا إجراء عملية على المكدس إلا إذا كانت 

الصفحة المعنية من القرص في الذاكرة. عند الضرورة؛ يمكننا كتابة الصفحة الموجودة حاليًا في الذاكرة إلى 

القرص وقراءة الصفحة الحديدة من القرص إلى الذاكرة. إذا كانت الصفحة المعنية من القرص موجودة سابقًا 

في الذاكرة» فهذا لا يتطلب نفاذًا إلى القرص. 

اب. ما هو عدد مرات النفاذ إلى القرص في أسوأ الحالات التي تتطلبها « عملية دفع 1:ؤلا8؟ ما هو الزمن 
الذي تستغرقه وحدة المعاللحة المركزية؟ 
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ات. ما هو عدد مرات النفاذ إلى القرص في أسوأ الحالات الذي تتطلبه # عملية على المكدس؟ ما هو الزمن 
الذي تستغرقه وحدة المعالحة المركزية؟ 

افترض أننا الآن ننجّز المكدس بالاحتفاظ بصفحتين في الذاكرة (إضافةٌ إلى عدد صغير من الكلمات 

للاحتفاظ بمعلومات الحجز). 

ث. صف كيفية إدارة صفحات المكدس بحيث يكون العدد المستهلّك رات النفاذ إلى القرص لأي عملية 
على المكدس (0)1/70؛ والزمن المستَهلّك الذي تستغرقه وحدة المعالحة المركزية لأية عملية على 
اللكدس (0)1. 


02-8 الضم والتفربق في الأشجار 2-3-4 

تأحذ عملية الضم «زمز مجموعتين ديناميكيتين "5 و "5 وعنصرًا ‏ بحيث يتحقق لكل عنصر 
"دع د و "ع بد المتراجحات: بزععا.” > بزهعا.+ > بزهءا.'بد. تعيد هذه العملية بجموعةٌ 
"5 لا [::) ل "5 - 5. تشبه عملية التفريق #فاورو عملية ضم "عكسي": إذا أعطينا بجموعة ديناميكية 5 
ع عملية التفريق مجموعة '5 تتألف من جميع عناصر [*) -5 التي مفائيحها أصفر من 
لا16.* وبجموعة "5 تتألف من جميع عناصر [*) -5 التي مفاتيحها أكبر من بز»م/.<. نتحرّى في هذه 
المسألة» كيفية تنجيز هذه العمليات على الأشجار 2-3-4. نفترض للسهولة أن العناصر تتألف من مفاتيح 
فقطء ون كل قيم المفاتيح متمايزة. 





أ. بين كيف يمكن الاحتفاظ بارتفاع الشجرة الفرء 
شجرة 2-3-4. تأكٌد أن تنجيزك لا يؤنّر على الأزمنة المقاربة لتنفيذ البحث والإدراج والحذف. 





بة ذات الحذر + كواصفة غ/و]6:/. لكل عقدة +« من 


ب. بيّن كيف يمكن تنجيز عملية الضم. في حالة شجرتين 2-3-4 هما "7 و”7 ومفتاح /؛ يجب أن تُنقّذ 
عملية الضم بزمن (|”8 - '8| + 0)1: حيث “/ و "ف هما ارتفاعا ”7 و *7 على الترتيب. 

ات. لندرس المسار البسيط م من جذر شجرة 2-3-4 هي 7 إلى مفتاح ما #؛ والمجموعة '5 المكوّنة من 
مفاتيح 7 التي هي أصغر من ؛ والمجموعة "5 المكونة من مفاتيح 7 التي هي أكبر من . بيّن أن م 
يقسم '5 إلى مجموعة من الأشجار [,7],...,7 ,76) وبجموعة من المفاتيح (يم/,... ,14 ,1]): حيث 
لكل قيم +7,... ,1,2 > : يكون لدينا 2 > )/ > بز في حالة كل المفاتيح :/1 © /ز و ]17> 2. ما 
هي العلاقة بين ارتفاع الشجرتين .]7 و /7؟ صف كيف يقسم [ المجموعة ”5 إلى مجموعتين من 
الأشجار والمفاتيح. 
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. بين كيف يمكن تنجيز عملية التفريق على '7. استخدم عملية الضم لتجميع المفاتيح في '5 ضمن شجرة 
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وحيدة 2-3-4 هي ”7 وتجميع المفاتيح في "5 ضمن شجرة وحيدة 2-3-4 هي "1. يجب أن يكون زمن 
تنفيذ عملية التفريق (001871: حيث 72 هو عدد المفاتيح في '7. (تلميح: يجب أن تكون تكاليف الضم 


مضغوطة.) 


ملاحظات الفصل 

تعطي المراجع طادصك! [211]؛ و مطة و 8ممدة8 و ممسلاتآ [5]؛ و علوتس«عول»5 [306] مناقشات 
إضافية عن أنواع الأشجار المتوازنة والأشجار المعمّمة وع0ة-8. يزود المرجع 00565 [75] دراسة شاملة عن 
الأشجار المعمّمة. ويناقش ودائنا و 6ء1«مع50 [155] العلاقات بين الأنواع المختلفة للأشجار المتوازنة» 
ومنها الأشجار الحمراء-السوداء والأشجار 2-3-4. 

في عام 1970 اخترع 8م10 .8 .1 الأشجار 2-3: وهي نوع سابق للأشجار المعثّمة 
والأشجار 2-3-4: وفيها لكل عقدة داخلية ابنان أو ثلاثة. أَذْعْل #عبزه8 و ؛طهنه0م81 [35] الأشجار 
المعمّمة وعمم-8 في عام 1972؛ ولم يشرحا سبب اختيارهما لهذا الاسم. 

درس المرجع #عفدء8 و ع«نهدوء2 و ههثاه©-طعدموظ [40] كيفية جمل الأشجار المعكّمة تعمل جيدًا 
في وجود تأثيرات هرمية الذاكرة. تعمل خوارزميات كمدونظاطه-ءناعمع الخاصة بحم بفعالية عالية دون أن 
تعرف صراحةٌ حجم المعطيات المنقولة ضمن هرمية الذاكرة. 
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كومات فيبوناتشي 


تفيد بنية معطيات كومات فيبوناتشي فائدةٌ مضاعفة. الأولى هي أن هذه الكومات تدعم بجموعة من 
العمليات التي تؤلّف ما يُعرف بالكومات "القابلة للدمج" "مدع #اطهعع,»دم". والثانية هي أن العديد من 
عمليات كومات فيبوناتشي يُنقّذ بزمن عخمّد ثابت: وهو ما يجعل بنية المعطيات هذه مناسبةٌ جدًا للتطبيقات 





التي تستدعي هذه العمليات بتوات ر كبير. 


الكومات القابلة للدمج 

الكومة القابلة للدمج «رهه ءاطهمع»:, هي أية بنية معطيات تدعم العمليات الخمس الآنية؛ لكل عنصر 

منها مفتاح بز©6/: 

40 1]- كاملا تُشئ وتعيد كومة جديدة لا تحتوي أي عنصر. 

(,10587)11 درج عنصرًا < - مُلَى مفتالحة سابقًا - ضمن كومة 14. 

(210131/)41 تُعيد مؤشرًا إلى العنصر الذي يكون مفتاحه أصغريًا ضمن /8. 

(17-01)11عمعتاع تحذف العنصرّ ذا المفتاح الأصغري من ]1 وتُعيد مؤشرًا إليه. 

(09101)11,11] شئ كومةٌ جديدة تتضمن جميع عناصر الكومتين :8 و «ل/ وتعيدها. يجري في هذه 
العملية "تدمير" الكومتين ج11 و ج11 

إضافةٌ إلى عمليات الكومات القابلة للدمج المذكورة؛ تدعم كومات فيبوناتشي أيضًا العمليتين الآثيتون: 

(#1,,1)لاتنكا-عقمعوعع2 تُسند إلى العنصر + ضمن الكومة ]8 قيمة جديدة للمفتاح 6 يُفترض أل 
تكون أكبر من قيمة مفتاحها الحالية. ' 

' كما أشرنا في مقدمة الياب الخامس؛ الكومات المفترضة القابلة للدمج هي الكومات الأصغرية القابلة للدمج 

ومدعطمند عاطمعهعس ومن ثم فَإِنَّ العمليات /نالجااجلا/ة و ا«اضعهمه22 و لاعكلاعكمعوععم قابلة 

للتطبيق. يمكتنا بالمقابل تعريف كومة أعظمية قابلة للدمج «رهءتسحمه» عاذهعج»:م مع العمليات 1/14361311010 

و الفا تع ه822 و لاكاءعكمعمع »1 
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(,81) قاع يحذف العنصر + من الكومة 4 

يي الجدول في الشكل 1.19 أنه إذا لم تكن ثمة حاجة إلى العملية 10010؛ فإنَّ الكومات الثنائية 
المعتادة - كالمستخدمة في الفرز بالكومة (الفصل 6) - تعمل جيدًا تقريًا. تُنَقُذَ العمليات الأخرى في 
أسوأ الحالات بزمن (0)187 على كومة ثنائية. لكن إذا كنا نحتاج إلى دعم العملية «02010اء فإ أداء 
الكومات الثنائية يكون ضعيفًا. عند ضم الصفيفتين اللتين تحملان الكومتين الثنائيتين المراد دبجهما ثم تنفيذ 
الإحراء ممع11-:01!-ضنانا8 (انظر المقطع 3.6): فإن العملية «والإلا تستغرق زمنًا ()© في أسوأ 
الحالات. 

وبالمقابل» فإنّ كومات فيبوناتشي لها حدود أفضل لزمن التنفيذ المقارب من الكومات الثنائية للعمليات: 
تلمك و لإوالاناء و لاقكادعكمعمعع2 وا أزمنة التنفيذ المقارب نفسها لبقية العمليات. وتحدر ملاحظة 
أن أزمنة التنفيذ لكومات فيبونانشي في الشكل 1.19 هي حدود أ, ة؛ وليست حدود أزمنة في أسوأ 
الحالات لكل عملية. تأخذ عملية 118010 زمنًا مخمّدًا ثابنًا في كومات فيبوناتشي أفضل بكثير من زمن الحالة 
الأسوأ الخطي الذي تتطلبه الكومات الثنائية (طبمًا بافتراض أن الحد الزمني المحمّد كافي). 





كومات فيبوناتشي من الناحية النظرية والعملية 

من الناحية النظرية؛ كومات فيبوناتشي مرغوبة بوجه خاص عندما يكون عدد عمليات 582241-11 
و 281558 قليلاً بالنسبة إلى عدد العمليات الأخرى المنجزة. وهذه الحالة تظهر في عدة تطبيقات. فعلى 
سبيل المثال؛ قد تستدعي بعضُ خوارزميات مسائل البيان (كسعااهعم «امدمع) العملية لاصكل-عكمعمععم 
مر لكل وصلة عوله. في البيانات الكثيفة التي تتضمن وصلات كثيرة» يقدم الزمن المحقد (1)© 





كوه 
الإجراء (أسوأ الحالات) 
«ممعتع سماد إلفت )9 
تمعولج1 (ج0©. )9 
تامزا (6)1 601 
شت يدا 608 (0087 
«0الانا مه )6 
لاللكا-عكمعمععم (08)© 600 
كاعم (ة90 00 


الشكل 1.19 أزمنة تنفيذ العمليات على تنجيرّي الكومات القابلة للدمج. نرمز لعدد العناصر في الكومة 
(الكومات) عند تطبيق كل عملية ب <. 
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لاستدعاء 288258-16 تحسيئًا كبيرا على زمن أسوأ الحالات (187)© ف الكومات الثنائية. تعتمد 
الخوارزميات السريعة لمسائل مثل حساب أشجار السح الصغرى (الفصل 23) وإيجاد أقصر المسارات من منبع 
وحيد (الفصل 24) في أساسها على كومات نوالتي 

أما من الناحية العملية؛ فإن العوامل الثابتة وتعقيد البريجة تقل من ن الرغبة في استخخدام كومات فيبوناتشي 
نسبةٌ إلى الكومات الثنائية العادية (أو الكومات من الدرجة #) في معظم التطبيقات: باستثناء بعض 
التطبيقات التي تدير حجومًا كبيرة من المعطيات. لذلك فإِنّ كومات فيبوناتشي لما غالبًا أهمية نظرية. ولكنْ إذا 
جرى تطوبر بنية معطيات بسيطة الها الحدود الزمنية المخمّدة لكومات فيبوناتشي نفسهاء فسيكون لا 
استخدامٌ عمليٌ أيضًا. 

لا تدعم الكومات الثنائية 





وكومات فيبوناتشي عملية البحث 5888614 على تحو فعال؛ لأن العثور 
على عقدة تحتوي مفتاحًا معيئًا يمكن أن يأخذ وقثًا طويلاً. وذا السببء. تنطلب العمليات مثل 
لاتكا- 2888458 و 5#عاع9 المطبقة على عنصر معين مؤشرًا إلى ذلك العنصر باعتباره جزعًا من دخخلها. 
وكما في مناقشتنا لأرتال الأفضليات في المقطع 5.6 عندما نستخدم كومة قابلة للدمج في تطبيق غاء ون 
غالبًا مقبضًا ©1201 لغرض التطبيق الموافق في كل عنصر من الكومة القابلة للدمج؛ وكذلك مقبضًا للعنصر 
الموافق من الكومة القابلة للدمج لكل غرض من أغراض 
التطبيق وتنجيزه. 

تعتمد كومات فيبوناتشي: كما رأينا في عدة بنى معطيات أخخرى؛ على الأشجار ذات الحذور. تل كل 








بق. يعتمد تحديد طبيعة هذه المقابض بدقة على 


عنصر بعقدة ضمن شجرة: وكل عقدة لها واصفة بإع/. سنستخخدم التعبير "عقدة" بدلا من "عنصر" فيما 
تبقى من هذا الفصل. كما أننا سنتجاهل أمور تحخصيص العقد قبل الإدراج 
رض أن الرماز الذي يستدعي إجراءات الكومات يعالج هذه التفاصيل. 


رها بعد الحذف. حيث 











بة تمثيلهاء ويقدّم دالة الكمون المستخدمة في تحليلها 





يُعرْف المقطع 1.19 كومات فيبوناتشي؛ ويناقش 
المححمّد. ويُظهر المقطع 2.19 كيفية تنجيز عمليات الكومات القابلة للدمج وكيفية الوصول إلى الحدود الزمنية 
المحمّدة الظاهرة في الشكل 1.19. يجري عرض العمليتين المتبقيتين ا8كل- 08088858 او 21008278 في 
المقطع 3.19. وأخيراء ينهي المقطع 4.19 جزءًا هامًا من التحليل ويفسر هذا الاسم الغريب لبنية المعطيات. 








بنية كومات فيبوناتشي 
كومة فيبوناتشي «زه»:! 81 0ط[ هي جََمُعٌ من الأشحار ذات الحذر المرتبة بتزتيب الكومات وفق الأصغر 
فععفم ورهءنا-ورن:. أي إِنَّ كل شجرة تنضع لخاصة الكومات وفق الأصغر «اتد رهجم هه دط-وجنم: 
مفتاح عقدة ما هو أكبر أو يساوي مفتاح أبيها. يُظهر الشكل 2.19() مثالاً على كومة ذ 
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ب 





الشكل 2.19 (أ) كومة فيبوناتشي مؤلفة من خمسة أشجار مرتية بترتيب الكومات وفق الأصغر و 14 عقدة. يشير 
الخط المتقطع إلى لائحة المذور. العقدة الصغرى في الكومة هي العقدة التي تحتوي المفتاح 3. جرى تلوين العقد 
المعلّمة باللون الأسود. كمون هذه الكومة الخاصة هو 11 - 203 + 5. (ب) تمثيل أكثر اكتمالاً يُظهر مؤشرات ث[ 
(أسهم صاعدة) و 4ااطء (أسهم هابطة)» و غ/ها و وز (أسهم جانبية). تُعْفِل بقية الأشكال في هذا الفصل 
هذه التفاصيل؛ لأنَّ بالإمكان تحديد كل المعلومات المعروضة هنا مما يظهر في الحزء (أ) 





وكما يُظهر الشكل 2.19(ب): تتضمن كل عقدة ‏ مؤشرًا إلى أبيها م.* ومؤشرًا إلى أحد أبنائها 
4اا .*. يرتبط أبناء * مع بعضهم بلائحة دائربة مضاعفة الترابط نسميها لائحة أبناء /وذ| 4الءك <. 
يتضمن كل ابن /ز من لائحة الأبناء مؤشرّيْن إلى أخوي «ز الأيسر والأكن غ7 »1١ل‏ و ع«اوة7.ز على التزتيب. 
فإذا كانت العقدة بر هي الابن الوحيدء يكون بز > غ:(وغ7,نز > عترء! ,ز. يمكن أن يظهر الأشقاء في لائحة 
الأبناء بأي ترتيب. 








اتشي فائدئيْن. أولأ 





المضاعفة التزابط (انظر المقطع 2.10) في كوما. 
يمكننا إدراج عقدة في أي مكان أو حذف عقدة من أي مكان في لائحة دائرية مضاعفة التزابط بزمن (0)1. 
ثائياه إذا كان لدينا لائحتين من هذا النمط» يمكننا ضمهما (أو وصلهما ممًا) في لائحة دائرية مضاعفة 
التزابط بزمن (0)1. سنتطرق إلى هذه العمليات شكليًا عند وصف العمليات على كومات فيبوناتشي» تاركين 
للقارئ ملء تفاصيل تنجيزها إن رغب بذلك. 

تنضمن كل عقدة واصفتان آخران. غخرّنَ عدد الأبناء في لائحة الأبناء في عقدة ‏ وهو مخرن 





إنَّ لاستخخدام اللوائح الدائرن 


ف 6#”ومك.:د. والواصفة ذو القيمة لمنطقية 70674.+ يشير إلى فقدان العقدة > ابن ها منذ آخر مرة 
أصبحت فيها ابا لعقدة أخرى. تكون العقد النشأة حديثًا غير معلّمق وتصبح أية عقدة ‏ غير معلّمة 
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عندما تكون ابنًا لعقدة أخرى. سنكتفي بوضع قيمة 54158 في جميع الواصفات 7067 إلى أن نتطرق إلى 
العملية 58-181م8ع68 في المقطع 3.19. 

يجري النفاذ إلى كومة فيبوناتشي 11 عن طريق مؤشر :11.72 إلى جذر شجرة تتضمن مفتاحًا أصغريًا؛ 
نُسمي هذه العقدة العقدة الصغرى 04« د« نوفهم لكومة فيبوناتشي. إذا كان هناك أكثر من جذر له 
مفتاج بالقيمة الصغرى نفسهاء فيمكن أن نعتير أَيّا منها العقدة الصغرى. إذا كانت كومة فيبوناتشي 11 
فارغة» فإن لات :1 «:.11. 

ترتبط جذور جميع الأشجار ف كومة فيبوناتشي بعضها ببعض باستخدام مؤشراتها »ا و لاو 
بلائحة دائربة مضاعفة الترابط نسميها لائحة جدور وذا /ومم كومة فيبوناتشي. يشير المؤشر 8/.72]7 إذن 
إلى العقدة ذات المفتاح الأصغري في لائحة الجذور. يمكن أن تظهر الأشجار في لائحة الحذور بأي ترتيب. 

نعتمد على واصفة أخرى في كومة فيبوناتشي 4/ هي 8/.2: العدد الحالي للعقد في /8. 


دالة الكمون 
سنستخدم كما ذكرنا طريقة الكمون المعروضة في المقطع 3.17 لتحليل أداء العمليات على كومات فيبوناتشي. 
في حالة كومة فيبوناتشي معطاة /8: يكون (/8) عدد الأشجار في لائحة جذور 8 و (/71)1 عدد العقد 
المعلّمة في 4/. فنعرف كمون كومة 
(1.19) (2)01 + (1ن)ء ع (بناة 
(سنعرف المزيد عن دالة الكمون في المقطع 3.19.) فمثلاء إنَّ كمون كومة فيبوناتشي الظاهرة في الشكل 2.19 
هو 11 - 203 + 5. وإذَّ كمون مجموعة من كومات فيبوناتشي هو بجموع كمونات كومات فيبوناتشي 
المؤلّفة لا. سنفترض أن وحدة الكمون يمكن أن تسدد ثمن مقدار ثابت من العمل كبير كفايةٌ ليسدد تكلفة 
أية أجزاء عمل محددة ثابتة الزمن قد نواجهها. 

انفتوض أنَّ تطبيق كومة فيبوناتشي يبدأ بدون كومات. فيكون الكمون الأولي 0؛ وبحسب المعادلة 1.19 
لا يمكن أن يكون الكمون سالبًا في المرات التالية. وبحسب المعادلة 3.17: يكون الحد الأعلى للتكلفة الكلية 
المححمّدة هو حدًا أعلى للتكلفة الكلية الفعلية لمتتالية العمليات. 








الدرجة العظمى 

تفترض التحليلات المخمّدة التي سنجربها في المقاطع المتبقية من هذا الفصل أنَّ هناك حدًا أعلى معروقًا 
()2 للدرجة العظمى لأية عقدة في كومة فيبوناتشي من « عقدة. لن تنيت ذلك؛ إلا عندما دعم عمليات 
الكومات القابلة للدمج فقطء [ها] > (205. (يُطلب إليك في المسألة 2-19(ث) إثبات هذه الخاصة.) 
سترى في المقطع 3.19 و 4.19 أنه عندما ندعم لاتكا-#كه2882 و ع7هاع8 أيضًا يكون (0)08 > ()2. 
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عمليات الكومات القابلة للدمج 

يوجر عمليات الكومات القابلة للدمج على كومات فيبوناتشي العمل قدر المستطاع. فهناك تسوية (مقايضة) 
للأداء بين تنجيزات العمليات المختلفة. فإذا أدرجنا مثلاً عقدةٌ بإضافتها إلى لائحة الجذورء فإن هذا يتطلب 
زمنًا ثابنًا فقط. أما إذا كنا قد بدأنا من كومة فيبوناتشي فارغة؛ ثم أدرجنا / عقدة» فستتألف الكومة من 
لائحة جذور ذات / عقدة فقط. وتكون التسوية (المقايضة) بأننا إذا نقّذنا عملية 872417-81 على 
كومة فيبوناتشي /8: بعد حذف العقدة التي يشير عليها :81.7017: فعلينا أن ننظر ضمن كل عقدة من العقد 
4-1 المتبقية في لائحة المذور للعثور على العقدة الصغرى الجديدة. وأثناء مرورنا على كامل لائحة اللحذور 
خلال عملية 8<241-8010 فإننا نقوم أيضًا بتدعيم :02ذاووومه العقد وتحويلها إلى أشجار كومات 
مرتبة وفق الأصغر لتقليص حجم لائحة الجذور. سنرى أنه لا يهم شكل لائحة الذور قبل عملية 
8<241-10 فبعد ذلك سيكون لكل عقدة في لائحة الجذور درجة وحيدة ضمن لائحة الجذور» وهذا 
يؤدي إلى لائحة جذور حجمها 1 + (:)2. 





إنشاء كومة فيبوناتشي جديدة 

لإنشاء كومة فيبوناتشي فارغة يُحُصّص الإجراء «م8-518-118كلم)! غرض كومة فيبوناتشي 11 ويعيده» 
حيث 0 - 14.2 و .لالت :نه .!1؛ أي ليس هناك أشجار في /8. ولمًا كان 0 > (/8)غ و 0 > (/71)8 
فإنّ كمون كومة فيبوناتشي الفارغة هو 0 - (/8)©. وبذلك تساوي التكلفة المحمٌدة للإجراء 
ممعة]-مر-ععرم3 تكلفته الفعلية (0)1. 


إدراج عقدة 
يقوم الإجراء التالي بإدراج عقدة + في كومة فيبوناتشي /8: مفترضًا أنَّ العقدة جرى حصحصتها وأنَّ المفتاح 


تإ6عا .د جرى ملؤه سلقًا. 
(,ا()تهعوند] ممع مم 
0< معجومة د 1 
الات مبيد 
ل 
تكتمم > عاجه.د 
لكالا عع زأا .]1 كأ 
ع« أكناز ومتستملمم لل ع5 اذا امه ه عتمعى 
>« 1771ل[ 
كنا غ00 :"21 مامز عد أرعكمز عواء 
تإععا اط ل1 > برهعا .د كذ 
ع نننه. 11 
2+1.ل[ ملز 





ادم شساسص ماج نا هاي 5 2 
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6 89ب 6 6006 24 17 أ --0© © 
6 كك 
65 © 6 © © 
0 ب 


الشكل 3.19 إدراج عقدة في كومة فيبوناتشي. (أ) كومة فيبوناتشي 84. (ب) كومة فيبوناتشي // بعد إدراج 
العقدة ذات المفتاح 21. تصبح العقدة شجرة مرتبة بترتيب الكومة وفق الأصغر ثم تضاف إلى لائحة اللحذور لتصبح 
الأخ الأيسر للعقدة الصغرى. 


تقوم الأسطر 4-1 باستبداء الواصفات || للعقدة . يختبر السطر 5 كون كومة فيبوناتشي /8 فارغة؛ فإذا 
كانت كذلك يجعل السطران 7-6 العقدةٌ * العقدة الوحيدة في لائحة جذور // ويجعلان 11.74 تشير 





ريا أخميراء 
يزيد السطر 10 قيمة 11.2 ليأخذ بذلك إضافة العقدة الحديدة بالاعتبار. يُظهر الشكل 3.19 عقدةٌ مفتاحها 
1 مدرحة في كومة فيبونانشي الظاهرة في الشكل 2.19. 

ولتحديد التكلفة المحمّدة للإجراء 1«05887-ممع1]-518» نفترض أن // كومة فيبوناتشي المدخلة و "لل 
كومة فيبوناتشي الناتحة. عندها يكون لدينا 1 + (/8)+ > (/8) و (/7:)8 > (/1): وتكون الزيادة في 
الكمون هي: 





إلى . وإلاء فإ الأسطر 10-8 تدرج + ضمن لائحة جذور // تَُدّثْ ]81.70 إذا كان ذلك ضرور 





1 > ((2:)1 + (81)غ) - ((2)8 + (1 + (لن)ع)) 
ولمًا كانت التكلفة الفعلية هي (0)1» فإن التكلفة المخمّدة (0)1 1 + (0)1. 
إيجاد العقدة الصغرى 


تعطى العقدة الصغرى في كومة فيبوناتشي بالمؤشر 21.72 ومن ثم يمكننا إيجاد العقدة الصغرى بزمن 
فعلي (0)1. ولمّاكان كمون // لا يتغيرء فإنَّ التكلفة المخحمّدة لهذه العملية تساوي تكلفتها الفعلية (0)1. 





توحيد كومئَي فيبوناتشي 
يوحٌد الإجراء التالي كومتي فيبوناتشي .88 و دل8 مع تدمير الكومتين الأصليتين خلال الإجرائية. وهو يقوم 
ببساطة بضم لائحتي جذور :8 و </8 ثم يحدد العقدة الصغرى الحديدة. بعد ذلك لن يجري استخدام 
الأغراض التي تثل ,81 و ج81 

ا 1)«مانزنا ممع دمر 


ممعم عكسماح د ب 1 
فانرا 2 ناج 1 2 
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11 6ه اكنا أهه: عطا طاتيد جحلل 6ه كنا غهم: عطا عتهمعتوعمم». 

لعا افولا > لإععا نجاط هة نازع لج ياط) عه (لللا -ك نار !)كذ 
النرا1 ح اطد لا 

الوا + انرا د اراز 

مساعم 


تضم الأسطر 3-1 لائحتي جذور 81 و 8/2 في لائحة جذور جديدة /8. تحدد الأسطر 2 و4 و5 العقدة 
الصغرى في ؛ ويضع السطر 6 العدد الكلي للعقد في <.81. يعيد السطر 7 كومة فيبونائشي الناتحة /. وكما 
في إجراء 85ع5«ا-ممع1]-هرم تبقى المذور كلها جذورًا. 

التغيّر في الكمون هو 





شال ماه افا 


((11)ة + (21)ه) - (11)ه 


((10ل)دجة + (ياناء) + ((2:)1 + (ر1ن)؛)) - ((ان)سة + (01)ة) - 
)20 


لأن (11)غ + (11)؛ > (11)؛ و (ا1)" + (راة): ع (71)11. وبذلك؛ تكون التكلفة المحمّدة للإجراء 
100ل(لا-صمع1]-ها مساويةٌ تكلفته الفعلية (0)1. 


استخراج العقدة الصغرى 

تعتبر إجرائية استخراج العقدة الصغرى أعقد العمليات المعروضة في هذا المقطع. وهي أيضًا العملية التي يُجرى 
فيها العمل المؤحل لتدعيم الأشجار في لائحة الجذور. يُستخرج شبه الرماز التالي العقدةٌ الصغرى. يفترض 
الرماز اصطلاححا أن المؤشرات المتبقية في اللائحة المترابطة ميث عند حذف عقدة من اللائحة المترابطة» لكن 
تبقى المؤشرات في العقدة المستخرجة دون تغيير. يَستخدم الرماز أيضًا إجراءً مساعدًا 00/501:1847© سنراه 
باختصار. 


)ل عمم ودع ممعن]دمم 
8.1 د 2 1 





تالاع 2 ك1 2 
062 ع خلئط طعوء عم 5 
11 6ه اونا )مه عط 0 >< 8200 4 
لخاد > مع 5 
1 6ه كنا غمم1 عط مره 2 علامسعم 6 
7 
8 
9 
(1!)قتدمناه5ا«0 © 10 
8.2-1 - مملر 11 


2 مسفعم 12 
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انشي 


وكما يوضّح الشكل 4-19؛ يقوم «17-1ه«<ع-ممع81-هرم أولاً بمعل كل عقدة من أبناء العقدة الصغرى 
جذرًا وحذف العقدة الصغرى من لائحة الجذور. ثم يدعم لائحة الحذور بربط الحذور ذات الدرحات 
المتساوية إلى أن يبقى على الأكثر جذر واحد من كل درجة. 


نا الملل 





©-©6 66 ب _ 6-8 6606666 
كاي ال 





5 5-7 نه “6-83 © 6 © 0©6© 
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١‏ 1 5 0-6 
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+ خض 
م _ه-© ©5066" هه ©© 
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الشكل 4-19 عمل 1848-875841-318]-ؤام. (أ) كومة فيبوناتشي 8. (ب) الوضع بعد حذف العقدة 
الصغرى 2 من لائحة الحذور وإضافة أبنائها إلى هذه اللائحة. (ت)-(ج) الصفيفة 4 والأشجار بعد كل من 
التكرارات الثلاثة الأولى لحلقة وى في الأسطر 14-4 من الإجراء 002501187. يعالج الإجراء لائحة الحذور بدا 
من الحذر الذي يشير إليه 11.715 وباتحاه المؤشرات اليمينية + ون”. يُظهر كل جزء قيم ٠١‏ و + في نحاية تكرار ما. 
(ح)-(د) التكرار التالي للحلقة 0# مع إظهار قيم ٠“‏ و + في تماية كل تكرار لحلقة عافط* في الأسطر 13-7. يُظهر 
الجزء (ح) الوضع بعد المرور الأول في الحلقة عاذ«. جرى ربط العقدة ذات المفتاح 23 بالعقدة ذات المفتاح 7: والتي 
يشير إليها :د الآن. في الحزء (خ): جرى ربط العقدة ذات المفتاح 17 بالعقدة ذات للفتاح 7 التي مازال ‏ يُشير إليها. 
في الجزء (د): جرى ربط العقدة ذات المفتاح 24 بالعقدة ذات المفتاح 7. ولما كانت [4]3 لا تشير سلقًا إلى أية عقدة 
في نماية تكرار حلقة 406؛ فيجري وضع المؤشر [4]3 على جذر الشجرة الناتجة. 
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له تدده 


لنككلنا إمعمكل 


َثظىّْظؤ ّ 























بع الشكل 4.19 (ذ)-(س) الوضع بعد كلل من التكرارات الأربعة التالية للحلقة +10. (ش) كومة فيبوثائشي /1 
بعد إعادة بناء لائحة الجذور من الصفيفة 4 وتحديد المؤشر الحديد +م:.21. 


نبدأ من السطر 1 بتخخزين مؤشر 2 إلى العقدة الصغرى؛ يُعيد الإجراء هذا المؤشر في النهاية. إذا كان 
11( - 2 فإِنّ كومة فيبوناتشي 1 هي فارغة أصلاً» ونكون قد انتهينا. وإلا نحذف العقدة 2 من /8» وذلك 
جمعل جميع أبناء 2 جذورًا في 84 في الأسطر 5-3 (بوضعهم في لائحة المذور)» وحذف 2 من لائحة اللدذور 
في السطر 6. إذا كان 2 هو نفسه الأخ الأيمن بعد السطر 6 تكون 2 هي العقدة الوحيدة في لائحة الجذور 
ولا يكون لديها أبنا فكل ما تبقى هو إفراغ كومة فيبوناتشي في السطر 8 قبل إعادة 2. إن لم يكن كذلك» 
نضع المؤشر ]81.73 على لائحة الحذور ليشير إلى جذر مختلف عن 2 (في هذه الحالة الأخ الأيمن له)» والقي 
قد لا تكون بالضرورة العقدة الصغرى الجديدة عند انتهاء /7-117عمع<8-صمع11-ه. يُظهر 
الشكل 4.19(ب) كومة فيبوناتشي المعروضة في الشكل 4.19() بعد تنفيذ السطر 9. 

الخطوة التالية التي نقلص فيها عدد الأشجار في كومة فيبوناتشي هي تدعيم جا/للههذامك,مء لائحة 
جذور 8؛ التي يقوم بما طلب (/0025011478)8. يكون تدعيم لائحة الجذور بتنفيذ متكرر للخطوات 
التالية إلى أن يصبح لكل جذر في لائحة الحذور درجة 46978 متمايزة. 
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1. أكتشف جذرين * و ل/ز لهما الدرحة نفسها في لائحة الجذور. ودون فقدان العمومية» ليكن 
برع .يز ك برعا .بد 
2. ارب بر ب #: احذف بر من لائحة الجذور» واجعل 'ز ابنًا ل د بطلب الإجراء 120]-مع1غ-518. يزيد 
هذا الإجراء قيمة الواصفة 469766 .* ويزيل العلامة من /ز. 
يستخدم الإجراء 00250119875 صفيفةٌ مساعدة [(2)41.7.. 4]0 لتتبع الحذور وفمًا لدرجاتما. إذا 
> [:]4: فيكون بز حاليًا جذرًا يحقق : - 766و46.ز. بحدف تحصيص الصفيفة يجب أن تغرف 
طبعًا كيفية حساب الحد الأعلى (:2)81.7 للدرجة العظمى؛ لكننا سنرى كيف نفعل ذلك في المقطع 4.19. 


كان 





(1!)#تممناه00«50 
لإقمة دعم هعط [(2)8/.7.. 4]0 م1 1 
(.2)11 05 -دغعمه1 2 








3 [غ]]ل‎ ١ 
4  20ع ]كه اونا )مم عط هذ بن علمم طعوع‎ 

لاير 5 

6 04 - + 

ادغ [4]م علنطر 7 

عدقة عممهعل عدممد عطا طاثيد علمه معطاممة // [4]0 دير 8 
برععا .نز < برمعا .د كذ 9 

بر طلته عد موممطعع 10 

(د لز ل جاممع مام 1 

الدع [4]م 12 

13 

+ > [4]م 14 


خالا ك وضدو ل 15 
(.2)1 م0 داع 16 


لالد عد [4]4 16 17 

للا حد .لل كأ 18 

[]2 اكد ومتمتمامى للع كنا امه م عتمع 19 
[]4 د فس 20 

كا غممء "ل مثمذ [1] ل اتععما عكاه 21 

برعا دل > برعم .[4]1 كذ 22 

[]ل د دلا 23 


( ,لز ,11) اانا ممع ورم 

إلعه عونا غمهم عطا سدم برع رمسو 1 

عع جوع بعد عم ةامعسعمعم ندعه قاتطء ه برععاميم 2 
#كلمع ع هر 3 
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يعمل الإجراء 00005011947 تفصيليًا كالتالي. تحصّص الأسطر 3-1 الصفيفة #4 وتجعل قيم كل عنصر 
فيها .11ل(. تعالج حلقة :50 في الأسطر 14-4 كل جذر نا في لائحة الحذور. أثناء ربط الجذور, يمكن ربط بلا 
بعقدة أخرى؛ ومن ثم لا تبقى جذرًا. ومع ذلك» تبقى ٠‏ دومًا ضمن شجرة لها جذر ما * الذي قد يكون 
هو بل نفسه أو لا. ولما كنا نريد جذرا واحدًا على الأكثر من كل درحة: فإننا ننظر إلى الصفيفة 4 لترى: 
هل تحتوي على جذر ,ز له درجة د نفسها؟ فإذا كانت كذلك نربط الجذرين * و بز ولكن مع ضمان بقاء 
د جذرًا بعد الربط. أي نربط بز ب بعد تبديل مؤشرات الحذرين إذا كان مفتاح بز أصغر من مفتاح «. بعد 
ربط بز ب عدء نزيد درجة :د بمقدار 1 وهكذا نتابع هذه الإجرائية» بربط * يحذر آخر تتساوى درحته مع درجة 
الجديدة» إلى أن لا ييقى هناك جذر من الجذور التي عالحناها له درجة : نفسها. ثم بعل عنصر 4 الموافق 
بشير إلى ء بحيث نكون قد سجلنا أن هو الجذر الوحيد من درجته الذي عالجناه سلقًا عندما نعالج جذورا 
أخرى فيما بعد. عندما تنتهي حلقة 08؟ هذه؛ سيبقى على الأكثر جذر واحد من كل درجة» وستشير 
الصفيفة # إلى كل جذر متبق. 
تكرر حلقة عافط» في الأسطر 13-7 ربط الجذر + للشجرة التي تحتوي العقدة «لا بشجرة أخرى لحذرها 
درحة + نفسهاء وذلك إلى أن لا يكون لحذر آخحر الدرجة نفسها. تحافظ حلقة »لفط« هذه على اللامتغير 
العالي: 
في بداية كل تكرار للحلقة علفط» يكون ع78و46 . - 4. 
نستخدم لامتغير الحلقة هذا كالتالي: 
الاستبداء: يضمن السطر 6 تحقق لامتغير الحلقة أول مرة ندخحل فيها الحلقة. 
المحافظة: في كل تكرار لحلقة هانط»«,» يشير [4]4 إلى جذر ما بز. لما كان 
766 .لز - 66وم .مد ح 4 فإننا ستربط + ب بز. ومن يملك منهما المفتاح الأصغر يكون أَبَا للآخر 
بعد عملية الربط» ولذلك بيدّل السطران 10-9 المؤشرّين إلى * و /ز إذا كان ذلك ضروربًا. ثم نربط ل 
ب عد باستدعاء (,نز,/)12.آ-صمع518-11 في السطر 11. يزيد هذا الاستدعاء من قيمة 4697©6. 
لكنه يترك 786و 4 .كما هي 4. وحيث إِنَّ العقدة نز لم تُعُدْ جذراء لذا فإن السطر 12 يحذف المؤشر 
إليها من الصفيفة 4. ولما كان استدعاء 120]-518-11288 يزيد قيمة 66و46 .بده فإن السطر 13 





يُستعيد اللامتغير ©4697 .<* - 4. 

الانتهاء: نكر الحلقة ع1ؤط" إلى أن يصبح .8:11 - [24]4: وفي هذه الحالة لا يكون هناك جذر آخر له درجة 
عد نفسها. 

بعد انتهاء حلقة عاقط" بمعل [4]4 يشير إلى : في السطر 14 ونقوم بالتكرار التالي لحلقة ,10. 
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تُظهر الأشكال 4.19 (ت)-(ج) الصفيفة 4 والأشجار الناتحة بعد التكرارات الثلاثة الأولى لحلقة :0 
في الأسطر 144. في التكرار التالي لحلقة +وقء تحصل ثلاث عمليات ربط؛ تظهر نتائجها في 
الأشكال 4.19 (ح)-(د). تُظهر الأشكال 4.19()-(س) نتيجة التكرارات الأربعة التاليةالحلقة ,10. 

كل ما تبقى هو التنظيف. عندما تنتهي حلقة +80 في الأسطر 14-4: يُفرغ السطر 15 لائحة اللحذور» 
وتعيد الأسطر 23-16 بناءها اعتبارًا من الصفيفة 4. تَظهر كومةٌ فيبوناتشي الناتجة في الشكل 4.19(ش). بعد 
تدعيم لائحة الحذور يُنهي 518-11845-81247-0119 عمله بإنقاص قيمة 7.2 في السطر 11 وإعادة 
مؤشر إلى العقدة امحذوفة 2 في السطر 12. 

نبيّن الآن أنَّ التكلفة المحمّدة لاستخراج العقدة الصغرى من كومة فيبوناتشي ذات : عقدة هي 
((0)0)7. نرمز ب ]1 لكومة فيبوناتشي قبل عملية 10/!-5<)*1]-ممع1]-8اظ مباشرة. 

نبدأ بحساب الكلفة الفعلية لاستخراج العقدة الصغرى. تأت مساهمة الحد ((0)2)2 من كون 
ال 1ع مم مدع ممع ]هرم يعايج (2)5 ابنًا على الأكثر من أبناء العقدة الصغرى ومن العمل في الأسطر 
3-2 و 23-16 من 00750112878. يبقى تحليل مساهمة الحلقة :80 في الأسطر 14-4 من 00501:15478©: 
ولتي نستخدم لأجلها تحليلاً بحمّعًا. إِنَّ حجم لائحة الحذور عند طلب 0250101987#© هو 
1-(8)غ + (2)2 على الأكثرء لأنما تتألف من عقد لائحة الحذور الأصلية (/8)+ مطروحًا منها عقدة 
الحذر المستخرجة: ومضافًا إليها أبناء العقدة المستخرجة الذين لا يتعدى عددهم (2)7. ضمن تكرار معين 
من حلقة 806 في الأسطر 4-14 يعتمد عدد تكرارات الحلقة عافط» في الأسطر 13-7 على لائحة الجذور. 
لكننا نعلم أنه في كل مرور في الحلقة عاذ8٠‏ يجري ربط أحد الحذور يجذر آخخرء وبذلك يكون العدد الكلي 
لتكرارات حلقة عاذن"؛ مع كل تكرارات حلقة +80 هو على الأكثر عدد الجذور في لائحة الحذور. ومن ثم 
يتناسب مقدار العمل الكلي المنقّدَ في حلقة 608 على الأكثر مع (/8) + (2)7. فيكون العمل الفعلي 
الكلي لاستخراج العقدة الصغرى هو ((11) + (0)2)7. 

إن الكمون قبل استخراج العقدة الصغرى هو ((/27:)8 + (/8): والكمون بعد ذلك هو 
(/2)8 + (1 + (0)5) على الأكثرء لأن لدينا 1 + (:00 جذرًا متبقيًا على الأكثر؛ ولم يجرٍ تعليم أية 
عقدة خلال العملية. فتكون التكلفة المخمّدة على الأكثر 

((2:)14 + (11)ة) - ((2:«)11 + (1 + (م)ه)) + ((01)ء + (0)00 
(لق)غ - ((0))11 + ((:)0)0 << 
((0)8061 ع 
لأن بإمكاننا رفع قيمة وحدات الكمون لتطغى على الثابت المضمّن في ((/0)6)8. حدسيّاء تسدد تكلفة 
إجراء كل رابط من تقليص الكمون نظرًا لأن الرابط ينقص عدد الجذور بمقدار واحد. سنرى في المقطع 4.19 
أَنَّ ( 008 > ()2؛ فتكون التكلفة المحمّدة لاستخراج العقدة الصغرى (0)1870. 
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تمارين 
1-9 
اعرض كومة فيبوة 
الشكل 4.19(ش). 


الناتجة عن استدعاء 8<7341-210-مم 518-11 على كومة فيبوناتشي المعروضة في 





إنقاص قيمة مفتاح وحذف عقدة 
في هذا المقطعء نبيّن كيفية إنقاص قيمة مفتاح عقدة في كومة فيبوناتشي بزمن مخمّد (001 وكيفية حذف أية 


مخمّد ((0)0)8. ستثبت في المقطع 4.19 أنَّ الدرجة العظمى 
بذ كل من 119)(-1ه72اظ-ممعةط-ماظ و عتعاع0-ممع هرم 








عقدة من كومة فيبوناتشي ذات 7 عقد: 
(2)7 هي (0087» وهذا يعني أن تن 
يتم بزمنٍ عفد (0087. 








إنقاص قيمة مفتاح 
ف شبه الرماز التالي للعملية لاتكا-184-09888458]-518: نفترض - كما أسلفنا - أنَّ حذف عقدة من 
الائحة مترابطة لا يغيّر أي من الواصفات البنيوية في العقدة المحذوفة. 


(1,,1ل)لاقكاءعكعمع ع ممع ةامر 

زم < غ عط 1 

”اعم امعددك مقطا تعتمعمع كذ برعم برعم" رمع 2 
اع برو.ع 3 

00 

بإععايز > برمءا. مه تلاج ع بر كز 5 

١د‏ ,)1لا 6 

7  0مقعممز«ن6-0ان1)11,1(‎ 

اماتلة1.ا1 > برمعا ع كذ 8 

عع ناز 9 


,)ناه 

ع6"وعك .نز عم ةلمع سعمععل ,نزكه غكنا فلئط عطا سروك + عبرممم 1 
11 عه قنا )0ه عطا 16 < 800 2 

1لا ع م« 3 

لمع > تمدو 4 


 0مقعمص«ا6-007)11,(‎ 


منردع 1 
عع م 16 2 
مسار عو 300 





كلمع 
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188 ع عاجممد.ير 4 
(1)11,1,2ن© عواء 5 
(6-0101)11,2اممعقم0 6 


يعمل إجراء ل2855:4515-1-هه 218-51 كما يلي. تضمن الأسطر 3-1 ألا يكون المفتاح الحديد أكبر من 
المفتاح الحالي للعقدة بد ثم تسند المفتاح الجديد إلى . إذا كان > جذرًا أو كان برها .بز < بزهء/ .د حيث لز 
رتيب الكومة وفق الأصغر لم يُخرق. تختبر الأسطر 5-4 هذا 





هو أبو #ء فلا حاجة إلى تغييرات بنيوية لأن 
الشرط. 

إذا جرى حرق ترتيب الكومة وفق الأصغرء فقد تحدث عدة تغييرات. ن 
"يقطع" الإجراء 007 الرابط بين +< وأبيها بر جاعلاء من >د جذرًا. 

نستخدم الواصفات /707 للوصول إلى الحدود الزمنية المرغوبة» فهي تُسجّل جزءًا صغيرا من تاريخ كل 


رقعت للعقدة *«: 





بقطع * في السطر 6. 





. افترض أنَّ الأحداث التالية 





1. في وقت ماكانت +« جذرّاء 
2. ثم يُبطت د بعقدة أخرى (مكونة ابا لها)»ء 
3. ثم جرى حذف ابئَمْ للعقدة + بالقطع. 








بمجرد فقدان الابن الثاني نفصل »د عن أبيها جاعلين منها جذرًا جديدًا. تكون قيمة الواصفة /7267.ب 
مساويةٌ 78102 إذا حدثت الخطوتان 1 و 2 وجرى قطع ابن واحد للعقدة *. فيقوم الإجراء 0107 بمسح 
“67 في السطر 4 لأنه ينقد الخطوة 1. (يمكننا الآن معرفة سبب مسح جوعاء السطر 3 من -مم18]-118 
لجآ للقيمة /7287.بر: فالعقدة بر جرى ربطها بعقدة أخرى وبذلك تُنقّذ الخطوة 2. في المرة التالية التي 
يجري فيها قطع أحد أبناء لز ستصبح قيمة /7367./[ هي 781058.) 

لم ننته بعدء لأن + قد تكون الابن الثاني المفصول عن الأب /ز منذ ربط /ز بعقدة أخخرى. لذلك» يحاول 
السطر 7 من لاتلكل-#كمتنةعغ«-صدع1]-واظ إجراء عملية قطع متتابع سع-و«ذدمءومء على 'ا. إذا كانت 
بز جذيًا فسيسبّب الاختبار في السطر 2 من 07©-6:ضمعكه0 عودة الإجراء فقط. إذا لم تكن /ز معلّمة 
يقوم الإحراء بتعليمها في السطر 4: لأن ابنها الأول قد قُطع للتوء ثم يعود. لكن إذا كانت بز معلّمة؛ فهي قد 
فقدت للتو ابنها / فيجري قطع في السطر 5 ويستدعي الإجراء 085810/6-0107 نفسه عوديًا في 
السطر 6 على 2 أبي نز. يستمر الإجراء 07©-6:«امعكهح بالتنفيذ العودي إلى أعلى الشجرة حتى يصل 
إلى جذرٍ أو إلى عقدة غير معلّمة. 

عند انتهاء جميع عمليات القطع المنتابعة» يُْهِي السطران 9-8 من لا#كا-عكمع8عع2-هم18] هر 
العمل بتحديث 81.7814 إذا كان ذلك ضروريًا. العقدة الوحيدة التي جرى تغيير مفتاحها كانت هي العقدة > 





الباب 77 / بنى المعطيات المتقدمة 525 





© © ©-- 





00 


الشكل 5.19 استدعاءان للإجراء /7ا0888458-108-همع518-81. (أ) كومة فيبونانشي في البداية. (ب) جرى 
إنقاص مفتاح العقدة ذات المفتاح 46 إلى 15. تصيح هذه العقدة جذرء ويجري تعليم أبيها (العقدة ذات المفتاح 24) 
الذي لم يكن معلّمًا. (ت)-(ج) يجري إنقاص مفتاح العقدة ذات المفتاح 35 إلى 5. في المزه (ت) تصبح العقدة 
ذات المفتاح 5 جذرًا. يجري تعليم أبيها ذي المفتاح 26: فيحدث قطع متتابع. يجري فصل العقدة 26 عن أبيها 
وجعلها جذرًا غير معلّم في (ث). يحدث قطع متتابع آخر لأن العقدة ذات المفتاح 24 هي أيضًا معلّمة. فيجري 
فصلها عن أبيها وجعلها جذرًا غير معلّم في الحزه (ج). يتوقف القطع المتتابع عند هذه النقطة لأن العقدة ذات 
لمفتاح 7 هي جذر. (حتى إن لم تكن هذه العقدة جذرًا فسيتوقف القطع المتابع لأنما غير معلّمة.) تظهر نتيجة 
عملية 8288516-16 2-صم518-118 في الحزء (ج)؛ مع المؤشر :1.7 الذي يشير إلى العقدة الصغرى اللحديدة. 


التي جرى إنقاص قيمة مفتاحها. لذلك؛ فالعقدة الصغرى الجديدة هي إما العقدة الصغرى الأصلية وإما 
العقدة بر. 
يُظهر الشكل 9 تنفيذ استدعاءين للإجراء /ا8كظ-1(888458-مم518-118 بدءًا من كومة فيبوناتشي 
الظاهرة في الشكل 5.19(). لا يتطلب الاستدعاء الأول المبيّن في الشكل 5.19(ب) قطمًا متتابمًا. أما 
الاستدعاء الثاني المبيّن في الشكل 5.19(ت)-(ج) فهو يستدعي عمليتي قطع متتابعتين. 
سنبيّن الآن أن التكلفة المحمّدة للإجراء لاكاع ع0 0-همع518-181 هي (0)1 فقط. نيدأ بتحديد 
التكلفة الفعلية. يأخذ الإجراء لاتكا-#كمعهعع2-صمع11- هلظ زمئًا (0)1: إضافةٌ إلى زمن إجراء القطع 
المنتابع. افترض أن الإجراء لاتكا-كمعهعع0-صمعا8-هظ استدعى الإجراء 6-0107اضمعكم0 عوديًا > 
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مرة في طلب ما (الطلب المنشأ في السطر 7 من 97لك85-1معهعع20-ممع18-81 متبوعًا ب 6-1 طلب عودي 
للإجراء 76-07اصدع5م0). يتطلب كل استدعاء للإجراء #6-017اصهمع5م© زمئًا (0)1 بدون 
الطلبات العودية. فتكون التكلفة الفعلية للإجراء 81كا-عكمعمع08-صمع1]-518 مع جميع الطلبات العودية 
هي (0)0. 

نحسب فيما يلي التغير في الكمون. لتكن ]/ كومة فيبوناتشي قبل عملية ا8-1>8 5م88 518-1184878-58 
مباشرةً. إنَّ طلب 07ا© في السطر 6 من لتكآ-كمع080#-ممع518-11 يُنشئ شجرة جديدة جذرها العقدة 
ومسح موءان خانة العلام في * (التي يمكن أن تكون ع5امم سلقًا). يقطع كل استدعاء عودي 
ل نا-6 «همعوم): عدا الطلب الأخير, عقدة معلّمة ومسح نحانة فلع فتحتوي كومة فيبوناتشي بعد 
التنفيذ ع + (41)غ شجرة (الأشجار الأصلية (/7)غ و 1 - © شجرة عن القطع المتتابعء والشجرة الني 
جذرها *) و 2 +» - (7:)8 عقدة معلّمة على الأكثر (1-ء عقدة أزيل تعليمها في القطع المتتابع وقد 
يكون الاستدعاء الأخير ل 0706-0107م50م2 قد علَّم عقدة). فيكون بذلك التغير في الكمون هو على 
الأكثر 





> ((2:)11 + (11)غ) - ((2 +ء - (/2))1 + ن + (7ن)ع)) 
فتكون التكلفة المخمّدة ل /81كا-عكمعهعع2-صمع518-11 هي على الأكثر 
. (001 دع -+ + )م 
لأن بإمكاننا رفع قيمة وحدات الكمون لتطغى على الثابت المضمّن في (©)0. 
يمكن أن غرف الآن سبب تعريف دالة الكمون ليتضمن حدًا هو ضعف عدد العقد المعلّمة. عندما 
يجري قطع عقدة معلّمة بز في قطع متنابع: مسح تعليمهاء فينقص الكمون بمقدار 2. دفع وحدة من الكمون 
للقطع ومّسشح بت التعليم؛ وتُصرف الوحدة الأخرى لزيادة وحدة الكمون بسبب تحول ل إلى جذر. 
حذف عقدة 
يحذف شبه الرماز التالي عقدة من كومة فيبونائشي ذات :7 عقدة بزمن عخمّد ((:)0)0. نفترض أَنّهِ لا يوحد 
حاليًا مفتاح قيمته 0©- في كومة فيبوناتشي. 
(, )ع تعاعه-ممع هامرم 


(ه-,ءد,1ط) لاعكاعكمعوعع ممع مره 1 
(11) ااا مم ودع -ممعمم 2 


يُصِيّر الإجراءً 81.558 2-همع8-81] العقدةً * العقدةً الصغرى في كومة فيبوناتشي عن طريق إعطائها مفتاحًا 
فريدًا في صغره مه-. ثم تحذف الإجراء 17-98«0عم0<ع-همعة-ؤام العقدةٌ * من كومة فيبوناتشي. إن 
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الزمن المخمّد ل 78اع0-ممع518-81 هو مجموع الزمن المخمّد ل لاع#كا-عكمعمعع0-ممع1]-هاظ وهو 
(001 والزمن المحمّد ل اهمه -ممعازمرم وهو ((:0)00. وسنرى في المقطع 4.19 أن 
(0087 - )2 لذا فإن الزمن المحمّد ل عرعاع0-ممع!]-هرم هر (ع00. 


تمارين 

1-9 

افترض أنَّ جذرًا * في كومة فيبوناتشي معلّم. اشرح كيف أصبح + جذرًا معلّمًا. بين أنه ليس من الهم 
للتحليل كون ‏ معلّمَا حتى لو لم يكن * جذرًا قد يُبط أولاً بعقدة أخرى ثم فَمَدَ ابا واحدًا. 

2-9 

بر الزمن المحمّد (01 لإجراء لاكادعكمعهعع0-هم1]-واظ باعتباره تكلفة وسطى للعمليات باستخدام 


تليل مجممّع ولسترلهمة عامومموهة. 


وضع حد للدرجة العظمى 

لإثبات أنَّ الزمن المحمّد ل «نا!- همع ممعلط-هاط و عاء-ممعة-هرط هو (ع)0) يجب أن 

نُظهر أن الحد الأعلى (0)2 لدرجة أية عقدة في كومة فيبوناتشي ذات : عقدة هو (0)0871. سنبين 

| > (:20 حيث ذو هي النسبة الذهبية المعرّقة في المعادلة (24.3) كما يلي 

3 - 1+1/5(/2) دو 
يكون مبدأ التحليل كالتالي. لكل عقدة * في كومة فيبوناتشي؛ تُعرّف (+*)512 على أنه عدد العقد في 

الشجرة الفرعية ذات الحذر * ومنها العقدة :د نفسها. (لاحظ أنه ليس من الضروري أن تكون + ضمن 

لائحة الجذور بل قد تكون أية عقدة.) سنبين أنَّ ()512 يزداد أسيًا بحسب 409788 .. استحضر في 








ذهنك أنه تحري المحافظة على 7و4 .د دومًا بحيث تساوي العدد الدقيق لدرجة . 


مبرهنة 1.19 

لتكن ‏ عقدة في كومة فيبوناتشي» ولنفترض أن / - 766و40.د. ولتكن علا,... ,ولارولز أبناء +د بتزتيب 
ربطها ب + من الأقدم إلى الأحدث. فيكون عند ذلك 0 < 469766 .نر و 2 - ؛ < 76و46 .ربز لكل 
#سقة 





البرهان من البديهي أنَّ 6 < 76و00 .ولا. 
في حالة 2 < 1 نلاحظ أَنَّه عندما كانت ,لز مرتبطة مع ب فإِنَّ جميع :لز 
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ل يه ولا بد أنه كان لدينا 1-: < 766و46.#. ولمَا كانت العقدة :نز ترتبط مع العقدة * (باستخدام 
0250110478©) فقط إذا كانت +76وء4 .نر - أعروء4.*ء فيجب أن يكون لدينا أيضًا 
1 -: < 469766 .نز ف ذلك الوقت. ومنذ ذلك الوقت فقدت بير على الأكثر ابنّا واحدّاء لأنما لو 
كانت فقدت ابنين لحرى قطعها من + (باستخدام 7ا50801906-0م©). وبذلك نستتج أن 


2 -: د 6م7وم4 وار - 


وصلنا أخيرا إلى الجزء التحليلي الذي يشرح الاسم "كومات فيبوناتشي". تذكّر من المقطع 2.3 أنه في 
حالة ,...,2 ,0,1 > م يُعرْف عدد فيبوناتشي من المرتبة / عوديًا بالشكل: 





تقدّم التوطية الآثية طريا 





توطئة 2,19 





لكل الأعداد الصحيحة 0 < / 


البرهان يجري البرهان بالتدريج على /. فعندما تكون 0 > ع/ 





1+ 882 1+ 


21+60 


نفترض الآن الفرض التدريجي :5 2/2 + 1 > وب » ويكون لدينا 
حبمظ +ع > يبي 


ل 
2 
+ 
ييسسيني 
5 
< 
7 
ل 
جك 


توطئة 3.19 
يحقق عدد فيبوناتشي ذو الترتيب (2 + ع) المعادلة “كه < دب؛ لكل الأعداد الصحيحة 0 < /. 
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البرهان يجري البرهان بالتدريج على . الحالتان الأساسيتان هما ل 6-0 و 1 - ع . عندما تكون 
0 - 4 يكون لدينا 0 - 1 - ي#؛ وعندما يكون 1 > ع/ يكون لدينا 43 < 1.619 < 2 - و. الخطوة 
التدريجية لكل 2 < /؛ ونفترض أنَّ “© < يب لكل 0,1,...,/6-1 -:. تذكّر أنَّ في هو المذر الموحب 
للمعادلة (23.3): 1 + د - 2+. فيكون لدينا 








#ااخحبة > يوق 
(بمسب فرضية التدرج) 2ن ب الاق اج 
(1+ه)* “و د 
(يحسب المعادلة (23.3)) ا - 


8 “ها 
يكتمل التحليل بالتوطئة التالية مع نتيجتها. 


توطئة 4.19 

لتكن :د عقدة ما في كومة فيبوناتشي» وليكن 76و46 .+ ح علء فيكون “0 < يبع! < ()26أ5 حيث 
2+ 1) - ن. 

البرهان نرمز ب برى للحجم الأصغر الممكن لأية عقدة من الدرجة / في أية كومة فيبوئاتشي. من البديهي 
أنَّ 1 > وى و 2 - يد. العدد ,د هو على الأكثر (+)5126: ولأنَّ إضافة أبناء إلى عقدة ما لا يمكن أن 
يقلل من ححمهاء فإِنَّ قيمة برى تزداد بانتظام بزيادة 4. افترض أن عقدة ما 2 في كومة فيبونانشي تحقق 
- 766و2.4 و بر > (2)عةأد . ولمًا كان ()6اة > بد فإننا نحسب حدًا أدق على (+5]260 
بحساب حد أدن على ير5. وكما في التوطئة 01.19 لتكن علا.... ,و/ز,ولز هي أبناء 2 بترتيب ربطها ب 2. 
لحساب حد أصغر للقيمة برى نحسب واحدًا من أجل 2 نفسها وواحدًا من أجل الابن الأول :نز (والذي 
يحقق 1 < («)ء512) فيكون 





< )عمد 


. 
سو عوك 
2 


3 
. م2 2 


2 
السطر الأخير من تطبيق التوطئة 1.19 (وبذلك يكون 2 - : < 76و46 .ويز) ومن التزايد المننظم 


برى (وبذلك يكون جرد < ممرومهير5). 
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نبين الآن بالتدريج على 4 أن يب < برى لكل الأعداد الصحيحة الموجبة #. الحالتان الأساسيتان 
ل6-0 و 4-1 بديهيتان. نفترض من أجل الخطوة التدريجية أنَّ 2 < 6 وأ يب5 < :د لكل 
1- ...0,1 








(بمسب التوطئة (2.19)) 
(يحسب التوطئة (3.19)) - 
وبذلك نكون قد أثبعا أن “4 < يبي < برد < (0)ء2اد. 8 
نعيجة 5,19 
الدرجة العظمى ()0 لعقدة ما في كومة فيبونانشي ذات 2« عقدة هي (0)1871. 


البرهان لتكن * عقدة ما في كومة فيبوناتشي ذات 2« عقدة: ولتكن 469768 .+ > /. بحسب التوطئة 
9 يكون “4 < (*)20اء < 5. بأخذ اللغاريتم ذي الأساس م يكون ديهه! > 6. (في الحقيقة 
[توعما| > م لأنَّ # عدد صحيح.) فتكون بذلك الدرحة العظمى ()2 لأي عقدة هي  .0)187(‏ ها 
تمارين 


14 
يؤكد الأستاذ منطءء0هذ5 أنَّ ارتفاع كومة ف 





انشي ذات : عقدة هو (001871. بيّن أن الأستاذ مخطئ من 
خلال عرض متتالية من عمليات كومات فيبوناتشي تُنشئ كومة فيبوناتشي مؤلفة من شجرة واحدة فقط على 


شكل سلسلة خطية من :: عقدة» لأي عدد :: صحيح موحب. 








و24 
افترض أننا نعمم قاعدة القطع المتتابع بحيث نقطع عقدة ‏ من أبيها مباشرةٌ بعد فقدها الابن ذا الترتيب عل 
حيث ‏ عدد ثابت صحيح. (تُستخدم القاعدةٌ في المقطع 3.19 القيمة 2 - 6.) ما هي قيم م التي 
تحقق (0087 - (006؟ 
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مسائل 


1-9 تنجيز بديل للحذف 
اقترح الأستاذ و«هوزط الشكل التالي للإجراء 278اع0-ممعةة- ور مدعيًا أنه يعمل بسرعة أكبر عندما لا 


نكون العقدة المحذوفة هي العقدة التي يشير إليها :«ل11.7. 


انا 
«نلا -د ع كز 
(11) اط مع ودع -ممعةا- مر 
م د برعواء 
لاغ بر كز 
177 ,11)كنا6 
(,1]) 6-01 ا«اصمء قمع 
1ه غكنا )0ه عطا 6 غونا لالط 5*+ 200 
11 كه أكنا غممم عطا صره عد علامسعم 


سم ايح صاله ماه نا مه 


أ. إِنَّ ادعاء الأستاذ بأنَّ هذا الإجراء يُنفذ بسرعة أكبر يعتمد جزنيًا على افتراض أنَّ السطر 7 يمكن أن 
ينقد بزمن فعلي (0)1. ما هو الخطأ في هذا الافتراض؟ 

ب. أعطٍ حدًا أعلى جيدًا للزمن الفعلي للإحراء #عناع-ونجمؤاط عندما لا نكون »د هي 11.:00. 
يجب أن يكون الحد الأعلى بدلالة ##وم4.# والعدد ع الذي يتل عدد استدعاءات الإجراء 
16-101 7اممعقده. 

ات. افترض أننا نستدعي الإجراء (,72)1اع-0اجمؤلط» ولتكن “21 كومة فيبونائشي النانحة. بافتراض 
أن العقدة :د ليست جذرّاء ضع حدًا لكمون '/1 بدلالة »70و40 .+ و و (8)41 و (72)81. 

ث. استنتج أنَّ الزمن المحمّد للإجراء ع7عاء0-8ن«موام ليس أفضل بالمقاربة من زمن -0م18]-8ا5 
515 حت عندما تكون 11.7171 + :<. 

2-9 أشجار ثائية الحد وكومات ثنائية الحد 

الشجرة الثنائية الحد 8 هي شجرة مريّة (انظر المقطع ب,2.5) تُعرّف تعريفًا عوديًا. وكما يَظهر في 

الشكل 6.19()» تتألف الشجرة الثنائية الحد و8 من عقدة وحيدة. وتتألف الشجرة الثنائية الحد بر من 

شحرتين ثنائيتي الحد .ير مرتبطتان إحداهما بالأخرى: جذر إحداهما هو الاين في أقصى اليسار لجذر 

الأخرى. يبين الشكل 6.19(ب) الأشجار الثنائية الحد من 80 إلى +8. 
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0 


ب١‎ 


2ت 





الشكل 6.19 (أ) التعريف العودي للشجرة الثتائية الحد .8. مُمثّل المثلثات أشجارًا فرعية ذات جذور. 
(ب) الأشجار الثنائية الحد من 80 إلى ,8, تظهر أعماق العقد في ,8. (ت) طريقة أخرى للنظر إلى الشجرة الثنائية 
الحد ي8. 


أ. أثبت أنه في شجرة ثنائية الحد ,,8 

1. توجد “2 عقدة. 

2. ارتفاع الشجرة هو /. 

3. هناك تمامًا (*) عقدة في العمق : لكل /,..,0,1 > 4. 

4. درجة الجذر هي 4 وهي أكير من درحة أية عقدة أصرى؛ إضافةٌ إلى أنه؛ كما يُظهر 
الشكل 6.19(ت): إذا كانت أرقام أبناء الجذر من اليسار إلى اليمين: 0,... ,2 - / ,1 - ما فإنَّ 
الابن : هو جذر للشحرة الفرعية :8. 

الكومة النهائية الحد ]1 «رمء:! |6أ0::[ة هي مجموعة من الأشجار الثنائية الحد تحقق الخصائص الآنية: 

1. كل عقدة لا مفتاح (كما في كومات فيبوناتشي). 


2. كل شجرة ثنائية الحد في 84 تخضع لخصائص الكومات الرتبة وفق الأصغر /إاتعمهءم وهعط-صنصس. 
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3. في حالة أي عدد :م صحيح غير سالبء يوجد على الأكثر شجرة ثنائية الحد في 4/ جذرها من 
الدرجة ع/. 

ب. افترض أن كومة ثنائية الحد ]8 فيها « عقدة. ناقش العلاقة بين الأشجار الثنائية الحد التي تحتويها 14 
والتمثيل الاثناني ل «. استنتج أنَّ 84 تتألف من 1 + [:ه1] شجرة ثنائية الحد. 
افترض أننا تت كومة ثنائية الحد كالتالي. يتل أسلوب الابن الأيسر والأخ الأمن المقدم في المقطع 4.10 

كل شجرة ثنائية الحد ضمن كومة ثنائية الحد. تحتوي كل عقدة مفتاحها؛ ومؤشرًا إلى أبيهاء وآخر على ابنها 

في أقصى اليسار, وثالث إلى أخعيها الأيمن المباشر (هذه المؤشرات تكون .8/11 عند اللزوم)؛ ودرجتها (كما في 
-كومات فيبوناتشي) عدد أولادها. تكوّن الحذور لائحة جذور مترابطة وحيدة؛ مرتبة بحسب درجات الحذور 
(من الأددى إلى الأعلى)» ويجري النفاذ إلى الكومة الثنائية الحد عن طربق مؤشر إلى العقدة الأولى في 

لائحة االحذور. 

ت. أكمل وصف كيفية تمثيل كومة ثنائية الحد (سَمّ الواصفات؛ وحدّد متى تأخذ الواصفات القيمة .3011 
وعرّف كيفية تنظيم لائحة المذور)» وأظهر كيفية تنجيز العمليات السبع نفسها على الكومات الثنائية 
الحد كما برها هذا الفصل على كومات فيبوناتشي. يجب أن تُنشّدَ كل عملية بزمن (0)0187 في أسوأ 
الحالات» حيث « هو عدد العقد في الكومة الثنائية الحد (أو في حالة عملية «0اناء في الكومتين 
الثنائيتين اللتين يجري جمعهما). يجب أن تستغرق عملية ه1184-عله]/8 زمنًا ثابنًا. 


















في كومات فيبوناتشي (أي لا كر 
كك 


اث. افترض أننا نريد تنجيز العمليات على الكومات القابلة للدمج 3 
عمليتي 28088855-117 أو 051218). كيف يمكن أن تشبه الأشجار في كومة 
الموحودة في كومة ثنائية الحد؟ بماذا تختلف عنها؟ بِّن أنَّ الدرجة العظمى في كومة فيبوناتشي ذات 76 
عقدة ستكون [1830] على الأكثر. 

ج. اتسترّع المدرس 71066 بنية معطيات جديدة تعتمد على كومات فيبوناتشي. كومة ©8/1666 لها بنية 
كومة فيبوناتشي نفسها وتدعم عمليات الكومات القابلة للدمج فقط. وطريقة تنجيز العمليات هي 
نفسها في كومات فيبوناتشيء إلا أنَّ الإدراج والاجتماع يُدَعُمان لائحة الحذور في خخطوتمما الأخيرة. ما 
هي أزمنة تنفيذ العمليات على كوماث 3/6608 في أسوأ الحالات ؟ 








3-9 المزيد من العمليات عل ىكومات فيبوناتشي 
نرغب بإغناء كومة فيبوناتشي // لتدعم عمليتين جديدتين دون تغيير زمن التنفيذ المخمّد لأية عملية أخرى 
على كومات فيبوناتشي. 
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أ. العملية (©/,:,!()89كا-6لجم01-همع11-وزظ تُغير مفتاخ العقدة : إلى القيمة /. أعطٍ تنجيرًا فعالاً 
لهذا الإحراءء وحلّل زمن التنفيذ المحمّد لهذا التنجيز في الحالات التي تكون فيها غ/ أكبر من المفتاح 
زه .د أو أصغر منهء أو مساوية له. 

ب. أعطٍ تنجيرًا فعالاً للإجراء (,81)ع<ا«ط-ممع1]-وا الذي يحذف (8/.2 ,)مام > و عقدة من 
8. يمكن أن تختار أي ب عقدةٌ لتحذفها. حلّل زمن التنفيذ المحمد لتنجيزك. (تلميح: قد تحتاج إلى 
تعديل بنية للعطيات ودالة الكمون.) 

4-9 الكومات 2-3-4 

قدّم الفصل 18 الشجرة 2-3-4 التي يكون لكل عقدة داخلية فيها (ربما ماعدا الحذر) ابنان أو ثلاثة أو أربعة 

أبناء ولكل الأوراق العمق نفسه. في هذه المسألة سنقوم بتنجيز الكومات 2-3-4: التي تدعم العمليات على 

الكومات القابلة للدمج. 
تختلف الكومات 2-3-4 عن الأشجار 2-3-4 ف المناحي التالية: في الكومات 2-3-4: الأوراق فقط هي 

التي تحزن المفاتيح» وكل ورقة + تخزن مفتاحًا واحدًا فقط في الواصفة بزم/.*. يمكن المفاتيح في 

. تحتوي كل عقدة داخلية + قيمة 572611. تساوي أصغر مفتاح عخزن في أي 





الأوراق بأي تر 
شجرة فرعية جذرها . يحتوي الحذر « واصفةٌ +8وة86 .7 هو ارتفاع الشجرة. أخيرء الكومات 2-3-4 مُعَدّةَ 
الإبقائها في الذاكرة الرئيسية بحيث لا نحتاج إلى القراءة من القرص أو الكتابة عليه. 

بحر العمليات التالية على الكومات 2-3-4. في الأجزاء (أ)-(ج): أي عملية يجب أن تنفذ بزمن 
(0)018 على كومات 2-3-4 ذات « عنصرًا. عملية «0(010] في الحزء (و) يجب أن تنفذ بزمن (0)187: 





حيث 7 هو عدد العناصر في كومئي الدخل. 
أ. العملية 8/1801001004 التي تعيد مؤشرًا إلى الورقة التي تحتوي المفتاح الأصغري. 
ب. العملية /98088458-1651 التي تنقص مفتاح ورقة معينة * إلى قيمة محددة بم .ا ك5 /. 


ات. العملية 185877 التي تدرج ورقة ع مفتاحها #. 


حَ 


. العملية 81878 التي تحذف ورقة معينة «. 
اج. العملية 8<58467-3410 التي تنزع الورقة ذات المفتاح الأصغري. 


ح. العملية «1810] التي توحٌد كومتين من نوع 2-3-4: وتعيد كومة واحدة 2-3-4 وتدمّر كوم الدخل. 
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ملاحظات الفصل 

دعل ملعم" و هدزية1 [114] كومات فيبوناتشي. تصف هذه المقالة أيضًا تطبيق كومات فيبونانشي 
على مسائل أقصر المسارات من منبع وحيد؛ وأقصر المسارات من أية عقدة إلى أية عقدة» ولمزاوجة الثدائية 
الحزء المثقلة: ومسألة شجرة المسح الصغرى. 

بعد ذلك طوّر اامعدلمط و #«وطة0 و ممستمط5 و مدزيه] [97] "الكومات المرخاة" للتجتهاء" 
”5م63 كبديل عن كومات فيبوناتشي. وحدّدوا صنفان من الكومات المرخاة. يعطي أحدهما حدود كومات 
فيبوناتشي الزمنية المخمّدة نفسها. ويسمح الآخر بتنفيذ /ا#ك- 5م2888 بزمن (0)1 في أسوأ الحالات 
(غير عنمّد)» ويتفيذ 7-1010عه<ظ و 81878 بزمن (0087 في أسوأ الحالات. كذلك فإن للكومات 
المرخاة بعض الميزات على كومات فيبونانشي في الخوارزميات المتوازية. 

ارجع أيضًا إلى ملاحظات الفصل 6 ففيها معلوماتٌ عن بنى معطيات أخرى تدعم عمليات 
58-181معهع28 سريعة عندما تكون متتالية القيم التي تعيدها استدعاءات 8773407-91 متزايدة 
بانتظام عبر الزمن» وتكون المعطيات أعدادًا صحيحة في مجال محدد. 





0 أشجار 17025 12206 سه7 


شاهدنا في فصول سابقة بئى معطياتٍ تدعم عمليات الأرتال ذات الأولوية: الكومات الثنائية في الفصل 06 


والأشجار الحمراء-السوداء في الفصل ١13‏ وكومات ان في كل 
المعطيات هذه؛ توجد عمليةٌ هامةٌ واحدةٌ على الأقل تستغرق زمنًا (:00187: إما في أسوأ الحالات وإما في 





الحالة المخحمدة. والواقع أنه لما كانت جميع بنى المعطيات هذه تعتمد في قراراتما على مقارنة المفاتيح: فإن الحد 
الأدى للفرز (2)05187. الوارد في المقطع 01.8 يعني أنَّ عمليةٌ واحدة على الأقل يجب أن تستغرق زا 
(2)187. لماذا؟ إذا استطعنا إجراء عمليثي 180577 و 527841-11 بزمن (001871. يمكننا عندها فرز 7 
مفتاحًا بزمن (7 18 )0 بإجراء : عملية 587لج1 أولأ ثم : عملية /<1]/غ-820841. 

غير أننا شاهدنا في الفصل 8: أن بإمكاننا أحيانًا استغلال معلومات إضافية عن المفاتيح لإجراء الفرز 
بزمن (0)7:187. ومكتناء بصورة خاصة في الفرز بالعد. فررٌ # مفتاحاء كلل منها هو عددٌ صحيح يقع ضمن 
لمجال من 0 إلى /؛ بزمن (/ + )©: والذي هو (5)© في حال كانت (002 > /. 

وما كان باستطاعتنا الالتفاف حول الحد الأدى للفرز (:187 )2 عندما تكون المفاتيح أعدادًا صحيحة 
ضمن محال محدود يمكنك أن تتساءل: هل نستطيع؛ بأسلوب مشابه إجراء كل من عمليات الرتل ذي 
الأولوية بزمن (0)187؟ سنرى في هذا الفصل أن ذلك ممكن: إذ إِنَّ أشجار كده8 806 مم تدعم 
عمليات الرتل ذي الأولوية؛ وبعض العمليات الأخرى بزمن (:0)18187 في أسوأ الحالات. الفكرة هنا هي 
أن المفاتيح يجب أن تكون أعدادًا صحيحة ضمن المحال الممتد من 0 إلى 1 - 2: دون السماح بتكرار أي 
متها. 

تدعمُ أشجار 8025 م0مع «و على وجه الخصوصء كلاً من العمليات الآنية على المجموعات 
الديناميكية المسرودة في الصفحة 0 وهي: العهدع5 و 87ع25] و 58ظاع1 و الانااحالا1/! و اانالةاكتمالا 


و 85508ع5106 و 85508 عمعمم,» وذلك بزمن (:187 0)18. ولن نناقشء في هذا الفصلء المعطيات التابعة» 





' لا يناقش الفصل 13 صراحة كيفية تنجيز 1-8010عه8<8 و /ا8ك88884358-1» ولكن بإمكاننا بناء هذه 
بنية معطيات تدعم العمليات 81801901091 و 878اع2 و :125887 
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بل ستركز فقط على تخزين المفاتيح؛ وذلك لأننا ستركز على المفاتيح ولن نسمح بتخزين مفاتيح متكررة؛ فبدلاً 
من وصف عملية 5848611 سننجز العملية الأبسط (*«,880088#)5: التي تعيد قيمةٌ منطقيةٌ تدل على 
وجود القيمة +« حاليًا في امجموعة الديناميكية 5 أم لا. 

استخدمنا حتى الآن الموسط + لغرضَين متمايزين: أولهما عدد العناصر في المجموعة الديناميكية وثانيهما 
محال القيم المحتملة. ولتجنب أي التباس آخخرء سنستخدم من الآن فصاعدًا « للدلالة على عدد العناصر 
الموجودة حاليًا في المجموعة. و + للدلالة على بحال القيم المحتملة» وبذلك؛ فإن كل عملية من عمليات 
أشجار 8005 8006 ما تقذ بزمن (/هاج00. نسمي المجموعة ([1-لا,...,0,1,2) عالم القيم 
وعسامد إه »كردس« الت يمكن غتزينهاء و + حجم العألم مجفى مومء«ز«. نقترض في هذا الفصل أن ها 
هو من مضاعفات العدد 2: أي *2 > ب حيث ع عدد صحيح أكبر أو يساوي الواحد. 

يبدأ المقطع 1.20 بفحص بعض المنهجيات البسيطة التي ستجعلنا نسير في الاتجاه الصحيح. ثم نحسئن 
هذه المنهجيات في المقطع 22.20 بتقدم بنى 8025 106 90 010,م» التي هي بك عودية ولكنها لا تحقق 
غرضنا المتعلق بعمليات ذات زمن (/183 0)18. وفي المقطع 3.20 نعدّل بنى 5ده8 عهم:8 مهدماممم لإنشاء 
أشجار 8085 806 موه ونبيّن كيفية تنجيز كل عملية بزمن (ا ها 0)[8. 


سنفحصء في هذا المقطع؛ منهجياتٍ متعددةٌ لتخزين مجموعةٍ ديناميكية. ومع أن أيّا من هذه المنهجيات لن 
تمق في الزمن المرغوب (:8| ه0)1) فإننا سنحصل على أفكار تساعدنا على فهم أشجار ع0 ههلا 
5 عندما تمر بنا لاحمًا في هذا الفصل. 


العنونة المباشرة 

توفر العنونة المباشرة ع«زووع2885 6مممزق - كما رأينا في المقطع 1-11 - أبسط منهجية لتخزين مجموعة 
ديناميكية. ولما كان اهتمامنا في هذا الفصل محصررًا في تخزين المفاتيح فقط؛ فيمكننا تبسيط منهجية العنونة 
المباشرة لتخزين المجموعة الديناميكية: وذلك باعتبارها شعاع بتات ٠66106‏ 616 [انظر المناقشة في 
التمرين 2-1.11] . فلتخزين بجموعة ديناميكية من قيم العالم (1 - م,... ,2 ,1 ,0)» تَحفظٌ صفيفة [1 - با.. 4]0 
من لة بنًا. حيث يأخذ العنصر []4 القيمة 1 إذا كانت القيمة + ضمن المجموعة الديناميكية: والقيمة 0 في 





الحالة الأخرى. ومع أن بإمكاننا إجراء كل من العمليات 10/5883 و 281818 و ##هادع]لا بزمن (0)1 
باستخدام شعاع بتات, فإن كلا من العمليات اللمتبقية - 20100100016 و 000م30نتهالة و 085505 6ن5 
و 5508اعمعهم - تستغرق زمنًا (9 في أسوأ الحالات» وذلك لأننا رما نضطر إلى مسح مهءة (/) © 
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الشكل 1.20 بة من بتات مُراكبَة فوق شعاع بتات يمثل المجموعة (15 ,14 ,7 ,5 ,4 ,3 ,2) ف حالة‎ 


16 > لا. تتضمن كل عقدة داخلية 1 إذا وفقط إذا تضمنت ورقةٌ ما في أشجارها الفرعية القيمة 1. وتبيّن الأسهمٌ 
المسار المتّبع لتحديد العنصر السابق للقيمة 14 في المجموعة. 























عنصرا.2 فعلى سبيل للثال» إذا تضمنت مججموعة ما القيمتين 0 و 1 - مه فقطء فقد نضطر - عند العثور 
على العنصر التالي للعنصر 0 - إلى مسح العناصر من 1 إلى 2 - مة قبل العثور على 1 ف [1 - ما]4. 


مراكبة بنية شجرة ثنائية في الأعلى 
يمكننا اختصار عمليات المسح الطويلة لشعاع البتات بمراكبة شجرة 


الشكل 1.20 مثالاً على ذلك. تكوّن عناصرٌ شعاع البتات أوراقَ الشجرة 
القيمة 1 إذا وفقط إذا تضمنت أيه ورقةٍ من شجرتها الفرعيةٍ القيمة 1. بعبارة أخرى؛ فإن البت المحرّن في 





عقدة داخلية هو نتيجة إجراء عملية "أو المنطقية" على اب 








تستخدم العملياثُ - التي استغرقت باستخدام شعاع بتات بسيط زمنًا (:)© في أسوأ الحالات - البنية 

الشجرية الآن: 

للعثور على القيمة الدنيا في المجموعة, ابدأ من الجذر واتحه نزولاً نحو الأوراق: بحيث تأخذ دومًا العقدة في 
أقصى اليسار التي تتضمن القيمة 1. 

ه للعثور على القيمة العظمى ف المجموعة؛ ابدأ من الجذر واتحه نزولاً نحو الأوراق» بحيث تأخخذ دومًا العقدة 
في أقصى اليمين التي تتضمن القيمة 1. 





رض في هذا الفصل أن 211201901034 و 9/431241034 تعيدان .8/11 إذا كانت المجموعة الديناميكية خالية» وأن 
065508 و 50وعععمعجم تعيدان 2011 إذا لم يكن للعنصر المعطى عنصر لاحق أو سابق على التتالي. 
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ه للعثور على العنصر التالي :0ووعمعنه ل »ده ابدأ من الورقة التي دليلها به واتجه صعودًا نحو الجذر حتى 
تَدخُلَ ف عقدة من اليسار ويكون لهذه العقدة ابنًا أمن 2 قيمته 1. ثم اتحه نزولاً عبر العقدة 2 بحيث 
تأخذ دومًا العقدة في أقصى اليسار التي تتضمن القيمة 1 (أي؛ اعثر على القيمة الدنيا في الشحرة 
الفرعية التي جذرها الابن الأيحن 2). 

٠‏ للعثور على العنصر السابق 57ووعهعفعمم ل بده ابدأ من الورقة التي دليلها ده واتجه صعودًا نحو اللبذر 
حتى نَدحُلَ في عقدة من اليمين ويكون لهذه || 
بحيث تأخذ دومًا العقدة في أقصى اليسار التي تتضمن القيمة 1 (أي؛ اعثر على القيمة العظمى للشحرة 
الفرعية التي جذرها الابن الأيسر 2). 

يبين الشكل 1.20 المسار المسلوك لإيجاد العنصر السابق 7 للقيمة 14. 
نوسّع كذلك عمليئي 105877 و 281878 توسيعًا ملائمًا. فعند إدراج قيمة» نخزن القيمة 1 في كل عقدة 

موجودة على المسار البسيط الممتد من الورقة الموافقة وحتى المذر. وعند حذف قيمة؛ نسير انطلاقًا من الورقة 

الموافقة صعودًا باتجاه الجذر» بحيث نعيد حساب البت في كل عقدة داخلية من المسار على أنه نتيجة تطبيق 

"أو المنطقية" على الْنَيْه. 
ولما كان ارتفاع الشجرة هو 4 8أء وكانت كل عمليةٍ من العمليات السابقة تتطلب؛ على الأكثرء عبونا 

واحدًا للشجرة باتجحاه الأعلى: وعلى الأكثرء عبورًا آخر باتجاه الأسفل؛ فإن كل عملية تستغرق زمنًا (/1 008 

في أسوأ الحالات. 
هذه المنهجية أفضل قليلاً فقط من استخدام شجرة حمراء-سوداء. حيث مازال بإمكاننا إنحاز عملية 

21308 بزمن (0)1» في حين سيأخذ البحث في شجرة حمراء-سوداء زمنًا (0)18. وهكذا بحد ثانية أنه 

إذا كان عدد العناصر ‏ المخزنة أصغر بكثير من حجم العال بة؛ فستكون الشجرة الحمراء-السوداء أسرع في 

جميع العمليات الأخخرى. 





نا أيسر 2 قيمته 1. ثم اتحه نزولاً عبر العقدة ج» 





مراكبة شجرة ذات ارتفاع ابت 





ما الذي يحدث إذا راكبنا شجرة 
صحيح؛ فيكون ١/8‏ عددًا صحيحًا. فبدلاً من أن نراكب شجرةٌ ثنائية فوق شعاع البتات» نزاكب شجرة 
درجتها /.. ييين الشكل 2.20(أ) شجرةٌ ممائلة لشعاع البتات نفسه الذي في الشكل 1.20. إن ارتفاع 
الشجرة الناتجة هو 2 دومًا. 

كما في السابق, مُْرّن كلك عقدةٍ داخلية نتيجة تطبيق "أو المنطقية" على البتات ضمن شجرتها الفرعية» 
بحيث تلخّص العقدُ ال 6 الداخلية» التي عمقها 1؛ كل بجموعة من 0+ قيمة. وكما يبين 
الشكل 2.20(ب): كنا اعتبار هذه العقد صفيفة [1-ل/... 717187]0/ا5؛ حيث تتضمن 


ذات درجة أعلى؟ لنفترض أن حجم الفضاء هو “22 ح يا؛ حيث / عدد 
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الشكل 2.20 (أ) شجرة درجتها ]+ مراكية فوق شعاع البتات الموحود في الشكل 1.20. تحر كلع عقدةٍ داخلية 
قيمة "أو المنطقية" للبتات في الشجرة الفرعية. (ب) منظر للبنية نفسها عندما تعاقل العقدُ الداخلية على العمق 1 
باعتبارها صفيفة [1 - ال... 0]نجه#تجبدىء حيث [/]بزه«بدد هي قيمة "أو المنطقية" للصفيفة الحزئية 
[1- غا/101 + )).. نال4]1. 





[]]77167نذى القيمة 1 إذا وفقط إذا تضمنت الصفيفةٌ الحزئيةٌ [1 - -1(:/6 + ]) .. 4]4:/5, القيمة 1. 

نسمي هذه الصفيفة الحزثية من 4 ذات ال ٠/1‏ بدا العتقو «علومراء ذا الترتيب 4. في حالة قيمة معطاة بن 

يَظهر البت [<]4 ف العنقود رقم [/:/*]|. وهكذا أصبح الإجراء 125877 يستغرق الآن زمنًا (0)1: 

ولإدراج »ده ضع القيمة 1 في كل من [<]4 و [[/:/]| ]نجه دد. يمكنا استخدام صفيفة ب77107”تلاى 

لإنحاز كل من العمليات: 021م1<0نا/! و انال«اتمالطا و «0ؤ5ع5060 و 508قعععمعمط و شاعم 

بزمن (ا/06: 

٠‏ للعثور على القيمة الدنيا (العظمى)؛ ابحث عن العنصر الذي يتضمن 1 ويقع في أقصى يسار (يمين) 
6717”ةندى وليكن [77107:]4ندى ثم ابحث خحطيًا - ضمن العنقود ذي الترتيب ؛ - عن القيمة 1 
الموحودة في أقصى اليسار (اليمين). 

ه للعثور على العنصر التالي (السابق) للعنصر بدء ابحث أولاً باتجاه اليمين (اليسار) ضمن العنقود. فإذا 
وحدث القيمة 1 فيكون هذا الموقع هو النتيجة. وإلاء فاجعل [نال:/*] > وابحث باتحاه اليمين 
(اليسار) ضمن صفيفة 5977287 ابتداءً من الدليل :. إن أول موقع يتضمن القيمة 1 يعطينا دليل 
عنقود. احث ضمن هذا العنقود عن أول 1 في أقصى اليسار م هذا الموقع يحوي العنصر التالي 
(السابق). 

٠‏ الحذف القيمة »«ه اجعل [مال/*] - ؛. ضع القيمة 0 في []4» ثم ضع في [172671/]4”لاى قيمة ناتج 
"أو المنطقية" للبتات في العنقود ذي الترتيب 4. 








ف كل من العمليات السابقة» نبحث؛ على الأكثرء في عنقودين من /: بن إضاقة إلى الصفيفة 
7ه ”تند وهكذا فإن كل عملية تستغرق زمنًا (مه/:0. 
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يبدو للوهلة الأولى» وكأننا أجرينا تعديلاً سليًا. أعطتنا مراكبة شجرة ثنائية عملياتٍ بزمن (/0081: 
والتي هي أسرع بالمقاربة من زمن (/00. ولكن؛ سيتضح أن استخدام شجرة من درحة 1/: هي فكرة 
أساسية لأشجار 8085 8006 0و+. ستتابع هذا المسار في المقطع التالي. 


تمارين 

1-0 

عدّل بنى المعطيات في هذا المقطع لتدعم المفاتيح المتكررة. 

2-0 

عدّل بنى المعطيات في هذا المقطع لتدعم المفاتيح التي لما معطيات تابعة مرفقة. 

3-0 

لاحظ أن الطريقة التي بِدُ فيها العنصرٌ التالي والسابق لقيمةٍ ما د - باستخدام البنى في هذا المقطع - لا 
تعتمد على كون + موجودة في المجموعة وقتئذٍ. بيّن كيف يمكنك العثور على العنصر التالي ل في شجرة بحث 
ثنائية عندما تكون عد غير منزنة في الشجرة. 

4_0 

افترض أنه بدلاً من مراكبة شجرةٍ درجتها ماله رأكبنا شجرةٌ درجمُها *اثنه حيث / ثابت أكبر من الواحد. 
ماذا سيكون ارتفاع هذه الشجرة؟ وكم ستستغرق كل عملية من العمليات؟ 


بنية عودية 
نعدّل في هذا المقطع فكرة مراكبة شجرة درجتها #/: فوق شعاع بتات. فقد استخدمنا في المقطع السابق بنيةٌ 
مختصرةٌ حجمها ]ه/: وكلٌ عنصرٍ فيها يشير إلى بنية أخرى حجمها 1/.. أما حاليّا؛ فنجعل البنية عودية؛ 
مقلّصِين حجمَ الفضاء إلى جذره؛ في كل مستوئ من العودية. وابتدائٌ من فضاءٍ حجمُه بيه نجعل البنى 
تتضمن 1/2ل > هال عنصراء والتي تنضمن بدورها بئ من */2/ة عنصراء والتي تتضمن بدورها بى من #/ثيه 
عنصرًاء وهكذا نزولاً حتى الوصول إلى حجم أساسي هو 2. 

نفترض لتبسيط» في هذا المقطعه أن “27 -يا حيث م عدد صحيح؛ وبحيث تكون 
...,4/ثية,1/2بة ينةء أعدادًا صحيحة. قد يكون هذا القيد قاسيًا عملي ويسمح أن تكون قيم لا ضمن 
... ,65536 ,256 ,16 ,4 ,2 فقط. سترى في المقطع التالي كيف تف هذا القيدء ونفترض أن 
فقط حيث ع/ عدد صحيح. ولما كانت البنية التي نفحصها في هذا المقطع هي بنيةٌ تمهيدية فقط 
لشجرة 5ه80 5006 مه الفعلية» فإننا نتساهل بخصوص هذا القيد للمساعدة على فهم المسألة. 
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وحيث إن هدفنا هو تحقيق أزمنةٍ تنفيذٍ العمليات من رتبة (18 0)18: فلنفكر في كيفية الحصول على 
أزمنةٍ تنفيذٍ كهذه. كنا قد رأينا في تماية المقطع 3.4 أنه بتغيير المتحولات يمكننا إثيات أن حل المعادلة 
التكرارية: 
00.20 «وا+ ([/])27 > )7 
هو (182 18 0)18 - (7)2. لنأخذ معادلة تكرارية مماثلة» ولكنها أبسط: 
٠ )220(‏ (0)1 + )7 - (7 
فإذا استخدمنا التقنية نفسها؛ أي تغيير المتحولات؛ أمكننا إثبات أن حل المعادلة التكرارية (2.20) هو 
(8ا 001 > (:)7. ليكن يدها - 2 وبحيث أن "27 > به ويكون لدينا: 
٠.‏ (0)1 + (2"/2) د (7)2 
وبتغيبر الاسم (”7)2 - (:5)7 نحصل على المعادلة التكرارية امدديدة. 
٠.‏ (0)1 + (2/)ى د (م0ى 
وباستخدام الحالة 2 من الطريقة العامة ,نوهدم يكون حل هذه المعادلة التكرارية هو (0)1872 > (5)51. 
نعيد تغيير الاسم من (5)2 إلى ()1 فينتج (ما ها ه001 > («ج)0 > ()5 - ("7)2 > 100 
ستوبمه المعادلةٌ التكرارية 2.20 بحدّنا عن بنية معطيات. لذا سنصمّم بنية معطيات عودية تتقلص 
مقدار 14/: ني كل مستوئ من عودينها. عندما تَعبْرُ عمليةٌ بنية المعطيات هذه. فإنما تستغرق زمنًا ثابنًا في كل 
مستؤى قبل أن تنتقل عوديًا إلى المستوى الأدن. حينئذ ستحدّد المعادلةٌ التكرارية (2.20) زمن تنفيذ العملية. 
فيما يلي طريقةٌ أخرى للتفكير بكيفية الحصول على الحد هجاع! عند حل المعادلة التكرارية (2.20). 
عندما ننظر إلى حجم الفضاء في كل مستوئ من بنية المعطيات العودية» بحد المتتالية 
... ,8/قية ,4/قية,/3يةرنة. فإذا أخذنا بالحسبان كمية البتات التي تحتاج إليها لتخزين حجم الفضاء في كل 
مستوى؛ فإننا تحتاج إلى 1834 في المستوى الأعلى؛ ويحتاج كل مستوى إلى نصف بتات المستوى السابق. 
وبوجه عامء إذا بدأنا ب 5 بنّا وينصف عدد البتات في كل مستوى. سنحصل بعد 8 18 مستوئ على بت 
واحدٍ فقط. ولما كانت 4ه م1 - ط؛ فسيكون لدينا فضاءٌ حجمه 22 بعد اج| 8[ مستوىئ. 
وبالعودة إلى بنى المعطيات في الشكل 2.20: بحد أن قيمةٌ معطاة + تقع في العنقود رقم .]*/١/4[‏ فإذا 
كنا ننظر إلى على أنه عددٌ صحيح ممثلٌ ثنائيًا ب مه ها بثّاء فإن رقم ذلك العنقودء [/:/*]ء يعطى بالبتات 
2 الأكثر أهمية في *. ويظهر بد ضمن هذا العنقود» في الموقع 204/9 #ء والذي يعطّى بالبتات 
2/:م1) الأقل أهمية في د. ولما كنا بحاجةٍ إلى الفهرسة بمذه الطريقة» فإننا نعرّف بعض الدوال التي تساعدنا 
على إجراء ذلك: 
إتالرع] - ومطهتط 
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, لالتفمسع 2 )يها 
. برع عاا/ءد  -‏ (تزر) يوقم 

تعطينا الدالة ()<عاط البتات 82/(/2) الأكثر أههية في ب ولد رقم عنقودٍ د. وتعطينا الدالة (:)اه1 
البتات 182/(/2) الأقل أهمية في د وتعطي موقعَ د ضمن عنقوده. أما الدالةٌ (,)1006» فتبني رقم عنصر 
ابتداء من + و زه بحيث تعابل + على أنه البتات 182/(/2) الأكثر أهمية في رقم العنصرء و تعايل بز على 
أنه البتات 2/(/دج1) الأقل أهمية. وتصبح لدينا المساواة (()100,()طع|)»1006 > . ستكون قيمة ها 
المستخدمة في كل من هذه الدوال هي دومًا حجم عال بنية المعطيات التي نستدعي ضمنها الدالة؛ الذي 
سيتغير أثناء الول في البنية العودية, 
0 بنى كهو8 علدمظ سه ممم 
نصمّم انطلاثًا من المعادلة التكرارية (2.20): بنية معطيات عودية تدعم العمليات. ومع أن هذه البنية لن 
تمدق هدفنا في الوصول إلى زمن (001818 لبعض العمليات؛ فإتما ستَخْدمٌ باعتبارها أساًا لبنية شجرة 
805 علد موب التي ستراها في المقطع 3.20. 

نعرّف ضمن العا (1 -لا,... ,0,1,2) بنية كمه #فسمظ مهد ماورص أو بنية 3تادماممم التي 
سنرمز ها ب (/ه) 008ص عوديًا كما يلي: تتضمن كل بنية (:) 7700-88 واصفةً با تحدّد حجم 
عالمها. وهي تتضمن؛ إضافة إلى ذلك ما يلي: 
٠‏ إذاكان 2 ح باه عندها يكون هو حجم الأساس؛ وتتضمن البنيةٌ صفيفة [4]0..1 مؤلفة من بكيْن. 
٠‏ وإلاء يكون “22 > يه حيث 1 < 4 عدد صحيح؛ وبذلك يكون 4 < لا. تتضمن بنية المعطيات 

(:) 8ظت-مغ مص إضافةٌ إلى حجم العال نه الواصفات التالية المبيّنة في الشكل 3.20: 

ه مؤشرًا إلى بنية (نه/) 8قام-مغ70م امعه ترجه 7ا”تلاى و 

ه صفيفةٌ [1 - 4ا/... 0]«ع+كلااء من 6+ مؤشرّاء يشير كلك منها إلى بنية (نا/) 128ن-0غ هط 
يخرّن العنصر بده حيث هذ > د > 0) عوديًا في العنقود رقم () طهذط على أنه العنصر (:)1000 في ذلك العنقود. 

في البنية الثنائية المستوى التي عرضناها في المقطع السابق, عَحرّنُ كل عقدةٍ صفيفة ملخص (5قنسطتناد 
حجمها ال بحيث يتضمن كل عنصر فيها بثا واحدًا. ومكنناء انطلانًا من دليل كل عنصرء حسابُ دليلٍ 
البداية للصفيفة الحزئية التي حجمها 2/+ والتي يلخصها البت. نستخدم في بنية #دواومص» مؤشراثٍ صربحة 
بدلاً من حسابات الأدلة. تتضمن الصفيفةٌ بنك بتات الملخص التي تَحرّن عوديً في بنية 1:8«-ماه,ص» 
أما الصفيفة 7مغ5لااء فتتضمن اه مؤشرًا. 
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بنية (/ال. )2د هام/م 


فى (1آل.) هتامم قال 
الشكل 3.20 المعلومات في بنية ()88م-7080م عندما تكون 4 < ا. تتضمن البنية: حجمّ الفضاء ناه 
ومؤشرًا لإجه”””بدى على بنية (ا/) 68د-مغه”صمء وصفيفةٌ [1 - غال... #7]0عدبداء من 0/14 مؤشرًا على بقى 
(لال) #تامدمعهىم. 


ييين الشكل 4.20 بنية (88)16ت-7060م موسّعة تمامًا تمثّل المجموعة (2,3,4,5,7,14,15). فإذا 
كانت القيمةٌ ) موجودةٌ في بنية 6010-58م التي يشير إليها /ز7717367ندى: فإن العنقوة ذا الترتيب ؛ ينضمن 
قيمةٌ ما في المجموعة الممثّلة. وكما في الشجرة ذات الارتفاع الثابت؛ مُثّل [#67]4كلداء القيم من 6ا/وة إلى 
1 - :10 + 4)» التي تكوّن العنقودٌ ذا الترتيب 4. 

ف المستوى الأساسيء محر عناصر المجموعات الديناميكية الحالية في بعض بنى (88)2م-7060صء وِححرّنُ 
بقيةٌ بنى (07060-088)2 بتات الملخص. يَظهر في الشكل - تحت كل من البنى الأساسية التي لا تكؤن 
ملخصًا - البتات التي تخزنها. فمثلاء تَحرّن بنية (77060-088)2 التي عنواتما "العنصران 6 و 7" البتَ 6 في 
[4]0 (0: لأن العنصر 6 ليس من المجموعة), وتخرّن البت 7 في [4]1 (1. لأن العنصر 7 موجودٌ في المجموعة). 

وكما في العناقيد» فإن كلٌ ملخص ليس سوى مجموعة ديناميكية حجم عالّمها 4«/. ولذلك نحن مل 
كل ملخص على أنه بنية (1/) 0-88غ0جم. أما بتات الملخص الأربعة في البنية (16) 7060-1828 
الأساسية؛ فموجودة في أقصى يسار بنية (28)4ت-مغ0”م » وتظهر في النهاية في بنبتي (2) 88د-0غ70م. 
فمثلأ» في بنية (00-88)2م التي عنوائما "العنقودان 2: 3" لدينا 0 - [4]0: وهذا يدل على أن العنقود 
2 من البنية (0-088)16غ دجم (الذي يتضمن العناصر 11 ,10 ,9 ,8) كلّه أصفار» ولدينا 1 > [4]1: وهذا 
يدل على أن العنقود 3 (الذي يتضمن العناصر 15 ,14 ,13 ,12) فيه 1 واحد على الأقل. وتشير كل بنية 
(88)4ه-معوجم إلى خلاصتهاء والتي هي نفسها مخزنة على أنما بنية (2) 87060-88. انظرء على سبيل 
المثال» إلى بنية (060-28)2”م الموجودة مباشرة إلى يسار تلك المسماة "العنصران 0» 1". لما كانت [2]0 
هي 0 فهذا يعني أن بنية "العنصران 0: 1" كلها أصفارء ولما كانت [4]1 هي 1غ فنحن نعلم أن بنية 
"العنصران 2: 3" تتضمن 1 واحد على الأقل. 





0-8) 
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العنصرات 14,15 العنصرات 12,13 العتصران 10,11 العنصران 8,9 


الشكل 4.20 بنيهٌ (#8)16م-معممم تمثل المجموعة (2,3,4,5,7,14,15). تشيرُ البنيةٌ إلى أربع بنى 
(88)4س-مءهجم في العنقود [0..3] «منكداء؛ وإلى بنية ملخص؛ التي هي أيضًا (88)4م-7060م. كل بية 
(8)2عسدمعوجم في عنقود [0..1] ##نكباء» وإلى ملخص (28)2امد-0غ0م. 


(4) ##سدمعومم تشير إلى 
تتضمن كل بنية (2) 700-88م صفيفة [4]0..1 فقط مؤلفة من 





٠.‏ عزن بنى (2) 88انا-معوجم الموضوعة 
"العنصرين رين" البتّيْن ؛ و زر من المجموعة الديناميكية الحالية» وتخرّن بنى (88)2ت-0م70م الموضوعة فوق 
"العنقودين ٠:‏ /"' بت الملخص للعنقودين ] و ثز في البنية ذات المستوى الأعلى (16) 70:0-88م. تشير الظلال 
الغامقة - زيادةٌ ني الإيضاح - إلى المستوى الأعلى من بنية 8»-010م التي تَخرّن معلومات الملخخص لبنية أبيهاة 
ا بة 88 بدوان:م أخرى لها حجم العا ذاته. 











تكون بنية 88 »ماهم هذه مطابقة لأية 





0 العمليات على بنية كدو8 عقصظ سه ماممم 


نصف الآن كيفية إيحار العمليات على بنية 600-088م. نفحص أولاً عمليات الاستعلام - 21800881 
و لانالحاطلاة و #مودعععن5 - التي لا تغيّر بنية 8:دمامءم. ثم نناقش بعدها تمعؤلطا و #اع2. 
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وسنترك 6«نالؤانتهل! و 85508ععمعمم - اللتين تناظران 21100101001 و 50685508 على الترتيب - إلى 
التمرين 1-2.20. 
تأخذ كل من العمليات: #عهاهال! و 5508ع60ا5 و 5508عععمعمه و تمعولد1 و عتعاعم 


موسطًا ده إضافة إلى بنية 5:8:-6040م '/اء حيث تفترض كل من هذه العمليات أن .”| > +« > 0. 


كيف نحدّد وجود قيمة في المجموعة 
لإبحاز ()31«)885 نحتاج إلى العثور على البت الموافق ل د ضمن بنية (2) 060-88 المناسبة. ويمكننا 
إجراء ذلك بزمن (/82 0018 وذلك بالمرور على بنى /77267ندى جميعها. يأخذ الإجراء التالي بنية 
-مغ ورم /| وقيمةٌ ما بده ويعيد بثّا يدل على وجود + في المجموعة الديناميكية التي تمثلها /ا. 
(د,/ا)جع هارع اخ مع ممعم 
<د يما عط 1 


]ما ممسعم 2 
(()ه! ,[(:) طوتط] عع كسناء . /ا)م ع فاجع !قاع ,-010عهط ممع عواء ‏ 3 


يعمل الإجراء 82070-088-41530887 على النحو الآني: يختبر السطرٌ 1 الحالة الأساسية. حيث لا 
هي بنية (700-088)2ص. ويعالج السطرٌ 2 الحالة الأساسية» وذلك بإعادة البت المناسب من الصفيفة 4. 
يتعامل السطر 3 مع الحالة العودية» "نزولا" باتجاه أصغر بنية 5010-05:83م مناسبة. تبين القيمة () 1812 أيه 
بنية (/ا/) 88م-وغ 70م نزور» وتحدّد (:):10 أيّ عنصرٍ ضمن بنية (آ/) 700-088 نستعلم. 

لننظر ماذا يحدث عندما نستدعي (10/187)1,6/(-88:-52070 على بنية (16) 88م-060جم في 
الشكل 4.20. لما كانت 1 > (8)6هفط عندما تكون 16 > 0 فإننا نقوم بإجراء العودية ضمن بنية 
(88)4م-مؤوجم في أعلى اليمين» ونسأل عن العنصر 2 - (1080)6 في تلك البنية. في هذا الاستدعاء 
العودي يكون 4 > ب. ولذلك نقوم بإجراء العودية مرة أخرى. ولما كانت 4 ع به فلدينا 1 > (2)طولط؛: 
و 0 > (100)2؛ ولذلك نسأل عن العنصر 0 من بنية (0-88)2غ0سم في أعلى اليمين. يتبيّن أن هذا 
الطلب العودي هو حالة أساسية؛ ولذلك يعيد 0 > [4]0 صعودًا عبر سلسلة الاستدعاءات العودية. وهكذاء 
نستنتج أن (582070-88-0808881/,6 يعيد 0: وهذا يعني أن 6 ليس من المجموعة. 

وبغية تحديد زمن تنفيذ 82070-088-14<188#: نرمز ب (/)7 إلى زمن تنفيذه على بنية 
(ه) 88د-مءوسم. إِنَّ كل استدعاءٍ عودي يستغرق زمنًا ثابتّا لا يتضمن الزمن الذي تتطلبه الاستدعاءات 
العودية التي يقوم بما. عندما يقوم 5070-88-380088# باستدعاء عودي» فإن الاستدعاء يكون على 
بنية (10/:) 88ت-مغوص. وهكذا يمكتنا توصيف زمن التنفيذ بالمعادلة التكراربة (0)1 + (//6 1 - (/) 27 
التي شاهدناها آنقًا في المعادلة التكرارية (2.20). وح هذه المعادلة هو (/008181 - (:)7: ويذلك 
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نستنتج أن هادع 10-88ومم يُنفذ بزمن (لاعاج)0. 


كيف نَجِدُ العنصرٌ الأصغري 


إبخاز عملية 0/1110000<4. يعيد الإجراءٌ (/1001001101!-82010-0588 أصغرٌ عنصرٍ 





نبحث الآن في 
ف بنية 28-واوعم /اء أو يعيد .11ل إذا كان / عت بجموعةٌ خخالية. 


)اطاط هع ممعم 
-د يلاغ 1 
-- [0]م .ما كذ 3 
0 سكاعم 
-- [4]1 .ا كولاه 
ممعم 
1ال8 ممعم عواء. 
“هسك . /1)لء«نال لاط قتا -10مهم > «عغعباء -«لاج عواء. 
اا اأكسداء-10ه كذ 
كلا! دعم 
([7كبتاء سجله؟] "7ع غكبداء . 17) لجنالج انا قت10-1ممط ع ععد مره عواء 
(عد ]ره بتع كساء- )علدا مساعر 





شاه ماه فاه اف 5 2 


يعمل هذا الإجراء كما يلي. يختبر السطر 1 الحالة الأساسية: والتي تعالجها الأسطر 6-2 بقوة ضاربة 
©ههمانمط. تعالج الأسطر 11-7 الحالة العودية. أولأ» يجَدُ السطرٌ 7 رقمَ أول عنقود يتضمن عنصرًا من 
المجموعة. يقوم بذلك باستدعاء 52070-88-810120036 عوديًا على 772677لاى./اء وهو بنية 
(/)88<-مؤمجم. يُسَيْدُ السطرٌ 7 رقمَ العنقود هذا إلى المتحول 67م5لة!ع-/71. فإذا كانت المجموعة 
خالية؛ يعيدُ الاستدعاء العودي القيمة .011: ويعيد السطرٌ 9 القيمة .011«. وإلاء يكون أصغر عنصر في 
المجموعة موجودًا في مكان ما في العنقود رقم 5667نة1ع-72/0. يِدُ الاستدعاءٌ العودي في السطر 10 الانزياح 
:5156 ضمن عنقود أصغر عنصر في هذا العنقود. وفي النهاية» يني السطرٌ 11 قيمة أصغر عنصر انطلاثًا من 
رقم العنقود والانزياح» ويعيدٌُ هذه القيمة. 

ومع أن الاستعلام ضمن معلومة الملخص يسمح بالعثور على العنقود الذي يتضمن أصغر عنصر بسرعة؛ 
إلا أن هذا الإجراء لا يقد بزمن (:0018 في أسوأ الحالات» لأنه يقوم باستدعاءين عوديين على بنى 
(/)88د-مؤوجم. نرمز إلى زمن تنفيذ 22010-88-241801001014 في أسوأ الحالات» على بنية 
(ه) تممص بالرمز (27")1 فتكون لدينا المعادلة التكرارية: 
٠. )3.20(‏ (0)1 + (ن/)27 - ()1 
نستخدم» مرة أخخرى» تغيير المتحولات لحل هذه المعادلة» حيث نجعل م ه| > :: وهذا يعطي 


. (0)1 + (27)2/2 د (1)2 
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وبتسمية ('7)27 > (25)72 نحصل على 

, (0)1 + (250/2 > )د 
التي حلهاء وفق الحالة 1 من الطريقة العامة هو (0© > (5)0. وبإعادة تغيير (507 إلى (/)27 يكون 
الدينا (دج9)1 > (90 > ()5 > (7)2 > (:)7. وبذلك؛ نرى أنه بسبب الاستدعاء العودي الثاني 
ينقد 852070-88-31 بزمن (ئ ع1)©» وليس بالزمن المطلوب (ندها م0 0. 


كيف نجه العنصرٌ التالي 

إن عملية 506085508 هي أشدٌ سوا ثما سبقها. في أسوأ الحالات: يقوم الإجراء باستدعاءين عوديين» 
إضافة إلى استدعاء 180190036]/-88+-8010ه. ويعيد الإجراء (,/100191001)1])!-52070-0828 أصغر 
العناصر في بنية 50]0-5:8م ا الذي هو أكبر من +ء أو يعيدُ .7:11 إذا لم يوجد عنصر في /| أكبرٌ من . لاا 
يتطلب هذا الإجراء أن يكون :د عنصرًا :»معدم في المجموعة» ولكنه يفترض أن يكون .ل > +« > 0, 


(*, 81-56005505017 -10ممم 
2>د ينم عخغ 1 
> [4]1./ا فص 0 عد ع مز 2 
ناعم 3 
الج ممعم عواء. 4 
(00) سه , [() طهنط] تعنكساء . /1)ج0دكع0 88-506 -10مه! - عمو زه عوله ‏ 5 
6 
1 
8 








اللاع عمورره كذ 
عد/ره ,م طوتط)معفها مسمعم 
((3) علط ,جم سد . لا)جمدكعععن5-قلتا-010جط ع «منعساء- عند عواء 





8 “7ع كنتاع-ععلاى كذ 9 

لاط لسعم 10 

([7عكستاء-ءععسى] 7ع كسداء . /ا) الانااجالجتال!- قاع -10مهط ع ععك مزه عواء. 11 
عد ]ره ,7ع عنتاع-ععندى )معطا سمسعم 12 


يعمل الإجراء 282070-088-50668550# على النحو الآتي: يختبر السطر 1. كالعادة؛ الحالةٌ 
الأساسية, التي تعالجها الأسطر 4-2 بالقوة الضاربة: الطريقة الوحيدة التي يمكن أن يكون فيها للعنصر بر 
عنصرٌ تال ضمن بنية (77060-088)2 هي عندما تكون 0 > د وتكون قيمة [4]1 هي 1[. تعالح 
الأسطر 12-5 الحالة العودية. يبحث السطر 5 عن عنصرٍ تال ل ر ضمن عنقود #ء مسندًا النتيجة إلى 
مره يُْدّد السطرٌُ 6 وجود عنصر تال ل د ضمن عنقوده؛ فإذا كان له عنصرٌ تاليِء يحسب السطر 7 
قيمة هذا العنصر ويعيدها. وإلاء علينا أن نتبحث في عناقيد أخرى. يسندُ السطرٌ 8 رقم العنقودٍ التالي غير 
الحالي إلى 67كنةاع-ععلدى مستخدمًا معلومات الملخص لإيجاده. يختيرُ السطرٌ 
”كماع ل .خالا ويعيد السطرٌ 10 القيمة .011« إذا كانت العناقيد التالية جميعها خخالية. إذا لم تكن قيمةٌ 





قيمة معلاو 


الباب /7 / بى المعطيات المتقدمة ويه 


”#6 كلةاء-6عناى هي .الال يُسنِدُ السطرٌ 11 إلى 66ى//0 أولّ عنصر ضمن هذا العنقود ويحَسب السطرٌ 12 
أصغرٌ عنصر في هذا العنقود ويعيده. 
في أسوأ الحالات» يستدعي +8550ع282070-88-500 نفسه عوديًا مرتين على بنى 

(1/) 8قان-مغه«ص» ويستدعي )«لالاااا/070-88-1ج5 مرةٌ واحدةٌ على بنية (لا/) 88ام-مغ0مم. 

وبذلك» تكون المعادلة التكرارية الخاصة بزمن تنفيذ 82070-758-5006©85508 بأسوأ الحالات هي (/70: 
ج60 + (/270 - ه100 
٠.‏ (ندع90 + (/270 - 

يمكننا استخدام التقنية نفسها التي استخدمناها في المعادلة التكرارية (1.20) لنبين أن حل هذه المعادلة 

التكرارية هو (ذجا ها ج90 - (/)7. رهكذاء فإن #مووععءن8-5عبد0جمعم أبطأا تقارييًا من 


نال حال 88-11 -10معم. 


إدراج عنصر 
لإدراج عنصر نحن بحاجة إلى أن يكون إدراجه في العنقود الملائم وإلى وضع القيمة 1 في بت الملخص لهذا 
العنقود. يُدرج الإجراء (د,/88-1«:5237)1:-070ع5 القيمة + في بنية 88 :ماهم لم 


(,/ا)تمعوماءهع رمدم 





1 ]ه.ا 5 
((«)ننها ,[(ع)طونص] كبا . /)تمعوجا-ظع ممعم عولء 3 
(()طولط,لزجم تسد . /اإ)تعكم1- 88 -10ممم 4 


ف الحالة الأساسية» يضح السطرٌ 2 القيمة 1 في البت الملائم في الصفيفة 4. في الحالة العودية» يُذرج 

الاستدعاءٌ العودي؛ ني السطر 3: + في العنقود الملائمء ويضعٌ السطرٌ 4 القيمة 1 في بت الملخص لهذا العنقود. 
ولما كان الإجراء 88-18587+-58070 يقوم باستدعاءين عوديين في أسوأ الحالات» فإن المعادلة 

التكرارية (3.20) صف زمنَ تنفيذ هذا الإجراء. لذلك؛ يقد تمعو«88-1:-10م0م بزمن (ج|)©. 


حذف عنصر 
إن عملية 2815878 أعقد من الإدراج. لأنه إذا كان بإمكاننا دومًا وضع القيمة 1 في بت الملخص عند 
الإدراج» فإننا لا نستطيع دومًا إعادة وضع القيمة 0 في بت الملخص نفسه عند الحذف. ونحن بحاحة إلى 
تحديد: هل تساوي قيمةٌ أحد البتات في العنقود الملائم القيمة 1؟ حسب تعريفنا لبنى 1813-ماومص 
علينا أن نفحص جميع البتات التي عددها :ه/ ضمن عنقود لنحدّد: هل يساوي أحدها القيمة 1؟ ثمة حل 
بديل» وهو أن نضيف واصفة ‏ إلى بنية 88دماومصء وتَعُدُ عدد العناصر في 





ستترك تنجيز 
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عاء-88 وهم إلى التمرينين 2-2.20 و 3-2.20. 
من الواضح أن علينا تعديل بنية 6010-088م لتخفيض كل عملية بحيث يكون فيها استدعاء عودي 
واحد على الأكثر. سترى في المقطع التالي كيف يجري ذلك. 


تمارين 
1-0 


اكتب شبه رماز للإجراءين 0301001تماج-28/-88010 و جزمودعععمعوط- 0-88 رمعم 


2-0 





اكتب شبه رماز للإجراء 18عاع580170-088-52. يجب أن > بت الملخص الملائم بمسح البتات المرتبطة 
ضمن العنقود. ما هو زمن التنفيذ في أسوأ الحالات لإجرائك؟ 

3-0 

أضف الواصفة 3 إلى كل بنية 60]0-088م: التي تعطي عدد العناصر الموجودة حاليًا في المجموعة التي تمتلهاء 
واكتب شبه رماز للإجراء 1818 58070-88-5 الذي يستخدم الواصفة 2 ليحدد متى يضع القيمة 0 في 
بناث الملخص. ما هو زمن تنفيذ الحالة الأسوأ لإجرائلك؟ ما هي الإجراءات الأخرى التي تحتاج إلى تغيير 
بسبب هذه الواصفة الجديدة؟ هل تؤثر هذه التغييرات على أزمان تنفيذها؟ 





4-0 





عدّل بنية 1588:-010مم لتدعم المفاتيح اا 
50 

عدّل بنية 88»دمامم لتدعم المفاتيح التي ها معطيات تابعة مرفقة. 
600 

أكتب شبه رماز لإجحراء ينشئ بنية (لا) 28اما-570+0. 


7-0 





أثبت أنه إذا نقّذَ السطر 9 من 8-31701/026 0-2 معط فإن بنية 88دماهعم تكون خالية. 


8-0 









افترض أننا صممنا بنية 70]0-058م + 
ستكون أزمان تنفيذ كلءٌ من هذه العمليا: 


أن كل صفيفة «7ع#كلاات فيها تتضمن */3يا عنصرًا فقط. ماذا 


23.0 


الباب /7/ بنى العطيات المحقدنة 351 


شجرة 8025 علدرظ سور 
إن بنية 1008نم المعروضة في المقطع السابق قربية لا نرغبُ بتحقيقه من حيث أزمان تنفيذ (ن ها 008. 
لكنها لا تفي بالغرض؛ لأننا يجب أن نقوم بالكثير من الاستدعاءات العودية في معظم العمليات. سنصكم في 
هذا المقطع بنية معطياتٍ شبيهةٌ ببنية 88:-0اه:م لكنها عَخرّن معلوماتٍ أقلٌ بقليل؛ وبذلك تتنفي الحاجة إلى 
بعض الاستدعاءات العودية. 
الاحظنا في المقطع 0 أن الفرضية التي وضعناها بخصوص حجم العالم - أي “22 ص يا حيث م 
عدد صحيح - مقيّدة جد وهذا يجعل القيم الممكنة ل با بجموعة محدودة جدًا. لذلك سنسمح؛ بدا من 
الآن» بأن يكون حجم العام با أية قوة صحيحة من 2: وعندما لا تكون ال عددًا صحيحًا - أيء إذا 
كانت ا قوة فردية ل 2 (22**4 > ب حيث 0 < ع/ عدد صحيح) - فإننا سنقسم البتات التي عددها باه[ 
لعدد ما إلى البتات [081(/2] الأكثر أهمية والبتات [182:(/2)] الأقل أهمية. وللتبسيطء رمز 
ل 208:0/21 رأي "المذر التربيعي الأعلى" ل ينم بالرمز 1/5 ول (2108:0/2 رأي "المذر التربيعي الأد" 
ل ة) بالرمز 4/5» فيكون لدينا 1/0 ٠‏ 1/2 > به وعندما يكون ما قوةٌ زوجية ل 2 (236 حياء حيث ©/ عدد 
صحيح)؛ يكون لدينا / > :/! > :1/1. وحيث إننا سمحنا بأن تكون لا قوةٌ فرديةٌ ل 2 فيجب إعادة 
تعريف دوالنا المساعدة المذكورة في المقطع 2.20: 
, [مالأ/ع] - مله 
, لام لمسعء ع )هما 
0 0200 


0 أشجار كد80 ملظ مسد 

تعدّل شجرة كهه8 ع9« «هد أو شجرة لظا بنية 58 #دوا0:م. نرمز لشجرة 788 حجم عالّمها با 
بالرمز (:م)8ت0 وما ل تكن ب مساويةٌ الحجم الأساسي 22 فإن الواصفة بز7ه:#مدى تشير إلى شجرة 
(1/1) 8ط وتشير الصفيفةٌ [1- /أ.. #6<]0كدناء إلى (/88)4< 1/6 شجرة. وكما هو موضّح في 
الشكل 05.20 تتضمنٌ شجرةٌ 75:19 واصفتَيْن غير موجودتين في بنية 860]0-71:83: 

٠‏ خرن 11:1 أصغرٌ عناصر شجرة 0988 و 

./88 عزن جهم< أكيرٌ عناصر شجرة‎ ٠ 

إضافة إلى ذلك؛ لا يَظهر العنصرٌ المخرّن في 712 في أي من الأشجار العودية التي عددها (//أ) 288 التي 
تشير إليها الصفيفة «6غوبداء. لذلك» فإن عدد العناصر المخرّنة في شجرة (/ه)88ط 17 هو 1.72 إضافة 
إلى جميع العناصر المخزنة عوديًا في الأشجار التي عددها (لا/أ)88 والتي يشير إليها 
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(اي قاعم 


أشجار (1/11 ١1:8)‏ #آل1 
الشكل 5.20 المعلومات في شجرة ()88< عندما تكون 2 < د. تتضمن البنيةٌ حجمّ العالم بده والعنصرين 7100 
و جم ومؤشرًا «رجه«7«بدد على شجرة (/أ)8جانه وصفيفة [1 - ا/أ.. 67]0:كدداء من 1/7 مؤشرًا على 
(1/أ) تان شجرة. 


[1- غالا.. 0]”منعساء ./ا. لاحظ أننا نعامل 3 و ه72 معاملةٌ مختلفة عندما تنضمن شجرة 88لا 
عنصرين أو أكثر: العنصر المخرّن ني +83 لا يَظهر ني أي من العناقيدء في حين يُظهر العنصرٌ المخرّن 


في جما 





ولما كان الحجم الأساسي هو 22 فإن شجرة (288)2 لا تحتاج إلى الصفيفة 4 التي كانت لدى بنية 
(88)2م-0غ0تسم الموافقة. وبدلاً من ذلك؛ يمكننا تحديد عناصرها من وا 





و ه. فإذا كانت 
شجرة 788 خاليةٌ من العناصر - بصرف النظر عن حجم عالّمها ,: - فإن قيمة كل من 724 و :720 
هي لالظ 

يبين الشكل 6.20 شجرة (288)16 / تتضمن المجموعة (2,3,4,5,7,14,15). وما كان أصغر 
(2)«ونطء فإن العنصر 2 لا يتَظهر ف الشحرة 
(8)4ت التي يشير إليها [0]مغكباء ./ا: لاحظ أن «ضم:.[0]©#كنناء./ا يساوي 3) ويهذا لا يكون 
العنصر 2 في شجرة 088. وبالمثل؛ لما كانت قيمة +5667]0[.720/!./ا تساوي 3: وكان 2 و 3 هما 
العنصران الوحيدان في [67]0كنناء ./اء فإن العنقودين (88)2< ضمن [1/5667]0اع./| خاليان. 


العناصر هو 2» فإن /1/.7 تساوي 2, وحتى لو كان 0 








سيتبيّن لاحمًا أن الواصفتَيْن +721 و ده لما دورٌ أساسييٌ في تخفيض عدد الاستدعاءات العودية 

ضمن العمليات على أشجار .٠15188‏ ستساعدنا هاتان الواصفتان على أربعة صعد: 

1. لم تعد العمليتان 112010/100/! و 2/10/1031 بحاجة إلى عودية» لأن بإمكانهما إعادة قيم 72141 و :د70 
فقط. 

2. يمكن أن تتجنب العمليةٌ 806085508 إجراءً استدعاءٍ عوديٌ لتحديد: هل العنصر التالي لقيمة ما + 
موجودٌ ضمن (:)180!؟ وذلك لأن العنصر التالي ل ند يقع ضمن عنقودها إذا وفقط إذا كانت + أصغر 
تمامًا من الواصفة 720 لعنقودها. يمكن تطبيق برهان مشابه على 8808685507 و 72081. 
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8 ]| الع هه 0-100" لز دنم 
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000 















































الشكل 6.20 شجرة (88)16ن موافقة لشجرة 558:-واهءم الموجودة في الشكل 4.20. تَخرّن هذه الشجرة المجموعة 
(2,3,4,5,7,14,15). تدل "/' على قيم .2011. لا تُظهر القيمة المخزنة في الواصفة 74 لشجرة 88 في أعي من 
عناقيدها. استُعملت الظلالٌُ الغامقة هنا لنفس الغرض المذكور في الشكل 4.20. 


3. يمكننا بزمن ثابت معرفة: هل الشجرة ٠51‏ خالية: أم أنما تحتوي على عنصر وحيدء أم أنما تحتوي على 
عنصرين على الأقل؟ وذلك بالاعتماد على قيمثي 7112 و منه:. وسنستفيد من هذه الإمكانية في 
عمليثي 1805887 و 78عناع8. فإذا لم تكن 7111 و »نه تساويان .11ا» فإن شجرة 088 تكون خاليةٌ 
من العناصر. وإذا كانت +72 و 763 لا تساويان .8011 ولكنهما متساويتان» فإن شجرة 175883 تتضمن 
عنصرًا واحدًا تمامًا. وإذا كانت 724 و 70 لا تساويان 2011 ولكنهما غير متساويتين» فإن شجرة 


88 تتضمن عنصرين أو أكثر. 
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4. إذا علمنا أن شجرة 588 خالية؛ يمكتنا إدراج عنصر فيها بتعديل واصفعَيْها 0< و نهم فقط. ومن 
ثم يمكننا الإدراج في شجرة 8 خالية بزمن ثابت. وبالمثل» إذا علمنا أن شجرة 7588 فيها عنصر واحد 
فقطء يمكننا أن نحذف ذلك العنصر بزمن ثابت بتعديل 728 و 720 فقط. ستمكننا هذه الخواص من 
تخفيض سلسلة الاستدعاءات العودية. 
فإذا كان حجم العالم ‏ قود فرديةٌ للعدد 2: فإن الفرق بين حجمَئْ شجرة 88 الملخص والعناقيد لن 

يؤثر ف أزمنة التنفيذ التقاربية لعمليات شجرة .٠8‏ وستكون جميع أزمنة تنفيذ الإجراءات العودية التي تنجز 

عمليات شجرة 528 موصّفة بالمعادلة التكرارية. 





٠. )420(‏ (0)1 + م/أ)7 > 10 
تشبه هذه المعادلة التكرارية المعادلة (2.20)» وسنحلها بطريقة مشابحة. ليكن لدينا :ع1 > 2: نعيد كتابة 
المعادلة التكرارية بالصيغة: 

. (1)ه + (ا2/"اج)" > (1)25 
وعلاحظة أن 271/3 > [7:/2] لجميع قيم 2 < +7؛ يكون لدينا: 

1)2( > 71)22”/3( + 0)1( ٠. 
وبافتراض (”7)2 > (:)5» نعيد كتابة المعادلة التكرارية الأخيرة هذه بالصيغة:‎ 

(0)1 + (5)22/3 > ()ى 
وحلّها - وفق الحالة 2 من الطريقة الأساسية - هو (001870 > (5)0. (ليس هناك فارق - في الحل 
التقاربي - بين الكسرين 2/3 و 1/2» لأننا عندما نطيق الطريقة الأساسية» جد أن 0 
وبذلك؛ يكون لدينا (ندها م00 > («ع00 > (م)5 - ("”7)2 > 7010 

قبل استخدام شجرة 8095 506 موب علينا معرفة حجم العا ا؛ بحيث نستطيع إنشاء شجرة 
5 علم8 هو بالحجم الملائم الذي عِثّل في البداية مجموعةٌ خالية. يُطلب في المسألة 1-20 برهان أن 
الحجم الكلي المطلوب لشجرة كهه8 8:06 هوب هو (0)4؛ وأنه يمكن إنشاء شجرة خالية مباشرة بزمن 
(:)9. وبالمقابل؛ يمكننا إنشاء شجرة حمراء-سوداء خالية بزمن ثابت. لذلك» رما لا نرغب في استخخدام 





يك 


شجرة 8085 5006 0ه عندما بحري عددًا صغيرًا فقط من العمليات: لأن زمن إنشاء بنية المعطيات قد 
يتجاوز الزمن الذي نكسبه في العمليات المنفصلة. هذه السيئة ليست هامة؛ لأننا نستخدم عادة بنية معطياتٍ 
بسيطةٌ» مثل صفيفة أو قائمة مترابطة» لتمثيل بجموعة عددٌ عناصرها قليل. 

0 العمليات على شجرة وده80 علسظ سهد 

نحن الآن جاهزون لمعرفة كيفية إبحاز العمليات على شجرة 8085 806 «ونا. سندرس» كما فعلنا في بنية 
05 8006 هه و؛هرم: عمليات الاستعلامات أولأ ثم جمع1«:5 و ع5غاع©. ونظرًا لعدم التناظر الطفيف 


الباب /17 / بنى المعطيات المتقدمة 555 


بين العنصرين الأصغر والأعظم في شجرة 788 - عندما تنضمن شجرة 1588 عنصرين على الأقل؛ لا يَظهر 
العنصر الأصغر ضمن عنقود في حين يَظهر العنصر الأعظم - سنورد شبه رماز للجميع عمليات الاستعلام 
الخمس. وكما في العمليات على بنى 8035 5704 هه 10و:م» تفترض العمليات التي تأخذ موسطين ل 
و ب أن ا./ا > + > 0) حيث '1 هي شجرة 8085 587006 1/80 و + هو عنصر. 


كيف نَجِدُ العنصرين الأصغري والأعظمي 
لما كنا عخرّن العنصرين الأصغري والأعظمي في الواصفتين 71 و جه771: فهنالك عمليتان مؤلّفتان من سطر 
واحدء تأحذان زمنًا ثابثًا: 
(17) لجالا ععم ]قمع 
طلا عر 1 


(7) مااع ع1 هق 
عنم .لماعم 1 


تحديدُ وجودٍ قيمةٍ ما :د في المجموعة 
للإجراء («,/1)#عشاحجع1-ععم1 هع حالةٌ عودية كتلك الموجودة في 1820887/!-2010-88م: لكن 
الحالة الأساسية مختلفةٌ قليلاً. لذا فإننا نفحص مباشرة المساواة بين * والعنصر الأصغري أو الأعظمي. وحيث 
إن شجرة 813 لا تخرّن البتات مثلما تفعل بنية 0]0-513,م» فإننا نصمُّم :7588-1888-1800888 للحصول 
على 78105 أو #قاه؟ بدلا من 1 أو 0. 


,7ع هاجع العم هعد 

عملا حت رمه ولدلا -د ع كز 1 
11818 مساعم 2 

2 >د يما كلوقك 3 

4 

5 





قل لسعم 
(() د10 ,[() طعتط] «غكعساء .لجع هلجع اح -ععه88-1 ممعم عواء 


يفحص السطر 1 المساواة بين + والعنصر الأصغري أو الأعظمي. فإذا تحققت» فإن السطر 2 يعيد القيمة 
#نا»5. وإلاء يختبر السطرٌ 3 الحالة الأساسية. ولما كانت شحرة (288)2 لا تنضمن سوى العناصر الموجودة 
ف 7102 و جه إذا كانت هذه هي الحالة الأساسية: فإن السطر 4 يُعيد القيمة 84158. تحري معالحة 
الاحتمال الآخر - إذا لم تكن هذه هي الحالة الأساسية؛ وكانت + لا تساوي 724 ولا عنهم - بالاستدعاء 
العودي في السطر 5. 

توصّف المعادلة التكرارية (4.20) زَمنَ تنفيذ إجراء 8]8<088#-هم8-1ع»ه لذا فإنه يستغرق 


زمنًا (دهاج00. 
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كيف نَجِد اللاحق والسابق 
نوضح فيما يلي كيف ننجز عملية 5060550#. تذكّر أن إجراء (د,/8-50605508)1 5070-8 قد 
ري استدعاءئن عوديين: أحدهما لتحديد: هل لاحق * موجود في عنقود * نفسه؟ وإذا لم يكن كذلك» 
فآر للعثور على العنقود الذي يتضمن لاحق *. ولما كان باستطاعتنا الوصول سريعًا إلى القيمة العظمى في 
شجرة 0088 فيمكننا تجنب إجراء استدعاءين عوديين؛ والقيام بدلاً من ذلك باستدعاءٍ عودي واحد على 
عنقود أو على الملخص؛ ولكن ليس عليهما معًا. 

(«,/)01دكع عع ناك ععم1- هع 


2 ع ا 1 
ك1 








عجه .لا لمة 0 2 
[ مساعم 3 

الج ممعم عوك 4 

0لا > عد لمة لتلا غد ود .لا لتعواء ‏ 5 
6 

7 

8 





7 متساعم 
([() طعنط] ع عكساء . /1) اناج عدم اط لقعب ع برواجم عوك 
الا0ا-تته"< > (د)نلا10 مجه باالطاغ ببرو]ا- جه كذ 








(#ت)سها,[وج) طهنط]منعساء ,7)«مدمعع» ناك ععم ]طعا - عمو[ /ه 9 
(ممر/عره ,)طول )عله مسمم 10 

((ت)طوتط ,تدمج وى 01« 0ذكعع ناك ععم8-1عا؟ ع “رمع عساء- عند موه 11 
الا ع «واعبداء-ععلاد 6 12 

لال ممعم 13 

([7أكسناء-ءعددى] "وغ كسناء . 1)17<نالجالجلاط!-ععم1-قاعا؟ - بعؤزره عواء 14 
(عد ]زه م فعساع-ععنى )عله ممم 15 


لهذا الإجراء ستة تعليمات «نامع: وحالاتٌ متعددة. نبدأ بالحالة الأساسية في الأسطر 44-2 التي تعيد 
القيمة 1 في السطر 3 إذا كنا نحاول إيجاد لاحق 0 وكان 1 موجودًا في المجموعة المؤلفة من عنصرين؛ وإلاء تعيد 
الحالة الأساسية القيمة .2011 في السطر 4. 

إذا ل نكن في الحالة الأساسية: فإننا نتفمّد بعد ذلك في السطر 5: هل أصغر تمامًا من أصغر عنصر؟ 
فإذا كان كذلك؛ نعيد ببساطة أصغر عنصر في السطر 6. 

إذا وصلنا إلى السطر 27 نعرف عندها أننا لسنا في الحالة الأساسية وأن * أكبر أو يساوي أصغر قيمة 





ف شجرة 788 /[. يسئدُ السطرٌ 7 قيمة أعظم عنصر في عنقود * إلى «ا0ا-ه7. إذا كان عنقود * يتضمن 
عنصرًا أكبر من ده نعلم عندها أن لاحق * موجودٌ في مكانٍ ما ضمن عنقود #. يختبر السطرٌ 8 هذا الشرط. 
إذا كان لاحق + موجودًا في عنقود #, يحدّدُ السطرٌ 9 مكانه في العنقود؛ ويعيد السطرٌ 10 العنصرٌ اللاحق 
بنفس طريقة السطر 7 من 28070-88-500085507. 


الباب /7 / بنى المعطيات المتقدمة 557 


نصل إلى السطر11 إذا كان + أكبر أو يساوي أعظم عنصر في عنقوده. في هذه الحالة» بجِدُ الأسطلٌ 
15-1 لاحقّ ‏ بنفس الطريقة المعروضة ف السطور 12-8 من 282010-088-51006085507. 

من السهل رؤية كيف توصّف المعادلة التكرارية (4.20) زمن تنفيذ 88-7288-5006085508. واعتمادًا 
على نتيجة الاختبار في السطر 8؛ يستدعي الإجراءُ نفسته عوديًا إما في السطر 9 (على شجرة 75828 وبحم 
عا ة/أ) وإما في السطر 11 (على شجرة 88+ بحجم عا ا/أ). في كلتا الحالتين» يكون الاستدعاء العودي 
الوحيد هو على شجرة 588 وبحجم عال م/أ على الأكثر. يستغرقٌ باقي الإجراء زممًا (0)1: ومن ضمنه 
الاستدعاءان /03م1130100!-ععى88-1؟ و لانالجاتماج-ععم1هعن. لذلك, بنذ ومووعععن5-ععة1 88 
بزمن (18 018 في أسوأ الحالات. 

إن إجراء «8550ععمعط-8عم88-1 مناظرٌ لإجراء 5508عع6نا8-5 088-728 ولكن مع حالة 
إضافية. 


(,/ا)0دكععع مهمه عمد هقر 





>> ونج /ا قمة 1 
0 عر 3 
لكاة ممعم عولء. 4 
عتمم /ا < عدهمة خالا غ حم .لا كأعواء 5 
اننا 6 
([() طونط] "ع غكساء . /)ا<نااج اجا عع دهعب سما مرعواء 7 
#لاماس تلت < («)بناه! لهة متتلذغ 71-0 كلا 8 
((:) اه ,[(»«)طونتط]«عغعساء . /0«)1دقعععمعمم-ععم]1-ظظا ع غءو[/ه 9 
(6 مده ,(0) طعت )ععقها مسعم 10 
(0ت)طوتط ,ترجمهب«سد, /إ)جوذكعع ع معو ممعم ]هع ؟ ع «عنكباء- مجم عقاء 11 





ا -- «مأكساء-4 70م كذ 12 

ا < ع ههه لاز ع اد .”1 كذ 13 

قا شاعم 14 

11ل( ممعم عواء. 15 

([#منعساء- ف ع جص ”ء نعبتاء . 07 /«الحهتماظععه1-ظع؟ - عمو ]زه عوله 16 
مده رع كساء افع جم كفم مسعم 17 


يكوّن السطران 14-13 الحالة الإضافية. تحدث هذه الحالة عندما لا يكون لاحقٌ ‏ - إن كان موجودًا - 
ضمن عنقود بد. تأكّد لدينا في إجراء 28-788-51060550 أنه إذا كان لاحقٌ * موجودًا خارج عنقود 
نه فلا بد من أن يوجد ف عنقودٍ ذي رقم أعلى. لكنْ إذا كان سابق د هو القيمة الصغرى في شحرة 7 
88 فإن السابق لا يوحّد في أي من العناقيد. يتفقد السطرٌ 13 هذا الشرط» ويعيد السطرٌ 14 القيمة 
الصغرى كما هو مطلوب. 
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لا تُؤثر هذه الحالة الإضافية على زمن التنفيذ المقارب لزمن إجراء 85508ععمع8-89عم88-1نا عند 
مقارنته ب 2-506©85507# 0128-15 وهكذا ينقَّذْ 0802550#عهط-8 88-15 بزمن (لا عا ع0)1 في أسوأ 
الحالات. 


إدراج عنصر 
نبحث الآن في كيفية إدراج عنصر ضمن شجرة 088. نذكر هنا بأن 877ؤل«ا-52010-88 أجرى 
استدعاءين عوديين: أحدهما لإدراج العنصر والآخر لإدراج رقم عنقود العنصر ضمن الملخخص. سيقوم إجراء 
758-18-12/5877 باستدعاء عودي واحد فقط. كيف نصل إلى استدعاء واحد فقط؟ عندما ندرج 
عنصراء فإما أن يوحد في العنقود الذي يضاف إليه هذا العنصرء عنصرٌ آخرٌ سلماء وإما لا. فإذا تضمّن 
العنقودُ عنصرًا آخر سلمًا بالفعلء فإن رقم العنقود موجودٌ فعليًا في الملخحصء وبذلك لا نحتاج إلى أن بحري 
ذلك الاستدعاء العودي. وإذا لم يتضمّن العنقودُ عنصرًا آخرّ سلقّاء فإن العنصرّ المدُرَج يصبح العنصرٌ الوحيد 
في العنقود, ولا نكون بحاجة للتكرار عوديًا لإدراج عنصر في شجرة ٠88‏ خخالية: 
(<,/ا)كمعاواجا- قاعم 1- مادعا عاد 
دك فا 1 
عاج مم17 2 
إذا كان لدينا هذا الإجراءء بحد فيما يلي شبه الرماز لإجراء (د,/ا)8-1«5837 88-158 الذي يفترض 
أن :* ليس موجودًا بالفعل في المجموعة التي تمثلها شجرة 588+ /1: 
(د,/ا) تمع وحا مم1 هتاه 
اخ عد منورلا ئغض 1 
(د,/ا)تمعوا عه تمدع هع 
لصملا > عد كزعواء 
”ا طاد عد عوممطعي. 


2 

3 

4 

2 < ناما كز 0 

([(#)طونط] ع نكسا .”)الماح صعم 8-1 كذ 6 
7 
8 
9 
0 
1 





كلل 





(0) طنط ,برجم مسد ./1) 5187ل( ممع 
((2) سه ,[() طونط]«ءغكساء . 7ا) تمعد« عع ه 1 با مدع فعا 
(()سدها ,[) طعنط] عم كساء ./ا)تمع وجا ععم1- 8ع عوك 
جه .لا < ع كز 
عدت جم .7 


يعمل الإجراء كما يلي: يتحمّق السطرٌ 1 من أنّ /] هي شجرة 788 خالية؛ فإذا كانت كذلك؛ يعالج 
السطرٌ 2 هذه الحالة السهلة. تفترض السطور 11-3 أن /ا غير خالية» ولذلك فإن عنصرًا ما سيّديّج في أحد 
عناقيد 17. ولكن قد لا يكون هذا العنصر هو العنصر « الذي مُرّر إلى 7588-1588-1855 بالضرور 


ة. إذا 





الباب 7 / بى المعطيات التقدمة 339 


كان 1< > + عند اختباره في السطر 23 فإن > يحب أن يُصبح :هم الحديد. لكننا لا نريد أن نضيّع 148 
الأصلي؛ ولهذا لا بد من أن ندرجه في أحد عناقيد /|. في هذه الحالة» ييادل السطر 4 بين * و 7804 بحيث 
ندرج 2 الأصلي في أحد عناقيد /1. 

لا نتقّذ الأسطر 9-6 إلا إذا لم تكن /ا شجرة 028 في الحالة الأساسية. يحدد السطر 6: هل العنقود 
الذي سيضاف فيه :د خالٍ حاليً؟ فإذا كان كذلك؛ يُدرج السطر 7 رقم عنقود ‏ في الملخص؛ ويعاللج 
السطر 8 الحالة البسيطة لإدراج « في عنقود خالي. وإذا لم يكن عنقود ‏ خاليًا حاليّاء يُدرج السطر 9 
العنصر « في عنقوده. في هذه الحالة» لسنا بحاجة إلى تحديث الملخص؛ لأن رقم عنقود “ هو عنصر موجود 
فعليًا في الملخص. 

أخيراء يتولى السطران 11-10 تحديث جعد” إذا كان جه < #. لاحظ أنه إذا كانت /1 هي 
شجرة 758 في الحالة الأساسية» أي ليست خالية» فإن الأسطر 4-3 و 11-10 تَحدّث اننا': و جما 
بصورة صحيحة. 

مرة أخرى. يمكننا بسهولة أن نرى كيف توصّف العادلةٌ التكرارية (4.20) زمنٌ التنفيذ. حسب نتيجة 
الاختبار في السطر 66 يجري تنفيذ الاستدعاء العودي في السطر 7 (التنفيذ على شجرة 1588 مع حجم عال 
يساوي /ا)» أو الاستدعاء العودي في السطر 9 (التنفيذ على شجرة 158 مع حجم عا يساوي مالأ). في 
كلتا ال حالتين» فإن الاستدعاء العودي الوحيد هو على شجرة 58 مع حجم عا يساوي على الأكثر 16/أ. 
وما كان الباقي من 58-1«0535م88-1 يُستغرق زمنًا (0)1» فإننا نطبّق المعادلة التكرارية (4.20)؛ وبذلك 
يكون زمن التنفيذ (لا ع1 ع0)1. 
حذف عنصر 
أخيزاء نلقي نظرة على كيفية حذف عنصر من شجرة .٠88‏ يفترض الإجراء (,/7)1هاع-8ع 88-1 
أن د هو حاليًا عنصرٌ موجودٌ في المجموعة التي تمثلها شجرة 5889( /. 


(:,7) كتداع ط-ععه1-ظتا 
1 





(ترجم«جوصد . 1)17جتالجهلا مهم طعا - «منعساع ص[ 10 
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#67 كلدك ستعس/) عه ص1 
(([7أكسداء -غىجال] عع كعسداء . 17) ظنالط الجا ععم 1 هعد 














ع ااا 12 

((«)مه! ,[م)طونط]"ءغكساء . /ا) ع اعاطا-ععم 1 قاع 13 

1لا -- ([()طونط] "ع كسساء . /1) لجنا اج اجا ا-ععم 1 هعد كذ 14 

((#طوتط ,جم نسدد . /ا) كاعم هعد 15 

جه .ل -د عر از 16 

(ترجم سد . /ا)اجنااج جما ععم هع ع بجم هبرجم تسد 17 

عاالا د ييه تبر جم نسدد كذ 18 

لد لا - جم لا 19 

719 0 000 20 
(([ته 7د برجم« سدى] رع كساء . /)ل(نال«اكته ١]‏ ععم ]هنا 

عدم .لا ددح عر أزعواك. 21 

,() طعتط) عله د عمد را 22 


(([0)طهنط] ع ععساء . /1)اجنااج كسم الا ععم تمع 


يعمل إجراء 7518-1881-0017 كما يلي: إذا تضمنت شجرة 7518 /|ا عنصرًا واحدًا فقطء فإن 
حذفه يتم بالسهولة التي جرى فيها إدراج عنصر في شجرة 758 خالية: إذ يكفي أن نجعل قيمة 784 
و جه مساوية ل .11ل. تعالم الأسطر 3-1 هذه الحالة. وق الحالة المعاكسة: يكون في / عنضران على 
الأقل. يختبر السطر 4 إذا كانت /1 شجرة 758 في الحالة الأساسية: فإذا كانت كذلك. تمع الأسطرٌ 8-5 








و ع7 مساوية للعنصر الوحيد الباقي. 
تفترض الأسطر 22-9 أن 1 تتضمّن عنصرين أو أكثر وأن 4 < . علينا في هذه الحالة» أن نحذف 
عنصرًا من العنقود. ولكن قد لا يكون العنصر الذي نحذفه من العنقود هو +ء لأنه في حال كان د يساوي 
عندئذء حالما نحذف بدء يصبح عنصرٌ آحر من أحد عناقيد /ا هو ]78 المديدء وعلينا أن نحذف هذا 
العنصر الآخخر من عنقوده. إذا أظهر الاختبار في السطر 9 أننا في هذه الحالة: عندها يضع السطر 10 في 
5467لا]5-6”/ رقم العنقود الذي يتضمن العنصر الأصغري غير ]72: ويضع السطر 11 في :د قيمة العنصر 
الأصغري في ذلك العنقود. يصبح هذا العنصر هو 7:8 الحديد في السطر 12غ ولأننا وضعنا قيمته في ذه 
فسيكون هو العنصر الذي سيحذف من عنقوده. 

عندما نصل إلى السطر 013 نعلم أيضًا أنه يجب أن نحذف العنصر ‏ من عنقودهء سواء أكان + هو 
القيمة الممررة أصلاً إلى 58-7878-2817 أم كان + هو العنصر الذي أصبح العنصر الأصغري الحديد. 
يحذف السطر 13 العنصرٌ :د من عتقوده. ربما يكون هذا العنقود قد أصبح اليا وهو ما يختبره السطر 14 
فإذا كان كذلك؛ عندها نحتاج إلى حذف رقم عتقود ‏ من الملخصء وهو ما يعالحه السطر 15. بعد تحديث 
الملخص؛ ربا نحتاج إلى تحديث دهة<. يتفمّد السطرٌ 16 حَذْفَ العنصر الأعظمي في /اء فإذا كان كذلك» 
يضم السطرٌ 17 في جه يميد رقم العنقود غير الخالي ذي الرقم الأعلى. (يعمل 
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الاستدعاء (برجه تدك ./060)1ا0««ماط-ععم1وع؟ لأننا استدعينا 8178ا88-1288-08 عوديًا على 
بجمست«صك.ناء ومن ثم يكون ممه .زجه مد .”ا قد حُدِّث سلفًا بالصورة الملائمة.) إذا كانت جميع 
عناقيد '/ا خالية؛ عندها يكون العنصر الوحيد الباقي في /[ هو 7100؛ يتحقق السطر 18 من هذه الحالة» 
ويحدّث السطر 19 قيمة 7:0 بالصورة الملائمة. في الحالة المعاكسة: يضع السطر 20 في +نهة” العنصرٌ 
الأعظم من العنقود غير الخالي ذي الرقم الأعلى. (إذا كان العنصر قد حُذِِفٌ من هذا العنقود. فنعتمد ثانية 
على أن الاستدعاء العودي في السطر 13 قد صحح سلقًا واصفة >نه:” من ذلك العنقود.) 

في النهاية؛ علينا أن نعالج الحالة التي لا يصبح فيها عنقود # خاليًا نتيجة حذف *. رغم عدم ضرورة 
تحديثنا للملخص ف هذه الحالة؛ إلا أنه قد يكون علينا تحديث يده:7. يختبر السطر 21 هذه الحالة» وإذا كان 
علينا تحديث *730: يقوم السطر 22 بذلك (مرة ثانية بالاعتماد على أن الاستدعاء العودي قد صحح 108 
في العنقود). 

نبين الآن أن 78تاع2-مع«88-1 يجري تنفيذه بزمن (/اج 0018 في أسوأ الحالات. قد يبدو للوهلة 
الأولى» أن المعادلة التكرارية (4.20) لا تُطبّق دائمّاء لأن استدعاءً واحدًا ل 788-1888-981878 قد ينشئ 
استدعاءين عوديين: أحدهما في السطر 13 والآخر في السطر 15. ومع أن الإجراء قد يجري الاستدعاءين 
كليهماء فلنفكر في ما يحدث عندما يفعل ذلك. كي يحدث الاستدعاء العودي في السطر 15؛ يجب أن يبيّن 
الاختبار في السطر 14 أن عنقود ‏ خالل. الحالة الوحيدة التي يمكن أن يكون فيها عنقود : خاليًا هي إذا كان 
* هو العنصر الوحيد في عنقوده عندما قمنا بالاستدعاء العودي في السطر 13. لكن إذا كان هو العنصر 
الوحيد في عنقوده؛ يكون ذلك الاستدعاء العودي قد تطلب زمنًا (0)1» لأنه نفذ الأسطر 3-1 فقط. 
بذلك». يكون لدينا احتمالان يستثني أحدهما الآ 








ه يستغرق الاستدعاء العودي في السطر 13 زمنًا ثابنًا 

.15 لم يحصل الاستدعاء العودي في السطر‎ ٠ 

في كلتا الحالتين تُوصّفُ المعادلةٌ التكرارية (4.20) زمن تنفيذ اع 088-78-8 وبذلك فإن زمن تنفيذه 
في أسوأ الحالات هو (نا1 0)08. 

تمارين 

1-0 

عدّل أشجار 5:8 لتدعم المفاتيح المكررة. 

20 

عدّل أشجار 88 لتدعم المفاتيح التي لها معطيات تابعة مرتبطة. 
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الفصل 20 / أشجار 5هه8 فم مدل 


3-0 

اكتب شبه رماز لإجراءٍ ينشئ شجرة 8025 55106 موب حالية. 

40 

ماذا يحدث لو استدعيت 05877]-788-1788 على عنصر موجود سابقًا في شجرة 088؟ وماذا يحدث لو 


استدعيت 11818 (7518-17185-1 على عنصر غير موجود في شجرة 0518؟ فسّر لماذا يسلك هذان الإجراءان 
هذا السلوك. 








كيف نعدّل أشجار 588 وعملياتما بحيث نتحقّق ف زمن ثايت من وجود عنصر ما فيها. 
50 

افترض أننا أنشأناء بدلاً من «/أ عنقودًا حجمُ عا كل منها ما/أ: أشجارٌ 88 ليكون فيها “/3ية عنقوداء 
حجمٌ عالّ كل منها */1-1ب: حيث +/ ثابت أكبر من الواحد. إذا كان علينا أن نعدّل العمليات بصورة 
ملائمة؛ ماذا سيكون زمن تنفيذها؟ افترض بحدف || 





» أن #/آيد و 1-1/6ين أعداد صحيحة دومًا. 
60 

إن إنشاء شجرة 758 حجمُ عالّمها با يتطلب زمًا (:م)9. افترض أننا نرغب بحساب تفصيلي لهذا الزمن. 
ما هو أصغر عدد عمليات 7 بحيث تستغرق كل عملية في شجرة 88 ما زمنًا عخمّداً (با ها ها)0؟ 


1-0 متطلبات الحجم لأشجار عووظ عفدت «هد 


تسبر هذه المسألة متطلبات الحجم لأشجار 5ده8 27006 موب وتقترح طريقة لتعديل بنية المعطيات للبعل 
متطلبها من الحجم يعتمد على عدد العناصر 2 المخزنة حاليًا في الشجرة» وليس على حجم العا /ا. نفترض 


للتبسيط أن 26/: دائمًا عدد صحيح. 
. فسّر لماذا توصّف المعادلة التكرارية التالية المتطلب الحجمي (/)2 لشجرة 8025 81006 0 حجمُ 
عالمها يه: 
٠ 05.20‏ )© + 1026/0 + الم د جام 


ب. أثيت أن للمعادلة التكرارية (5.20) الح (:)0 > (2)0. 


لتقليص لمتطلبات الحجمية؛ نعف شجرةٌ ذات حجم مقلّص 5مه8 عفسظ هد ععهمسفعء هوب أو 
شجرة تاه ك*» بأنها شجرة 88+ 7 مع التغييرات التالية: 
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الواصفة 67موبا]ء./1 بدلاً من أن تكون عنرنة كصفيفة بسيطة من المؤشرات على أشجار 188 مع 
حجم عال /. هي الآن جدول التلبيد عاطها وه (انظر الفصل 11) خرن كجدول ديناميكي (انظر 
المقطع 4.17). يرن جدولُ التلبيدء كما في نسخة الصفيفة من 6غولة!ء./اء مؤشراتٍ على أشجار 
2588 بحجم عا «/.. لإيجاد العنقود ذي الترتيب ‏ نبحث عن المفتاح : في جدول التلبيد» وبذلك 
يمكننا إيجاد العنقود ذي الترتيب ‏ يبحث واحدٍ في جدول التلييد. 





يخرنَ جدول التلبيد مؤشراتٍ إلى العناقيد غير الخالية فقط. يعيد البحث عن عنقودٍ خالٍ في جدول 
التلبيد القيمة .0/11 مبيئًا أن العنقود خال. 

تأخذ الواصفة ».| القيمة .8011 إذا كانت جميع العناقيد خالية. في الحالة المعاكسة يشير 
«رجه تسد" إلى شجرة 25-88 بحجم عا عالد. 


لما كان جدول التلبيد يُنجَز باستخدام جدول ديناميكي» فإن الحجم الذي يتطلبه متناسبٌ طردًا مع عدد 
العناقيد غير الخالية. 


عندما نحتاج إلى إدراج عنصر في شجرة 25-88 خالية» ننشئ شجرة 8-0513 باستدعاء الإجراء 


التالي» حيث الموسط مه هو حجم العالم لشجرة 85-08:8. 


حْ 


(اعهه 1 -ظتا ,مق اوعال ع تمع 

اعم 8تانا وعم ع عندعواالة 

لاح يال 

الات اندلا 

لد كا 

1الا ت 177107 تلاك لا 

عامقا طكقط عتسقمزل نواممع م كه «عغكبباء .لا عامعى. 
الا 


إن ده شال ماله قد 


. عدّل إجراء 887ون«ا-هصم88-7؟ لتوليد شبه رماز لإجراء (د,/م)85عوا«اءععم81ع وه الذي 


يدرج + في شجرة /| من غط 8113 مستدعيًا ع8م3/88-5-088-1-عتمعج0 عند اللزوم. 


٠‏ عدّل إجراء 0#دكعع ناك عهم8-1تا» لتوليد شبه رماز لإجراء (ند,/085508)1 88-5060 ج13-088-1 


الذي يعيد العنصر اللاحق ل + في شجرة /1 من نمط 125-058 أو .2011 إذا لم يكن ل +« عنصر لاحق في /1 


. أثبت - بافتراض أن التلبيد بسيط ومنتظم - أن إجراءي 5835ا«ل-عهم28-88-1 و -25-088 


7888-50008550 ينفذان بزمن متوقع عخمّد (بدعا ج0)1. 


188-088 بافتراض أن العناصر لا تذّف أبدًا من شجرة 00588 أثبت أن المتطلب الحجمي لبنية شجرة‎ ٠ 


هو ()0؛ حيث هو عدد العناصر المخزنة حاليًا في شجرة 289:-85. 
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اخ. الأشجار 28-88 لها مزية أخرى على أشجار 88: حيث يتطلب إنشاؤها زمنًا أقل. كم يستغرق 
إنشاء شجرة 25-088 فارغة؟ 


2-0 بنية وهام اكماوار 





٠‏ مثل أشجار 87106 هل 


5 
ووو كلاً من العمليات 7ع8ا(ع1/! و 1201301070/! و 14نال لامالا و 08ؤو5عمعع<ه و 0و5و8 5060 على 


تبحث هذه المسألة في بنية "هعنم 4ه-ير“ التي اقترحها 64ها|8/1 .2: والتي 


عناصر مأخوذة من عا حجمُه با بزمن (:182 0018 في أسوأ الحالات. تستغرق عمليتا 12/5875 و 7281.815 
زمًا مخمّدًا (/8ه1 ع0)1. تستخدم 5ع 6وه-يه حجمًا (0)0 فقط لتخزين « عنصرًا مثل أشجار 
كد80 ع0 هوا ععدمه-لع نلعم (انظر المسألة 1-20). يعتمد تصميم 8:©5؛ 956-ز على التلبيد المثالي 
افقط )عم زانظر المقطع 5.11). 

في بنية مبدئية» افترض أننا ننشئ جدولٌ تلبيد مثالي لا يتضمن جميع العناصر في المجموعة الديناميكية 
فقطء بل يتضمّن كلٌ سابقة «5615م من التمثيل الثنائي لكل عنصر في المجموعة. فمثلاء إذا كان 16 > لاه 
فإن 4 > هاء والعنصر 13 > + موجود في المجموعة. ولما كان التمثيل الثنائي ل 13 هو 21101 فإن جدول 
التلبيد المثالي سيتضمن المتواليات 1 و 11 و 110 و 1101. ننشئ إضاء 
الترابط من العناصر الموجودة حاليًا في المجموعة. ب 


أ. ما الحجم الذي تنطلبه هذه البنية؟ 





إلى جدول التلبيد قائمةٌ مضاعفة 





رتيب متزايد. 


ب. بين كيفية إبحاز عملي 201019006 و 0030<اعاهاا بزسن (0)1؛ وعمليات 1/8088 
و 85508ع8هعمط و 50#وعععن5 بزمن (ندع! م|)0؛ وعمليئي 1<05887 و عتضاع2 بزمن (0 ع0)1. 


لتقليص المتطلب الحجمي إلى (0)7» نقوم بالتعديلات التالية على بنية المعطيات: 


٠»‏ تُعَْقِدُ العناصرٌ التي عددها ‏ ضمن :2/181 مجموعة ذات حجم غها. (افترض الآن أن ماه[ 
تَقْسِمُ #.) تتألف المجموعة الأولى من ىا أصغر عنصر في المجموعة. وتتألف المجموعة الثانية من :181 
أصغر عنصر مما تبقى» وهكذا. 

مثلة" عن كل مجموعة. تكون قيمة ممثل المجموعة ذات الترتيب ؛ مساوية لقيمة أكبر عنصر 
في امجموعة : على الأقل» وهي كذلك أصغر من جميع عناصر المجموعة (1 + 4). (يمكن أن يكون ممثل 
آخر مجموعةٍ أكبرٌ عنصرٍ ممكن :ة منقوضًا منه 1.) لاحظ أن الممثل يمكن أن يكون قيمة غير موجودة 
حاليًا في المجموعة. 

الغ 18 عنصرًا من كل مجموعة في شجرة بحثٍ ثنائية متوازنة» مثل شجرة حمراء-سوداء. يشير كل بمثلٍ 
إلى شحرة الببحث الثنائية النوزنة اخاصة بمجموعتهاء وتشير كل شحرة بحث ثنائية متوازفة إلى ممثل يخموعتها. 








٠‏ نعيّن قيمةٌ 
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٠‏ يرن جدولُ التلبيد امثالي الممثّلين فقطء كما يخزنون أيضًا في قائمة مضاعفة الارتباط بترتيب متزايد. 
نسمي هذه البنية 6زم اكملدثر. 
ت. بين أن ما 54ها-ير تتطلب حجمًا (0)2 فقط لتخزين « عنصرًا. 


ث. بين كيفية إبحاز عمليئي 21100100131 و 031ا00ته]! بزمن (/ي[ 0)18 باستخدام عذتها +كف-لز. 


ج. بين كيفية إبحاز عملية 21801888 بزمن (/ 18 ج0)0. 
ح. بين كيفية إنحاز عمليتي 28828025507 و 5006085508 بزمن (/ ها 008. 
خ. اشرح لماذا تستغرق عمليتا 120588 و 281878 زا (نا ع1 2)08. 
د. بين كيفية إرخاء »«هاء: متطلب أن يكون عددٌ عناصر كل مجموعة من 054-0516-/ز هو 14ج| عنصرًا 
تماًا ليسمح بتنفيذ 125837 و 21278 بزمن عنمّد (: ها ج01 دون التأثير في الأزمنة المقاربة لتنفيذ 
العمليات الأخرى. 
ملاحظات الفصل 


سيت بنية المعطيات في هذا الفصل باسم 8085 8906 8ه .28 الذي وَصّفَ 





أولية للفكرة في عام 
5 [339]. فصلّت المقالات اللاحقة ل كده8 عفمظ هدر [340] و كدد8 عفسظ هدر و كممك1 
و هتادازن2 [341] الفكرةً والعرض. وسّع «مدطاناء]/3 و عطقل! [252] لاحمًا هذه الأفكار لتطبق على 
حجوم عا أولية. يتضمن كتاب «هطاذاء3/1 [249] معالحةٌ لأشجار 5ده8 8506 0 تختلف قليلاً عما هو 
موجود في هذا الفصل. 

قام اعز1هعدك2 وزملاؤه [84] باستخدام الأفكار المتعلقة بأشجار 8095 87006 2لا لتطوير شجرة 





بحث من ثلاثة مستويات غير عودية تُنَقُذْ بصورة أسرع من أشجار 8025 8306 20+ في تخاربهم الخاصة. 
ع نآ قمه عمو [347] إصدارًا عتاديًا أنبويًا لعمناءمنمعتوسلروط من أشجار ع0دم8 مود 
لكل عملية ويستخدم (/هع[ )0 مرحلةٌ في الأنبوب عمناءمام. 

بين حدّ أدن اكتشفه دموداة و «نددط1 [274 ,273] للعثور على العنصر السابق موووعءعلعمم. 
أن أشجار 8035 عد مو مثلى لهذه العملية» ولو كانت العشوائية مسموحة. 
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تك المعطيات للمجموعات المنفصلة 


تتطلب بعضُ التطبيقات تحميعَ « عنصرًا متمايرًا في تجمّع من المجموعات المنفصلة. تحتاج هذه التطبيقات غالبًا 
إلى إجراء عمليتين هما: إيجاد المجموعة الوحيدة التي ينتمي إليها عنصر ماء وتوحيد مجموعتين. يستكشف هذا 
الفصل طرق الحفاظ على بنية معطيات تدعم هذه العمليات. 





يصف المقطع 1.21 العمليات التي تدعمها بنية معطيات مجموعات منفصلة؛ ويقدم تطبيقًا بسيطا. وفي 
المقطع 2.21 ندرس تنجيرًا بسيطًا للمجموعات المنفصلة باستخدام اللائحة المترابطة. يعطي المقطع 3.21 تمثيلاً 
أكثر فعاليةٌ باستخدام الأشجار ذات الذور. إنَّ زمن الشفيذ باستخدام التمثيل الشجري هو نظريًا فوق 
خطي. لكنه خعطيٌ في جميع الأهداف العملية. يعرف المقطع 4.21 دالةٌ سريعة النموء ودالتها المعاكسة البطيئة 
النمو التي تظهر في زمن تنفيذ العمليات على التنجيز الشجري وتناقشهماء ثم يُثبت - بالتحليل المحمّد - 
حدًا أعلى لزمن التنفيذ الذي هو بالكاد فوق خطي. 


عمليات المجموعات المنفصلة 





تحتوي بنية معطيات المجموعات المنفصلة #سدع همد همل »5_«زمزوك على بَحمّع 
(5,...,وك,ر5] > ق, من المجموعات الديناميكية المنفصلة. حُُدّد كك بجموعة بممكل #«لاه/«عىء مهم هو 
أحد عناصرها. في بعض التطبيقات؛ لا يُعدٌّ العنصر الذي استُخدم ممثّلاُ أمرًا مهمًا؛ بل المهم أننا إذا طلبنا 
مدل مجموعة ديناميكية مرتين دون تعديل المجموعة بينهما هو أن نحصل على الإجابة نفسها. قد تتطلب 
تطبيقات أخرى وجود قاعدة محدّدة سلقًا لاختيار الممثل؛ كاختيار العنصر الأصغر ف المجموعة (طيعًا بافتراض 
إمكان ترتيب العناصر). 
وكما في تنجيزات المجموعات الديناميكية الأخرى التي درستاهاء مُث كل عنصر في المجموعة بغرض 
0عزناه. فإذا كان »د غرضاء فإننا نرغب بدعم العمليات التالية: 
(2/415-581 إنشاء بجموعة جديدة فيها عنصر وحيد هو # (ومن ثم فهو الممثل). ولمًا كانت المجحموعات 
متفصلة» فإننا نطلب ألا يكون + موجودًا سلقًا في مجموعة أخرى. 
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(1000)6ال] الاجتماع الذي يمع الجمموعتين الديناميكيتين اللتين تحتويان على + و ب (,5 و بر5 مثلا) في 
مجموعة جديدة هي اجتماعهما. نفترض أن الجموعتين منفصلتان قبل العملية. إن تمثّل الجموعة الناتجة 
هو أي عنصر من ركلا يك علمًا بأن العديد من التنجيزات يختار مكل ,5 أو برى ليكون ملا 
للمجموعة الجديدة. ولمًا كان المطلوب هو أن تكون المجموعات في التجمّع منفصلة» فإننا ندر 
لإدتاوعق المجموعتين ,5 و ,رك مفاهييًا وتحذفهما من التجمّع ,. وغالبًا ما نقوم عمليًا بانتصاص 
نوواة عناصر إحدى المجموعتين ضمن امجموعة الأخرى. 
()50010-587 إيجاد بجموعة تعيد مؤشرًا إلى ممثل الجموعة (الوحيدة) التي تحتوي على *. 
سنحلل في هذا الفصل أزمنة تنفيذ العمليات على بنية معطيات المجموعات المنفصلة بدلالة وسيطين 
هما: : عدد عمليات 8]418-587 ؛ و :7 العدد الكلي للعمليات 587-كلم]! و ا(مالانا و :500-587 ٠‏ 
ولمًا كانت المجموعات منفصلة فإِذَّ كل عملية 110010 تُقلُص عدد المجموعات بمقدار واحد. ولذلك» وبعد 
1-1 عملية تبقى لدينا بمجموعة واحدة فقط. ومن ثم فإن عدد عمليات «10(010 هو على الأكثر 1-:. 
لاحظ أيضًا أنه لما كانت عمليات 8465-57 متضمّنة في العدد الكلي للعمليات د فإن * < +7. 
انفترض أن عمليات 205-587 هي العمليات ال :: التي المنجرّة أولاً. 








تطبيق على بنى معطيات المجموعات المنفصلة 
يَظهّر أحد التطبيقات المتعددة لبنى معطيات المجموعات المنفصلة في تحديد المكونات المرتبطة في بيان غير 
موجه (انظر المقطع ب.4). فمثلأء يُظهر الشكل 1.21(أ) بيانًا مؤلقًا من أربعة مكونات. 
يُستخدم الإجراء 5آ02318180-0001700753© التالي عمليات المجموعات المنفصلة لحساب 
المكونات المرتبطة في بيان. بمجرد تنفيذ 01100020055©-0ع0007:27 لمعالجة أولية للبيان» يقوم الإجراء 
15-0201000807للم5 بالإجابة عن الاستعلامات المتعلقة بكون عقدتين تنتميان إلى المكون نفسه.! (ثَرمِز 
في شبه الرماز إلى مجموعة عقد بيان 6 ب /6.1؛ وإلى مجموعة الوصلات ب 6.8.) 
(00120175)6 طاطم ممع 8ر00 
6.17 ع طععاع رطعم 10 1 


(7)0عقعمح 22 
6.8 © (اين) عهلء طعم 10 3 





' عندما تكون وصلات البيان سكونية (أي لا تتغير عبر الزمن)» يمكتنا حساب المكونات الرتبطة بسرعة أكبر 
باستخدام البحث عممًا-أولاً (التمرين 12-3.22). مع ذلك: تضاف الوصلات ديناميكيًا أحيانا ونحتاج إلى الحفاظ. 
على المكونات المرتبطة مع إضافة كل وصلة. في هذه الحالة: يمكن أن يكون التنجيز الموجود هنا أكثر فعاليةٌ من تنفيق 
بحث جديد عممًا-أولاً لكل وصلة جديدة. 
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(م)كعكمجط ع ل عكميجع وز 4 
(7,ل)«10لال1 5 


(17,ل)0(18011 8-0115 لم5 

(م)تعقمجم <د (معكممم مز 1 

11 لسعم 2 

#أكلخ؟ ماع عولء 3 

يضع الإجراء 000186780-00005001815 في البداية كلل عقدة ب في مجموعة خاصة يما. ثم يوحد عانصنا 

لمجموعتين اللتين تحتويان لا و «اء وذلك لكل وصلة (2,ا). يُطلب في التمرين 221.21 بعد معابحة جميع 

الوصلات؛ إثبات أن عقدئَيْن تقعان في المكون نفسه إذا وفقط إذا كان الغرضان المقابلان لحما في 

المجموعة نفسها. ومن ثم تسب الإجراء 000715780-00010008775 المجموعات بطريقةٍ تجعل الإجراء 

18-00010020507نم5 يحدّد وجود عقدئين في المكون المرتبط نفسه. يبين الشكل 1.21(ب) كيف يتحسب 
0-00102015ع7ع002008 المجموعات المنفصلة. 


00 


الوصلة اللعابلحة مع المجموعات المنفصلة 

الجموعات الابتدائية. 0) (6) 0) (4) ©) ا (ها 0) 0) (نا 
(4,ه) (0) ,ها 0 ©) ا (9) () 0) (نا 
9ن (©) (4,ه) 0 (69) ا 0) 0) (نا 
60( .ها (4,م) 9 2 0 () 01 
6.0 .ها (4,ق) 69 1 8:0 0 
(طبم) (4رطظيم) (69) 1 ل لك 
م (فىءرطيه) 000 0 لك 
,6 (فنرطيم] (61.9 انيف 0 

ب 


الشكل 1.21 (أ) بيان مؤلف من أربعة مكونات (4,ك,ظ,ه) و (و./,6) و (8,4] و ((. (ب) تمع المجموعات 
المتفصلة بعد معالحة كل وصلة. 
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في تنجيزٍ فعليٌ لخوارزمية المكونات المرتبطة هذه؛ سيحتاج كل من تثيلي البيان وبنية معطيات امجموعات 
المنفصلة إلى أن يشير كل منهما إلى الآخر. أي إن كل غرض عل عقدةٌ سيحتوي على مؤشرٍ لازم إلى 
غرض المجموعة المنفصلة المقابل: والعكس بالعكس. تعتمد هذه التفاصيل البرحية على لغة التنجيزء ولن 
نعالجها أكثر من ذلك هنا. 


تمارين 
1-1 
افترض أنه جرى تنفيذ 00000«20075©-مع7ع2:8ج00 على البيان غير للموشّه (8,/) - 6؛ 


حيث- (ارزءاءة!,و,],»,4,ء,طيه) - 1 وتحري معالحمة الوصلات 8 بلترتيب التالي: 
(©به) ,([,9) ,([.4) ,([,ط) ,(4,16) ,(ز,1) ,((,ه) ,(9و,ط) ,(9,1) ,(4,1(,)/,1). اسرد العقد في كل 
مكوّنٍ مرتبط بعد كل تكرار للأسطر 5-3. 

21 

بين أنه بعد معالحة جميع الوصلات في 20000186780-001100050/75 تكون عقدتان في المكوّن نفسه إذا 
وفقط إذا كانا في المجموعة نفسها. 

31 

ما هو عدد المرات التي يُستدعى فيها 1100-581 خلال تنفيذ 0002186780-00212018015 على بيان غير 
موجه (,/1) - 6 ذي ع مكوْنًا مرتبطًا؟ وما هو عدد المرات التي يُستدعى فيها 0020100؟ عبّر عن أجوبنك 
بدلالة إلا و |8ا و . 


تمثيل المجموعات المنفصلة بلائحة مترابطة 


يُظهر الشكل )١(2.21‏ طريقة بسيطة لتنجيز بنية معطيات بحموعات منفصلة: مُث فيها كل بجموعة باللائحة 
لمترابطة الخاصة بما. يحتوي الغرض في كل بجموعةٍ على واصفات راس 7604 يؤشر على الغرض الأول في 
اللائحة؛ وذيل /61؛ يؤشر على الغرض الأخير. يحتوي كل غرض من اللائحة المترابطة على عنصر من 
امجموعة» ومؤشرٍ إلى الغرض التالي في اللائحة؛ ومؤشرٍ يرجع إلى غرض المجموعة. يمكن أن ُظهَر الأغراض في 
كل لائحة مترابطة بأي ترتيب كان. إن مث المجموعة هو عنصرٌ امجموعة في الغرض الأول في اللائحة. 

من السهل تنفيذ 105-587م]3 و5210-557 كليهما بزمن (0)1 في تمثيل اللائحة امترابطة. ولتنفيذ 
(:8-5810زم]!! ننشئ لائحة مترابطة جديدة غرضها الوحيد هو . قفي حالة ()51000-587 نعيد المؤشر 
من * إلى غرض المجموعة الخاص بحاء ثم نعيد العنصر في الغرض الذي يشير إليه 4م80. فمثلأء في 
الشكل 2.21(): يعيد استدعاء (05-587)9(اظ القيمة /. 
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ب 



















































































الشكل 2.21 (أ) تمثيل بحموعتين باستخدام اللائحة المترابطة. تحتوي المجموعة ,5 على العناصر 4 و / و 8 
حيث / هو الممثل. وتحتوي المجموعة و5 على العناصر 8 و © و © و 8 حيث »ع هو الممثل. يحتوي كل غرض في 
اللائحة على عنصر من المجموعة؛ ومؤشر إلى الغرض التالي في اللائحة: ومؤشر يرجع إلى غرض المجموعة. ويحتوي كل 
غرض بجموعة على مؤشر 4مءع/ ومؤشر /61/ على الغرض الأول والغرض الأخير على التتالي. (ب) نتيجة 
(©,001000)8] الذي يُلحق اللائحة المترابطة التي تحوي » باللائحة المترابطة التي تحوي و. ممثل اللائحة الناتحة هو /. 
ويجري تدميرء وك غرض المجموعة الخاصة بلائحة ©. 





تنجيز بسيط للإجراء «10810 
يستغرق التنجيز الأبسط لعملية «0210] باستخدام تمثيل المجموعة بلائحة مترابطة وقنًا أكثر بكثير من 
8-587كلماة و 5:0-587. وكما يُظهر الشكل 1 رب) فإننا ننقّذ (نز,:<) «1980102] بإلحاق لائحة نز بنهاية 
لائحة «. ويصبح ممت لائحة * هو الممثّلَ للمجموعة الناتحة. نستخدم المؤشر /01/ في لائحة * لإيجاد مكان 
الحاق باللائحة بز بسرعة. ولما كانت جميع عتاصر لائحة بر ستنضم إلى لائحة ده فيمكننا تدمير غرض 
المجموعة للائحة بز. ولكنْ علينا تحديث المؤشر إلى غرض المجموعة لكل غرض كان في الأصل في لائحة يزه 
وهذا يستغرق زمنًا خطيًا نسبةٌ إلى طول اللائحة بز. ففي الشكل 2.21 مثلآء تسبب عملية (,0100)9(ل] 
تعديل المؤشرات في الأغراض ط و عو © و 8. 

في الحقيقة» ليس من السهل إنشاء متتالية من +7 عمليةٌ على : غرضًا تتطلب زمًا (712)©. افترض أن 
ف 
غرق إجراء 7 عملية 1/1815-587 زمئًا رتبته ()©. ولمّا كانت 








لدينا الأغراض «د,... ,ند ,رند. ننقّذَ متنالية من :: عملية 814165-887 تتبعها 7-1 عملية 201000[] | 


الشكل 3.21: بحيث يكون 1 - 1 
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العملية عدد الأغراض المحدثة 
(كع ملعتا 1 
()7ع 5 سعتمار 1 
زعم عماج 1 
(خدرينة)لامالانا 1 
روج ارماانا 2 
3 


(و:3 ريع مالالا 
( ةبيه الوالزنا اع 


الشكل 3.21 متتالية من 1 - :2 عملية على « غرضًا تستغرق زمنًا (9)2: أو زمنًا ()© لكل عملية وسطبّاء 
باستخدام تمثيل المجموعات بلائحة مترابطة والتنجيز البسيط ل «10لإنا. 


ويكون العدد الكلي للعمليات هو 2-1 عملية؛ وبذلك تستغرق كلك عملية زينًا وسطبًا (90. أي إِنَّ 
الزمن المخمّد لعملية ما هو (7)©. 

كسبية اجتماع منقّل 

يتطلب التنجيز السابق للإجراء «00010] في أسوأ الحالات زمنًا (:5)© لكل استدعاء وسطياء لأننا قد ثلحق 
لائحةٌ طويلةٌ بلائحةٍ قصيرة؛ يجب أن نَحدّث المؤشر إلى الممثل؛ لكلٌ عنصر في اللائحة الطويلة. افغرض بدلاً 
من ذلك أن كلع لائحة تتضمن أيضًا طول اللائحة (الذي يمكن الحفاظ عليه يسهولة) وأننا تُلحق اللائحة 
الأقصر باللائحة الأطول دومًا مع كسر الروابط اعتباطيًا. بكسبية الاجتماع المتفل «و اسمس لع /الهزءهد 

[/ؤفمان1! البسيطة هذه يمكن أن تظل عملية 80107[ بحاجة إلى زمن (2)1 إذا كانت المجموعتان تحتويان 
()2 عنصرًا. ومع ذلك؛ وكما تبيّن المبرهنة التالية» فإنَّ متتالية مؤلفة من +7 عملية 8-567ل4]! و 020102 


و 1010-587 منها :: عملية  1/1410-57:7'‏ زمنًا (هل» + )0. 





مبرهنة 1.21 

باستتحدام تمثيل اللائحة المتزابطة للمجموعات المنفصلة وكسبية الاجتماع الثقّل» تستغرق متتالية مؤلفة من 7# 
عملية 14168-557/! و ا(الانا و 00-587زاظ منها « عملية 587-كنهاة زمنا (ه! + :)0. 

البرهان لما كانت عملية 080100] بجممع بجموعتين منفصلتين» فإننا تُنجز 2-1 عملية اولان على 
الأكثر. نقوم الآن بحد الزمن الكلي الذي تستغرقه عمليات 100100 هذه. نيدأ بتحديد حدٌ أعلى لعدد 
المرات التي يجري فيها تحديث مؤشرات الأغراض إلى أغراض المجموعات الخاصة بما. ليكن لدينا غرض محده 
*. نعلم أنه في كل مرة يدث فيها مؤشر بده يجب أن يكون + قد بدأ في المجموعة الصغرى. في المرة الأولى 
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التي جرى فيها تحديث مؤشر به يجب أن يكون في المجموعة الناتجة عنصران على الأقل. وبالمثل عند تحديث 
مؤشر + في المرة التالية» يجب أن يكون في المجموعة الناتحة أربعة عناصر على الأقل. وبالمتابعة على هذا المنوال» 
نلاحظ أنه بعد تحديث مؤشر * [6/ج1] مردٌء يحب أن يكون في المجموعة الناتحة / عنصرًا على الأقل؛ لأيّ 
> 6. ولما كانت المجموعة الكبرى تحوي :: عنصرًا على الأكثر فإنَّ كل مؤشر إلى غرض يكون قد حرى 
تحديثه [1] مرةٌ على الأكثر في كل عمليات 109100. وهكذا يكون الزمن الكلي المصروف لتحديث 
مؤشرات الأغراض في كل عمليات 109/102 هو (0)2187. يجب أن نحتسب أيضًا تحديث المؤشرات /1ه/ 
وأطوال اللائحة التي تستغرق زمثًا (1)© لكل عملية «0010]. وبذلك يكون الزمن الكلي المصروف في 
تحديث « غرضًا هو (2هأ )0. 

يمكن استنتاج الزمن الكامل لمنتالية العمليات 71 بسهولة؛ فكل عملية 8-587كلما! و 5108-587 
رق زمنًا (0)1» وعدد العمليات هو (0)71. إذن الزمن الكلي للمتتالية كاملةٌ هو (7ع| :< + 0)7. 8 











تمارين 
1-1 
أكتب شبه رماز لكل من 8-585كلم]3 و 500-587 و 0(0100] باستخدام تثيل اللائحة المترابطة وكسبية 


الاجتماع المثقّل. تأكد أنك حدّدت الواصفات التي افترضتها لأغراض المجموعات وأغراض اللوائح. 


2-1 
1 


بيّن بنية المعطيات الناتجة عن عمليات 2709-5867 والإجابات المعادة في البرنامج التالي. استخدم تمثيل 
اللائحة المترابطة مع كسبية الاجتماع امقّل. 

16 داع 1 

تع كماد 2 

1152 2-غءم 3 

نيجع )لمانالا 4 

4ط 1013 12م 5 

(يجد,::) اامالانا 6 

)انان 7 

وض )مانا 8 

(م ب «مانانا 9 

(ي)؟7ع5-مجم 10 

(587)9-ممم 11 


افترض أَنَّه إذا كان للمجموعتين :* و :د الحجم نفسه؛ فإنَّ العملية (020102)::.3] تُلحق لائحة ربد 
بلائحة ,»د. 

3-1 

عَدَّل البرهان التجميعي للمبرهنة 1.21 للحصول على الحدود الزمنية المخمّدة (0)1 لكل من 587-هكنمة 


3,1 
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و 587-صسرط والحد (ع00 ل «ونلزن] باستخدام تمثيل اللائحة المترابطة وكسبية الاجتماع المثقّل. 


4-1 

أعطٍ حدًا مقاربًا ُحَكمًا لزمن تنفيذ متتالية العمليات في الشكل 3.21 بافتراض تمثيل اللائحة المترابطة وكسبية 
الاجتماع المثقّل. 

5-1 


يظن الأستاذ وم#مد60 أله قد يكون من الممكن الاحتفاظ بموشر واحد فقط في كل غرض مجموعة» بدلا 
من اثنين (8694/ و 611غ)» مع الاحتفاظ بمؤشرين في كل عنصر من عناصر اللائحة. بين أن ظن الأستاف 
مبهع على أسس جيدة: عن طريق وصف كيفية تمثيل بجموعة بلائحة مترابطة بحيث يكون للعمليات زمن 
تنفيذ العمليات الموصّّفة في هذا المقطع نفسه. صف أيضًا كيفية عمل العمليات. يجب أن يسمح أسلويك 
باستخدام كسبية الاجتماع المنقّلء بالتأثير الموصّف في هذا المقطع نفسه. (تلميح: استخدم ذيل اللائحة 
المترابطة باعتباره ممثلاً مجموعتها.) 

6021 

اقترح تغييرا بسيطًا للإجراء «18010] في تمثيل اللائحة المترابطة يلغي الحاجة إلى الاحتفاظ بالمؤشر /60/ إلى 
الغرض الأخير في اللائحة. يحب ألا يتغير زمن التنفيذ المقارب للإجراء 1000100 سواءٌ اسشُخدمت كسبية 
الاجتماع المنقّل أم لم ُستخدم. (تلميح: بدلاً من الحاق لائحة بأخرى, مِلْهُما مما.) 


غابات المجموعات المنفصلة 


في تنجيز أسرع للمجموعات المنفصلة؛ نمثل المجموعات بأشجحار ذات جذور بحيث تحتوي كل عقدة على 
عنصرء وقَثّل كل شجرة بجموعة. ف غابة المجموعات المنفصلة )5:م/ )56-"1مز1ك ا موضحة في 
الشكل 4.21()» يشير كل عنصر إلى أبيه فقط. يتضمن جذر كل شجرة ممثل المجموعة وهو أب لنفسه. وكما 
سنرى لاحمّاء ومع أن الخوارزميات المباشرة التي تُستخدم هذا التمثيل ليست أسرع من تلك التي تُستخدم 
تمثيل اللائحة المتزابطة؛ فيمكننا بإدخحال كسبيتين (هما الاجتماع بحسب المرتية. وضغط المسار) الوصولٌ إلى 
بنية معطيات أمثلية للمجموعات المنفصلة (بالمقاربة). 

ننقّذ العمليات الثلاث على المجموعات المنفصلة كما يلي. تُنشئ عمليةٌ 2/4165-557 شجرةٌ ذات عقدة 
واحدة فقط بيساطة. ننقّذ عملية 540-587 بتيّع مؤشرات الأب إلى أن جد جذر الشجرة. تؤلّف العقك 
التي جرت زيارتحا على هذا المسار البسيط إلى الخذر مسار الإيجاد ؛(/هم 7«4/. تتسبّب عمليةٌ «10"انا 
الموضّحة في الشكل 4.21(ب) في أن يقوم جذرٌ إحدى الأشجار بالتأشير إلى جذر شحرة أخرى. 
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الشكل 4.21 غابة مجموعات منفصلة. (أ) شجرتان تمثلان المجموعتين في الشكل 2.21. تمثّل الشجرةٌ اليسارية 

المجموعة (0,8 ,ع ,8)ء حيث ع هو الممثّلء وتمكل الشجرةٌ اليمينية المجموعة (و,/,4): حيث / هو الممثّل. (ب) نتيجة 
الاجتماع (9 ,)2107لا 





كسبيات لتحسين زمن التنفيق 
لم نحصل حتى الآن على تحسين لتنجيز اللائحة المترابطة. فمتتالية من 7-1 عملية «02/10] يمكن أن تُنشئ 
شجرة هي عبارة عن متتالية من 7 عقدة. ومع ذلك؛ يمكننا باستخدام كسبيتين الوصول إلى زمن تنفيذ نحطي 
تقريًا نسبةٌ إلى عدد العمليات +7. 

تشبه الكسبيةٌ الأولى (أي الاجتماع بحسب المرتبة /«هم «زط 10:) كسبية الاجتماع المقّل التي 
استخدمناها في تمثيل اللائحة المترابطة. النهج البديهي هو أن نجعل جذر الشجرة ذات العقد الأقل يشير إلى 
جذر الشجرة ذات العقد الأكثر. وبدلاً من الاحتفاظ بحجم الشجرة الفرعية في كل عقدة؛ سنستخدم نمجًا 
يُسهّل التحليل. سنحتفظ بمرتبة #«هم لكل عقدة هي حد أعلى لارتفاع العقدة. في الاجتماع بحسب 
المرتبة» بجعل الحذر ذا المرتبة الدنيا يشير إلى الحذر ذي المرتية العليا خلال عملية 0010«0لآ. 

الكسبية الثانية (أي ضغط المسار «0نودءرو«مه #/وص) هي أيضًا غاية في البساطة وفعالة جدًا. وكما 
يظهر في الشكل 5.21) فإننا نستخدمها خلال عمليات 108-587 لمعل كل عقدة في مسار الإيجاد تشير 
إلى الجذر مباشرةٌ. لا يُغْر ضغط المسار أية مرتبة. 








شبه رماز لغابات المجموعات المنفصلة 

لتنجيز غابة من المجموعات المنفصلة باستخخدام كسبية الاجتماع بحسب المرتبة» لا بد أن تحتفظ بالمراتب. في 
كل عقدة + نحافظ على القيمة الصحيحة /767.+ التي هي حدٌّ أعلى لارتفاع * (عدد الوصلات في أطول 
مسار من ورقة منحدرة إلى *). عندما يُنشئ 1418-5817( مجموعة وحيدة العنصر تكون مرتبة هذه العقدة 
الوحيدة 0. لا تغيّر عملية 510/2-887 من المراتب. تتضمن عملية 190108 حالتين اعتمادًا على كون الحذرين 
متساويين ف المرتبة أو لا. فإذا كانا غير متساويين في المرتبة» نجعل الجذر ذا المرتية الأكبر أبَا للجذر ذي المرتية 
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0 2 
الشكل 5.21 ضغط لمسار خلال عملية 5700-587. جرى حذف الأسهم والحلقات الذاتية في الجذور, 
(أ) شجرة تمثّل مجموعة قبل تنفيذ (510-587)6. تثّل المثلثات الأشجار الفرعية التي جذورها هي العقد الظاهرة, 
ولكل عقدة مؤشر إلى أبيها. (ب) المجموعة نفسها بعد ننفيذ (5100-587)0. تشير كل عقدة على مسار الإيجاد 
الآن إلى الجذر مباشرةٌ. 


الأصغر دون أن نغيّر المراتب. وإذا كانا متساوبين في المراتب» فإننا نختار أحدهما اعتباطيًا ليكون أبَا ونزيد 
مرتبته بمقدار واحد. 
لنضع هذه الطريقة في شبه رماز. نرمز للأب في عقدة ما ب ص.*. الإجراء 1.1201 هو مساق فرعي 
يستدعيه 1000100 ويأحذ مؤشرين إلى عقدتين كدخلين. 
()587-عمنملة 


دم 1 
0 لمع 2 


(ت) مانا 
((587)07-ص ,(تع ةمسد 1 


(لا,) انآ 
علهلا < علجه جد كط 1 
عد مز 2 





الإجراء 5112-5587 مع ضغط المسار هو إجراء بسيط جدًا. 


576 


الفصل 21 / بتى المعطيات للمجموعات المنفصلة 


(م)دع5-منمم 

مدع جع عط 1 

(5810.5-ملجاظ ع مير 2 

22 ملعم 3 

الإجراء 512-557 هو طريقة بمرورين 1104« دكهم-0»م: فهو يقوم أثناء عودته با مرور الأول إلى أعلى 

مسار الإيجاد لإيجاد الجذرء وعند نشر العودية يقوم بمرور ثانٍ راجمًا إلى أسفل مسار الإيجاد لتحديث كل 

عقدة بحيث تشير إلى الجذر مباشرةٌ. يعيد كل استدعاء للإحراء 51000-887 القيمة .+ في السطر 3. إذاكان 

د هو الحذرء فإن 708-587 يتجاوز السطر 2 ويعيد بدلاً من ذلك م.. الذي هو >؛ وهذه هي الحالة التي 

ينتهي فيها الصعود العودي. وإلاء ينقد السطر 02 ويعيد الاستدعاءٌ العودي مع الموسط م.بد مؤشرًا إلى 
الجذر. يحدِّث السطرٌ 2 العقدةٌ + لتُشير مباشرةٌ إلى الجذر» ويعيد السطرٌ 3 هذا المؤشر. 


2 





تأثير الكسبيات على زمن التنفيذ 
يحسّن الاجتماع بحسب المرتبة وضغط المسارء كل منهما على حدة؛ زمنٌ تنفيذ العمليات على غابات 
المجمموعات النفصلة» ويكون هذا التحسين أعظم عند استخدامهما معًا. فالاجتماع بحسب المرتبة 
وحده يعطي زمن تنفيذ (:00:187 (انظر التمرين 4-4.21)؛ وهذا الحد محْكُم (انظر التمرين 3-3.21). ومع 
أننا لن نثبت ذلك هنا إلا أنه في حالة # عملية 6-587نه81 (ومن ثم 1-: عملية «0الا0ة على 
الأكثر) و ث/ر عملية 500-587 فإِنَّ ضغط المسار وحده يعطي زمنًا تنفيذيًا في أسوأ الحالات 
((ترريبيوها + 1) ٠‏ + 6. 

عندما نستخدم كلاً من الاجتماع وضغط المسار يكون زمن التنفيذ في أسوأ الحالات 
(())0) حيث (5)ج هو دالة بطيئة النمو جدّاء نعرّفها في المقطع 4.21. في أي تطبيق يمكن تَخيّله لبنية 
معطيات المجموعات المتفصلة 4 > (4)3؛ لذا يمكننا النظر إلى زمن التنفيذ على أنه خخطي نسبةٌ إلى 0 في 
جميع الحالات العملية. ومع ذلك؛ فالقول الجازم هو أنه فوق خطي. تُنْبت هذا الحدٌ الأعلى في المقطع 4.21. 
تمارين 
1-1 
أعد حل التمرين 2-2.21 باستخدام غابة مجموعات منفصلة مع الاجتماع بحسب المرتبة وضغط المسار. 
2-1 


اكب إصدارًا غير عودي من 51709-557 مع ضغط المسار. 


31 
أعطٍ متنالية من +7 عملية 8-587كله]/! و 0100(لآ و 6-587 بحيث تكون فيها : عملية 3/]4108-587: 


4.21 * 
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وبحيث تستغرق زمنًا (:2)7:187 عندما نستخدم الاجتماع بحسب المرتبة فقط. 

421 

افترض أننا نرغب بإضافة العملية ()281877-587 التي تطبع جميع عناصر مجموعة * بأي ترتيب. بِيّن كيف 
يمكننا إضافة واصفة وحيدة فقط لكل عقدة في غابة بجموعات منفصلة بحيث يستغرق (*)205-581ل28 زمئًا 
خطيًا مع عدد عناصر مجموعة + ولا تتغير أزمنة التنفيذ المقارب لبقية العمليات. افترض أننا نستطيع طباعة 
كل عنصر في المجموعة بزمن (0)1. 





+ 
ن أن أية الية من +7 عملية 2-557كنه]/! و 102-587 و ]1 حيث تُظهر جميع عمليات 11702 قبل 
أية عملية 5009-5587 تستغرق زمنًا 00770 فقطء إذا استخدمنا كلاً من ضغط المسار والاجتماع بحسب 


5 


المرتبة. ما الذي يجري ف الحالة نفسها إذا استخدمنا كسبية ضغط المسار لوحدها؟ 


تحليل الاجتماع بحسب المرتبة وضغط المسار 

وجدنا في المقطع 3.21 أن ضمٌ الاجتماع بحسب المرتبة إلى ضغط المسار يستغرق زمن تنفيذ ((2)7 0077 في 
حالة 7 عملية على المجموعات المنفصلة على : عنصرًا. سنفحص في هذا المقطع الدالة » لمعرفة مدى بطع 
نموها. ثم نثبت زمن التنفيذ هذا باستخدام طريقة الكمون في التحليل المخمّد. 


دالة سريعة النمو جدًا ودالتها العكسية البطيئة النمو جدًا 
نعرف الدالة 
14-0 1ج+لن 
1 < عا ور - مه 


للأعداد الصحيحة 0 < 6 و 1 < ل حيث يستخدم التعبيرُ ([)4]/.00 تدوين التكرار الدالي المعطى في 
المقطع 2.3. ويكون تحديدًا زح (4]0,0 و ((200-]4) ديرق > (4)0,0 لكل 1 < :. سنعتير الموسط 
| هو مستوى [عدع/ الدالة 4. 

تزداد الدالة (ز)ج4. تمامًا بازدياد نز و / ممًا. ولمعرفة مدى سرعة نمو هذه الدالة نحصل أولاً على تعبيرين 
من الشكل المغلق لكل من (4:00 و (4200 ٠‏ 





توطئة 2.21 
إن 1 +2 > (/)4 لأي عدد صحيح 1 < ز. 
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البرهات نستخدم أولاً الاستقراء على + لبيان أنَّ :+ ز- (/4)00. في الحالة الأساسية لدينا 
0+ز- ز- (400. نفترض للخطوة الاستقرائية أن (6-1 جرب (40-20. فيكون 
++ رح 1 + ((1- ) + ز) - ((290 4و4 - (400. نلاحظ أخيرز أن ك ز 10+20 - (ز)رك 
2+1 -(1+)+ل . 
توطئة 3.21 

إن 1 - (1 + )2/43 > ([)ي4 لأي عدد صحيح 1 < ز. 

البرهان نستخدم أولاً الاستقراء على : لبيان أنَّ 1 - (1 + 200 > (4400. في الحالة الأساسية لدينا 
1 - (1 + )29 ح ز ‏ ()4]00. نفترض للخطوة الاستقرائية أنَّ 1 - (1 + ز) 20-3 ب (/) (2-/!4. فيكون 





1+(10-1 + 2) :2 - (1- (1 +0 2) يم د ززن لكي يم د وام 
1-(20+1 -2+1-(20+1 - 


نلاحظ أعبرا أذ 1 - (1 + 0 3+اج د زن للم - رزيل 1 
يمكننا الآن ملاحظة مدى سرعة نمو (/)ج4 بتفكُ رو عستيو و 0 


تعريف 40040 والتوطئتين السابقتين لدينا 2 1+1 > (4,)1 و 2:1+1-3 - (1)ي/ 
و1-7-(21+1.)1+1 - (42)1. ولدينا أيضًا: 


0) 

((4)42)1 ع 
(42)7 ع 
25.8-1 2 
5 

2 07 


21000 


20م د جعيه 
(4:00)يم - 

23)2047( 

(جهوج) 2049م - 

047 10ج 

- 2208-20-1 

20 
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روي 
6 - 
1 
وهو العدد المتوقع للذرات في الكون المنظور. (مثل الرمز << علاقة "أكبر بكثير من".) 
نعرّف الدالة المعاكسة للدالة (4)2 لكل عدد صحيح 0 < 7 كما يلي: 
(- ()يا : مانم - 0ه 
باختصار (2)3 هو المستوى الأدى ع الذي يكون من أجله (1) 4 هو : على الأقل. نرى من قيم (4:)1 
المذكورة آنقًا أنَّ 


, 2 5ك 0مك 

, 2-3 مه 

, 45257عم1 

, 2047 ك 2 > 8 15 

٠‏ (1)يق > > 2048 جم 


- (مه 


ت مر دم نت جا 


أي تكون 4 < (0)» فقط لقيم كبيرة جدًا لدرجةٍ "فلكية" ل : (أكبر من (4.)1؛ رقم هائل جدًا)؛ وبذلك 
تكون 4 > ()© للجميع الأغراض العملية. 


خصائص المراتب 

تنبت فيما تبقى من هذا المقطع أنَّ ((7) 007 هي حدّ لزمن التنفيذ في العمليات على المجموعات المنفصلة 
باستخدام الاجتماع بحسب المرتبة وضغط المسار. يمدف إثبات هذا الحدء نبدأ أولاً بإثبات بعض خخصائص 
ا مراتب. 

توطلة 4.21 

إن 76716..“د ك عإات6ج .بد مع متراجحة تامة إذا كان م.+ + يه وذلك لجميع العقد *. تكون قيمة 
/7671. في البداية 0 وتزداد مع الوقت إلى أن يصبح «.» غد >؛ ولا تتغير بعد ذلك قيمة /867.. تزداد 
قيمة 7671/6 .م .د باطراد مع مرور الزمن. 

البرهاك ثُبرقن هذه التوطنة بالاستقراء المباشر على عدد العمليات باستخدام تنجيزات 887-تكلماة 
و مالالا و 508-587 التي تظهر في المقطع 3.21. سنترك البرهان للتمرين 1-4.21. . 
نتيجة 35.21 


عندما نتبع المسار البسيط من أية عقدة إلى اللحذرء فإِنَّ مراتب العقد تتزايد تمامًا. .- 
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توطية 6.21 

مرتبة كل عقدة هي 2-1 على الأكثر. 

البرهان تبدأ مرتبة كل عقدة من 0 وتزداد في عمليات 1:10 فقط. وبسبب وجود 2-1 عملية «010(ل1 
على الأكثرء توجد 1-:: عملية 1:00 على الأكثر. ولمّا كانت كل عملية *120.] إما أن تُِقَيَ المراتب على 
ما هي عليه وإما أن تزيد مراتب بعض العقد بمقدار 1غ فإِنَ كللٌ المراتب هي 1- على الأكثر. .8 





تور التوطئة 6.21 حدًا ضعيمًا على المراتب. والحقيقة أنَّ مرتبة كل عقدة هي [:1#2] على الأكثر (انظر 
التمرين 2-4.21). ومع ذلك؛ فإِن الحد المنحل للتوطئة 6.21 سيكفي لتحقيق أهدافنا. 
إثبات الحد الزمني 
سنستخدم طريقة الكمون في التحليل المخمّد (انظر المقطع 3.17) لإثبات الحد الزمني 
((:0):0. عند إجراء تحليل مد سنجد أن من المناسب أن نفترض أننا نستدعي عملية 1.201 بدلا من 
عملية 0010]. وذلك لأنَّ موسطي الإجراء 1.20 هما مؤشران إلى جذرين» بافتراض أُنَنا تنج عمليات 
800-587 بصورة مستقلة. تُبِيّن التوطثة التالية أننا حتى لو أخذنا بالحسبان عمليات 5100-5817 الإضافية 
التي تنتج عن استدعاءات 191000 فإ زمن التنفيذ المقارب لا يتغيّر. 


توطلة 7.21 
افترض أنا نحوّل متتالية "5 من '71 عملية 8-581كلها! و «10لان1 و 518-587 إلى متنالية 5 من 71 عملية 
587-#كلهال! و عاللآ و 0-587/«اظ بتحويل كلّ 1020100 إلى عمليتي 125-587 تتلرها عملية عاللاللء 
عندئلء إذا كانت المتتالية 5 تُنَّذ بزمن ((8)8 +)0» فإنَّ النتالية "5 تُشَّذ بزمن ((8)» '0)8. 
البرهات لما كانت كل عملية «810] في لمتتالية “ تُحول إلى ثلاث عمليات في كع فلدينا 
'3 >< > ':. وطاكان 00:0 - م فَإنَ الحد الزمني للمتتالية المحوّلة ((:200 068 يقتضي حدًا زميًا 
((2) 00 للمتتالية الأصلية “5 . 
ستفترض فيما تبقى من هذا المقطع أنَّ انتالية البدائية المؤلفة من ':7 عملية 18-887ه]/2 و 9100ل 
و 520-587 قد جرى تحويلها إلى متنالية من +7 عملية 517-كنهال! و لآ و 51018-587. ونثبت الآن 
حدًا زميًا ((00:)05 للمتتالية المحوّلة» ونعتمد على التوطئة 7.21 لإثبات زمن تنفيذ (()» ')0 
للمتنالية الأصلية ذات ال /72 عملية. 
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دالة الكمون 
تسند دالة الكمون التي نستخدمها كمونًا () ,فو لكل عقدة :< في غابة امجموعات النفصلة بعد م عملية. 
بجمع كمون العقد لنحصل على كمون الغابة كاملةٌ: (*) وه 3 > م؛ حيث يرمز ب إلى كمون الغابة 
بعد ي عملية. تكون الغابة فارغةٌ قبل العملية الأولى» ونختار 0 - ون4. ولن يكون أي كمون م© سالبًا أبدا. 
تعتمد قيمة (*) يك على كون * جذرًا للشجرة بعد العملية 4. فإذا كان كذلك؛ أو كان 
0 ح علجمجعت فإن علجمجعد ٠‏ (6ه > (وف. 
افترض الآن أنه بعد العملية ؟ لن يكون ‏ جذرّء وأن 1 < /اته:.. نمناج إلى تعريف دالتين 
مساعدتين على :* قبل أن نستطيع تعريف (*)و4. نعرّف أولاً 
٠‏ ((لصعم عمييا < علجه,م : 16] تقد - (لعرو1 
أي إِنَّ ()001ه1 هو المستوى الأعظم 6 الذي لا يكون من أجله ,4 المطبق على مرتبة »د أكبر من مرتبة 
أبي #. 
3 
(1.21) , ()ه > (ملءيها 5 0 
التي ننظر إليها كما يلي. لدينا 
(بحسب التوطئة (4.21)) 1 + غ7ه7.* < 1ه 7 ,يع 
(بخسب تعريف  )400(‏ , (غلجهم .)وا - 
وهذا يقتضي أنَّ 0 < ()10061 ويكون 
(لأن (ز) برق متزايد تماما) (1)ووءة < للتم ما روما 
(يحسب تعريف (0)) 3 
(يحسب التوطئة  ))6.21(‏ , 710ه7.ص. < 
وهذا بدوره يقتضي أن يكون ()© > ()اعها. لاحظ أنه لما كان /:7ه.م.د متزايد باطراد مع الزمن» 
فإنَّ («)61ه1 هو متزايد باطراد أيضًا. 
تُطبّق الدالة المساعدة الثانية عندما يكون 1 < /7671.< 
٠‏ (للصه جه بو ليا < علجهج.م عد : 1] مهم - (ممعزز 
أي إِنَّ («)معاذ هو أكبر عدد من امات التي يمكننا فيها تطبيق رممرمرم ,4 المطبّق بدايةٌ على مرتبة به قبل أن 
نحصل على قيمة أكبر من مرتبة أبي *. 
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عندما تكون 1 < /76.. يكون لدينا: 


(2.21) , مامد ك ()ها1 ك1 
التي ننظر إليها كما يلي. لدينا 
(بحسب تعريف (2)ا197) جه )وو مورك < علاجه 7م 
(بحسب تعريف التكرار الوظيفي) لصهمع) 7 5 


وهذا يقتضي أنَّ 1 < ()1]67 ويكون لدينا 


(عسب تعريف (ابره) . (لتهج )بجوو مرا - (السسج ع 0 21 


(بحسب تعريف ()1061) لاه بص عد < 
وهذا بدوره يقتضي أنَّ 671 .+ > ()67]ة. لاحظ أنه لما كان 6/:ه7.م .+ متزليد باطراد مع الزمن (لكي 
يتناقص ()1160)؛ فإن ()10061 يجب أن يتزايد. ومع بقاء (1)00عه! دون تغيرء فإِنَّ ()1867 إما أن 
يتزايد وإما أن يبقى دون تغيير. 
بعد تعريف هاتين الدالتين» نعرّف كمون عقدة ‏ بعد © عملية: 


, 0 د علجه دعم عممه كزعدكز لمعم عد 6000 )د رين 
21 لهت فههعهم قعمم عذعد16 . (معال- ملسمج عد ((م)اءيها - رن | > 00و98 


تعطي التوطئتان التاليتان خواصّ مفيدة لكمونات العقد. 
توطئة 8.21 

علجه د ٠‏ (0)ه > (د)رف 5 0 
لكل عقدة ‏ ولكل أعداد العمليات 4. 
البرهاك إذاكان + جذرًا أو كان 0 > علجهم.ب فإن 1ه .د.()» > (*) وك بالتعريف. افترض الآن 
أنَّ « ليس جذزا وأ 1 < عنجهج.د. نحصل على حد أدن ل ()يف بتعظيم قيم (1)0نها و (0):ها1. 
وبحسب الحد (1.21) يكون 1 - (01ه > (2)اءبعكء وبحسب الحد (2.21) يكون علجه .د > («)رهاز. 
وبذلك يكون 


)ممم - ملجم عد ٠‏ (()اءنها - جمه) 
علاته .د - علاته .عد ٠‏ (1 - (2)») - ()ه) 
علاته< .عد - 671/6 :6.7 


.0ع 
وبالمئل نحصل على حد أعلى على (<) ين بتصغير قيم ()18091 و ()1]6. وبحسب الحد (1.21) يكون 


يق 


ا 
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0 < ()اهمواء ويحسب الحد (2.21) يكون 1 < (11000. وبذلك يكون 
1-علمهج ٠‏ (0 - (0)ه) > (تاوة 


1 -علهه7 .ك٠‏ (0)ه ع 


.- متمد (0ه > 

نعيجة 9.21 

إذا لم تكن العقدة جذرّاء وكان 0 < علسه7.ت فإن علمهج ١‏ (0)» > ()ر4. ٠.‏ 
تغيرات الكمون والتكلفة المخمّدة للعمليات 


لندرس الآن تأثير عمليات المجموعات المنفصلة على كمونات العقد. إن معرفة التغيير في الكمون نتيجة كل 
عملية: يمكُننا من تحديد التكلفة المخئّدة لها. 


توطئة 10.21 
لتكن د عقدة ليست جذرًاء ولنفترض أنَّ العملية و هي 1016 أو 51000-587. فيكون لدينا بعد العملية 
ذات الرقم و (*)ر_وث > ()رم. وإذاكان 1 < علجه”. » وتغير (:)190©1 أو ():16 بسبب العملية 
4 فإث 1 - ()ر_وق > ()رك. أي إِنَّ كمون : لا يمكن أن يزداد» وإذا كان له مرتبة موجبة وتغير 
()19061 أو ():هافء فإنَّ كمون + ينقص بمقدار 1 على الأقل. 
البرهاث إن + ليست جذراء لذا فإنَّ العملية ذات الرقم و لا تغيّر .بد ولمّا كانت + لا تتغير بعد :7 
عملية 2818-5587 بدائية» فإِنّ (2)2 ييقى أيضًا دون تغييرء لأن هذه المركبات في صيغة كمون + 
تبقى نفسها بعد العملية 4. فإذا كان 0 - /م5.#» فإن 0 > (2)_وه > (*)يش. افترض الآن 
أن 1 < علجهى.. 

تذكّر أنَّ ()1»”»1 تتزايد باطراد مع الزمن. فإذا تركت العمليةٌ ذات الرقم و القيمة (8061)0! دون 
تغييرء ازداد (*)1]6 أو بقي دون تغيير. وإذا لم يتغير أي من (+0810ه!ا و (80)2 1 عفإن 
وف > (©)رثك. وإذا ل يتغير ()61ه1 وازداد (186:)2» فإنه يزداد بمقدار 1 على الأقل» وبذلك 
يكون 1 - ():-وة > 60)و4. 

أخيراء إذا زادت العملية ذات الرقم ؟ من ()1©081» فإنه يزداد بمقدار 1 على الأقل؛ أي إِنَّ قيمة الحد 
7ه . ٠‏ (() 161 - ()ه) تتخفض بقدار /ن:ه.+ على الأقل. ولمَا كان (167610 قد ازدادء فإِنَّ 
قيمة ()1]6 قد تنخفض؛ لكن بحسب الحد (2.21): يكون الانخفاض بمقدار 1-غ2:ه.. أي إن زيادة 
الكمون نتيجةٌ لتغيير (*):166 هي أقل من نقصان الكمون نتيجة لتغيير (1©06100» ونستتج أنَّ 
1- )وف > هيف 3 
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تبيّن التوطئات الثلاث الأخيرة أنَّ الكمون المخمّد لكل عملية من العمليات 587-عنهاة و عثثالآ 
و 50009-587 هو ((0)6)2. تذكّر من المعادلة (2.17) أنَّ التكلفة المحمّدة لكل عملية هي تكلفتها 
الفعلية يُضاف إليها الزيادة في الكمون نتيجةٌ للعملية. 
توطية 11.21 
التكلفة المخمّدة لكل عملية 148-587( هي (0)1. 
البرهان افترض أنَّ العملية 4 هي (1418-587)2. تنشئ هذه العملية عقدة + مرتبتها 0. أي 
0 > (*)و4 دون أن تتغير بقية المراتب أو الكمونات» وبذلك يكون ._مله ح ي©. وبملاحظة أنَّ التكلفة 
الفعلية لعملية 218168-87 هي (0)1 يكتمل البرهان. 8 
توطئة 12.21 
التكلفة المخمّدة لكل عملية »لزانآ هي ((0)60. 
البرهان افترض أن العملية و هي ([,:)1100. التكلفة الفعلية لعملية 1.0 هي (0)1. دون فقد 
للعمومية» افترض أن عملية 1.100 تجعل بز أبًا ل . 





لتحديد النغيير في الكمون بنتيجة عملية *180.]ء نلاحظ أنَّ العقد الوحيدة التي يمكن أن تتغير هي ب 
و ل وأبناء بر قبل العملية مباشرةٌ. سنبيّن أنَّ العقدة الوحيدة التي يمكن أن يزيد كموثها بنتيجة عملية »#ل(ا1 
هي بز وأنَّ هذه الزيادة هي على الأكثر (::)©: 
بحسب التوطئة 10.21 فإِنّ أي عقدة كانت ابا ل بز قبل عملية :1120# مباشرةٌ لا يمكن أن يزداد كمونها 
بنتيجة العملية 1.12/6. 
من تعريف (<)يث نرى أنه لما كان جذرًا قبل العملية و مباشرةٌ فَإِنَّ جه .د ١‏ (02)» > () روه 
فإذاكان 0 > علسعريى فإن 0 > (0)._وق > ()يف. وإلاّ فإن 
(خسب العيجة  ))9.21(‏ علجه7 ١.‏ ()ه > (ت)يوق 
وق - 





ومن ثم فإنَّ كمون + ينقص. 





٠‏ لماكان بر جذرًا قبل عملية #تجنةء فإذّ مم7 .بر - 00> - (00) وي عمليةٌ +120 بر جذراء 
ثم إنها إما أن ثُبقي مرتبة بز على ما هي عليه؛ وإما أن تزيدها بمقدار 1. لذا فإن (00:-و© > («ز)و 


أو 6ه + (0) وف - (تروق. 
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فالزيادة في الكمون بنتيجة العملية 1.205 هي إذن (8)© على الأكثر. والتكلفة المخمّدة لعملية :110 
هي ((00»ه)0 - (0» + (0)1. . 


توطية 13.21 
التكلفة المحمّدة لكل عملية 5112-587 هي ((0)607. 


البرهان افترض أَنَّ العملية م هي 5708-8587 وأنَّ مسار الإيجاد يحتوي 5 عقدة. إن التكلفة الفعلية لعملية 
00-587«ا هي (0)5. سنبيّن أن كمون العقد لا يزداد بتيجة عملية 500-587 وأنَّ هناك 
((2 + ()>) - 5 ,0) :13: عقدة على الأقل على مسار الإيجاد ينقص كمونما بمقدار 1 على الأقل. 

لبيان أن كمون العقد لا يزداد: نلجأ أولاً إلى التوطئة 10.21 لجميع العقد ما عدا الحذر. إذاكان د هو 
الحذر فَإِنَّ كمونه هو ”.+ ٠‏ ()>: وهو لا يتغير. 

نبي الآن أنَّ هناك ((2 + (2)>) - 5 ,0) ©« عقدة على الأقل ينقص كموثما بمقدار 1 على الأقل. 
لتكن ند عقدة على مسار الإيجاد بحيث 0 < 7670/6 .ند ويتبعها في مكان ما من مسار الإيماد عقدة أخرى لز 
ليست جذرّاء بحيث يكون ()1»061 > (061)2ه1 قبل عملية 0-387« مباشرةٌ. (لاحظ أنه ليس بالضرورة 
أن تكون العقدة ب تتبع العقدة د مباشرةٌ على مسار الإيجاد.) جميع العقد على مسار الإيجاد عدا 2 + (71)© 
عقدة تحقق هذه القيود على *. فالعقد التي لا تحققها. هي العقدة الأولى على مسار الإيجاد (إذا كانت 
مرتبتها 0)» والعقدة الأخبرة على المسار (أي الجذر)» والعقدة الأخيرة سه على المسار التي يكون عنذها 
> (سه)اءبول في حال 1 - (01»ه,.. ,0,1,2 د /. 

نيت هذه العقدة د» ونبين أنَّ كمونما ينقص بمقدار 1 على الأقل. ليكن (/0!عه! > ()!906! > /. 
يكون لدينا قبل ضغط المسار الذي تسببه 53106-587 مباشرة 


(بحسب تعريف (6)0]). مسي "ثم امهتم 
(بحسب تعريف (1]65)7) (لجه يرا < علاقه7.طلا 
بحسب النتيجة (5.21) ولأنّ «تتبع بد على مسار الإيجاد). امستبم عد < لتعملا 


بوضع هذه المتراجحات مما وبافتراض أن : هي قيمة ()1]8 قبل ضغط المسارء يكون لدينا 
ولحم يا < علاجه .ميلا 
(لأن (ز) برك متزايد تماما). ملجه«م ميك - 
[0همم سم 24 


. ملممج )ثيه - 
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لما كان ضغط لمسار سيجعل لكل من + و /ز الأب نفسهء فإننا تعلم أنه بعد ضغط المسار سيكون 
ع/ه .م .لز - عله .م .د وأنَّ ضغط المسار لا يُنْقِص /2ه<.م.لز. ولْمَا كان /7©71.+: لا يتغير بعد ضغط. 
المسار فلدينا (/جه.:<) )4 < #«هم.م.#. وهكذاء فإِنَّ ضغط المسار سيسبب ازدياد (2)م166 (إلى 
1 +: على الأقل) أو ازدياد (+)61/»! (الذي يحدث إذا ازداد (*)م1:6 إلى القيمة 1 + /:7ه. على 
الأقل). في كلا الحالتين» ويحسب التوطئة 210.21 يكون لدينا 1 - (*):_م© > (*)وه. ومن ثمّ فإنّ كمون 
+ ينقص بمقدار 1 على الأقل. 

إن التكلفة المحمّدة لعملية 0-527نجا هي التكلفة الفعلية !. 





افةٌ إلى التغر في الكمون. والتكلفة الفعلية 

هي (0)5: وقد ينا أن الكمون الكلي ينقص بمقدار ((2 + ()>) - 5 ,03:00 وبذلك تكون التكلفة 

المحمّدة هي على الأكثر ((0)»2 > ((0)»)2 + 5 - (0)5 > ((2 + (0)») - 5) - (0)5: لأننا 

نستطيع رفع وحدات الكمون لتطغى على الثابت المضمر ف (0)5. 8 
ينتج عن التوطئات السابقة جميعها المبرهنة التالية. 


مبرهنة 14.21 
يمكن تنفيذ متتالية من +7 عملية 8-587كله]! و لإمالانا و 512-587 من بينها < عملية 8-5787)ل/2/1 
على غابة من المجموعات المنفصلة باستخدام الاجتماع المثقّل وضغط المسار في أسوأ الحالات بزمن 


0) »)(( 

البرهان يتحقّق البرهان مباشرة من التوطئات 7.21 و 11.21 و 12.21 و 13.21. .8 
تمارين 

1-1 


أثبت التوطئة 4.21. ٠‏ 
24.1 

أثبت أنَّ مرتبة أية عقدة هي [1870] على الأكثر. 

3-6 

على ضوء التمرين 2-4.21» كم عدد البتات الضرورية لخزن /71ه. لكل عقدة ؟ 

4-1 

باستخدام التمرين 24.21 أعطٍ برهانًا بسيطًا على أَنَّ العمليات على غابة المجموعات المنفصلة مع الاجتماع 
بحسب المرتبة ولكن بدون ضغط المسار ‏ 





مسائل 
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2000 عاددظ أنه لما كانت مراتب العقد تتزايد تمامًا على مسار بسيط إلى الحذر؛ فإِنَّ مستويات 
العقد يجب أن تتزايد باطراد على ذلك المسار. بتعبير آخر إذاكان 0 < 1/6تم7. ولم يكن .د جذرا؛ فإن 
(م .:)اعنه1 > (د)اءبها. هل الأستاذ على صواب؟ 

+ 421 

لتكن لدينا الدالة ((1 + )ها < (4)1 : 6) «ادم - ()'4. بين أن 3 > (0”ه لجميع القيم العملية 
ل د وبيّن باستخدام التمرين 2-4.21 كيف يمكن تعديل محدد دالة الكمون لإثبات أنه يمكننا تنفيذ متتالية 
من 2« عملية 58-587ل4/( و 100102 و 00-587 من بينها : عملية 81418-587 على غابة من 
المجموعات المنفصلة باستخدام الاجتماع بحسب المرتبة وضغط المسار في أسوأ الحالات بزمن ((:07/© :0)7. 


1-2 الحد الأصغر خارج الخط 

بلطلوب في مسألة الحد الأصغر خارج الخط ««عااممم «مهمنمرز«« #«فلنززه أن نحافظ على بجموعة 
ديناميكية ”7 من العناصر من امجال (7,... ,2 ,1] مع العمليات 105877 و 87841-80180 . لدينا متتالية 
ى من + استدعاء 120587 و :7 استدعاء 100(-17ه5#كاتء حيث يجري إدراج كل مفتاح من [21,... ,1,2 
مرةٌ واحدة. نرغب بتحديد المفتاح الذي يعيده كل استدعاء 52073861-1010. وزغب تحديدًا بملء صفيفة 
[:.. 1] ممع هدم حيث []]4ممعه جاده هو المفتاح الذي يعيده الاستدعاء ] ل :865347-00 لكل 
,1 ع :. تعني مسألة "خارج الخط" أنه يمكننا معالحة المنتالية 5 كاملةٌ قبل تحديد أي من المفاتيح 





المعادة. 


أ. في المنتسخ (عمهنكهة) التالي من مسالة الحد الأصغر خارج الخط» تثّلكل عملية (12/5877)4 بقيمة ) 
وتمثّل كل 2461-3012 بحرف 8: 


٠‏ 7,5 +1 ,قا رظارظ ,6 ,8,9,2 ,8,8,3 ب4 
املا القيم الصحيحة في الصفيفة 06064 ”7تتد». 


لإنشاء حوارزمية لحذه المسألة» نقسّم المتتالية 5 إلى متتاليات جزئية متجانسة. أي مم 5 كما يلي: 





مساك واه وا بكبياظبيا 
حيث تت كل 8 استدعاءً واحدًا ل :55347-31 وعَثّل كل را متتالية من استدعاءات 1815877 (قد 
تكون فارغة). نضع في البداية لكل متتالية جزئية را المفاتيح المدرجة في هذه العمليات ضمن بجموعة 1 
(تكون فارغة إذا كانت را فارغة). ثم نقوم بما يلي: 
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(772,7) اناج جلا عاجان-م 0 

1 نم6 1 

بل ع أغقط طعدد رعمتسصمععل 2 

1+ مع ركذ 3 

د [ز]فم مم مده 4 

مهطا يعتمعمع عسلهن غدع الهدد عطا عط ) 164 5 
كاكلت ,)ل اعد اعتطاس ,10 

1 عهترمموعة , ,كا ذا با ديكا 6 

ل 0 





ب. ناقش صحة كون | 6664 التي يعيدها 18:1210(1]/!-1«18ر[-075 صحيحة. 
ت. صف كيفية تنجيز 001ا1208-0/100100.]-085 تنجيرًا فعّالاً مع بنية معطيات للمجموعات المنفصلة. أعطٍ 
حدًا تحكَمًا لزمن 





ك في أسوأ الحالات. 





22-1 تحديد العمق 

ن مسألة تحديد العمق ««عاناهجم :1:00 ::4»/6- نامك غافظ على غابة (,7] > 7 من الأشجار ذءات 

الحذور مع ثلاث عمليات: 

(8-1818)0كلم]/( إنشاء شجرة ذات عقدة واحدة م. 

()184م8 5100-0 إعادة عمق عقدة به ضمن شجرتها. 

(,:)7همع0 جمعل العقدةٌ + (التي يفترض أن تكون هي جذر الشجرة) ابنًا لعقدةٍ د (التي يفترض أن تكون 
ني شجرة أخرى غير ولكن يمكن أن تكون جذرًا أو لا). 

أ. افترض أثنا نستخدم تمثيلاً للشجرة يشبه غابة المحموعات المخفصلة: .نا هو أب للعقدة بن إلا 

إذا كان ت جذرًا فيكون ن- م.ن. افترض أيضًا أنّا بجنا (6870,0 بوضع لات وريم 
و (11)0مع مام باتباع مسار الإيجاد إلى الجذرء وبإعادة عدد العقد غير ز: التي جرت مصادفتهاء, 
بيّن أنَّ زمن التنفيذ في أسوأ الحالات لمتالية من +7 عملية 1#-علهالا و 587-ماجا؟ و ه08 
هو (6)2. 

باستخدام كسبيتي الاجتماع بحسب المرتبة وضغط المسار يمكننا تقليص زمن التنفيذ في أسوأ الحالات. 

نستخخدم غابة المجموعات المنفصلة (/5] > ف حيث تقايل كلل مجموعةٍ :5 (التي هي شجرة بحد ذاتها) شجرة 

ف الغابة 2. ومع ذلك» فإن بنية الشجرة الخاصة بالمجموعة ,5 لا تقابل بالضرورة بنية المعطيات الخاصة 





ب :1. في الحقيقة لا يُسجّل تنجيز ,5 العلاقة الدقيقة بين الأب والابن» ومع ذلك فهو يسمح بتحديد عمق 


أية عقدة في ,7. 


الباب /7 / بنى المعطياث المتقدمة 589 


الفكرة الرئيسية هي الحفاظ على "شبه مسافة" 4.ن في كل عقدة <» التي تعرف بحيث يكون بجموع 


أشباه المسافات على المسار البسيط من < إلى جذر بجموعتها ,5 مساويًا لعمق ٠‏ في :7 أي إذا كان لسار 
البسيط من < إلى جذرها في ,5 هو ينلا ... رونة,ونة حيث < > ولا و بلا هو جذر 05 فيكون عمق لا في 
هو 4 .رن دألة. 


ب 


ت. 


اث 


أعطٍ تنجيرًا ل 988آ-تكتهاا. 


بين كيف نعدّل 100-57 لتنجيز 5100-987111. يجب أن يضغط تنجيرك المسار وأن يكون زمن 
تنفيذه خطيًا بدلالة طول مسار الإيجاد. تأكّد أنَّ تنجيزا 





يدث أشباة المسافات تحديكًا صحيحًا. 





بين كيفية تنجيز (,084117)7 الذي يجمع المجموعتين المتضمنتين ل : و < بتعديل الإجراءين «10لال] 
و انآ . تأكّد أنَّ تنجيزك يُحَدِّث أشباة المسافات تحديئًا صحيحًا. لاحظ أن جذر مجموعة ,5 ليس 


بالضرورة جذرًا للشجرة المقابلة :7. 


. أعطٍ حدًا مُحْكُما لزمن التنفيذ في أسوأ الحالات لمتتالية من +7 عملية 7888-كلها/! و 0-087111:«ا8 


و تنهع0 من بينها « عملية 188-كل1/]4. 


3-1 خوارزمية تاريان خارج الخط للبحث عن السلف المشترك الأبعد 

السلف المشترك الأبعد «0اوم 7ه :071:0» )مها لعقدتين ها و « في شجرة ذات جذر 7 هو العقدة مله 
التي تكون سلفًا لكل من 4 و < ويكون لها العمق الأكبر في '7. ني مسألة الأسلاف المشتركة الأبعد خارج 
الخخط ««رعاناهجم 5بماكعء :هده نرم اكهها «ذلءز[ه: لدينا شجرة "7 وبجموعة (إن,نا)) - 5 من الأزواج. 
غير المرتبة من العقد في "7: ونرغب بتحديد السلف المشترك الأبعد لكل زوج في . 


لحل مسألة الأسلاف المشتركة الأبعد خخارج الخطء يقوم الإجراء التالي بتجوال في الشجرة '7 مع استدعاء 


ابتدائي (1©8)7.006. نفترض تلوين كل عقدة بالأبيض 711158 قبل التجوال. 


معمعا 
متعم مسد 1١‏ 
لاح «مأوععاته .(/)8130-587 2 
*1 متيقه م قات طعقة م10 3 





(م)معا 4 

( بل) !مالالا 5 

ا «ماكمعاه .(58700-ماجة 0 6 
اعهاظ > «وامء ده 7 

مع [نرنه) أقطا طعي تعامه طعق 102 8 
هاه ع- «وامء .م كأ 9 

0 


"أن بماقععمة ممسدممء غكمه! ع1" أملتم 
:571625607 .(ا) 581-مننط "وز “ ب "لمة“ ها 
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أ. أثبت أن السطر 10 يُقّدْ مره واحدة لكل زوج 5 © (ما,نه). 
ب. بِيّن أنه عند استدعاء (/)1©08 يكون عدد المجموعات في بنية معطيات المجموعات المنفصلة مساويًا 
لعمق با في '7. 
ت. أنبت أنَّ م12 يطبع السلف المشترك الأبعد ل يه و « لكل زوج « © (نا,نه). 


حل زمن تنفيذ .1:04 بافراض أننا نستخدم تتجيز بنية معطيات المجموعات المنفصلة من المقطع 3.21: 


06 


ملاحظات الفصل 


يعود الفضل في العديد من النتائج الحامة المتعلقة ببنية معطيات المجموعات المنفصلة (جزنيًا على الأقل) إلى 
تاريات هده .8 .8؛ فقد أعطى 19690 [330 ,328]: باستخدام التحليل التجميعي 006ههههة 
وأوراددة؛ الحدّ الأعلى المُحْكم الأول بدلالة الدالة المعاكسة لدالة #مهصمءاءم ذات النمو البطيء جدًا 
(«,:)©. (تشبة الدالهً (ز)ي,4 المُعطاةٌ في المقطع 4.21 دالةٌ ممدمء عه وتشبه الدالةٌ ()ج الدالة 
المعاكسة. وتكون قيمة كلٌ من (6)071© و (2)771,71: 4 على الأكثر لجميع القيم المعقولة ل 71 و 8.) برقن 
لهمعمهة1 و هممسلانا [179 ,5] على حدٌّ أعلى (2 *0):18. جرت ملاءمة المعالحة في المقطع 4.21 
بتحليل لاحق ف 13808 [332] الذي يعتمد بدوره على مك1 [220]. يعطي 81,56 و لاموماعيم 
[161] إصدارًا للحد السابق ل 0هز:7 يعتمد على الكمون. 

يناقش 18188 و معاانامم1 8ه" [333] متغيرات لكسبية ضغط المسار تتضمن "طرائق المرور الواحد" 
التي تقدّم أحيانًا عوامل ثابتة» أفضل في أدائها من الطرائق ذات المرورين. وكما في التحاليل السابقة ل صدزىه] 
لكسبية ضغط المسار الأساسية» فإِنَ تحاليل مدزيه5 و «ع«دء»] مو هي تجميعية. بين ؛اروا1 
و 4ادههذ6< [161] فيما بعد كيف يمكن بتغيير بسيط لدالة الكمون ملاءمة تحليل ضغط المسار للمتغيرات 
ذات المرور الواحد. بييّن «68600© و «دزّهه1 [121] أنه في بعض التطبيقات؛ يمكن إجراء العمليات على 
المجموعات المنفصلة بزمن (000. 

بين 8ةل:1 [329] ضرورة وجود حدّ أدى للزمن ((2)71,7 :)2 تتطلبها العمليات على بنية معطيات 
المجموعات المنفصلة التي تحقق بعض الشروط التقنية. قام 8هدملعم/ و 5لة5 [113] فيما بعد بتعميم هذا 
الحدء وأظهرا أنه في أسوأ الحالات. يجب أن يجري النفاذ إلى كلمات في الذاكرة طوا 
( 0 (تبم» جم با 














ع 


مطبوعات الجمعية العلمية السورية للمعلوماتية 


معجم مصطلحات المعلوماتية 
مم1 'زوواممصطءء1 سمتهمسمكم1] كه جتمدمقعتم 
ه يضم 7000 مصطلح في شتى علوم المعلوماتية. 


يحوي المصطلح الأجنبي والمقابل بالعربي مع شرح للمصطلح باللغة العربية 
شارك في وضعه 30 باحثاً من هيئات علمية رفيعة 





أسس لغات البرمجة 


85 ناآ ولتسسدو هر 1ه كلدتام و15 


0٠‏ أدوات للبريحة الرمزية - الاستقراء والعودية وا ملدى 

« التجريد النحوي وتجريد المعطيات - قواعد الاختزال 
والبريحة الأمرية 

« المفسرات - ترير المعاملات 

0٠‏ اللغات الغرضية التوحه - طراز تمرير الاستمرارات 

ه مفسرات تمرير الاستمرارات - الشكل الأمري وبناء 
اللكدس 

» الماسحات والمحللات النحوية - اشتقاق المترجمات 





هندسة البرمجيات - المجلد الأول والمجلد الثاني 


عستععمتومظ عه لمق 


مقدمة - المنتج والإجرائية 


إدارة المشاريع البرجية (مفاهيمها - مقاييس الإجرائية 





و - 
المخخاطرة - الحدولة الزمنية للمشروع - 


البربجيات > إدارة تشكيلة البربجيات) 





طرائق تقليدية في هندسة البرحيات (هندسة النظام - 





التحليل -- النصميم - تصميم نظم الزمن الحقيقي - 





ابيس التقنية للبرجيات) 
هندسة البريحيات الغرضية التوجه (مفاهيم وميادئ - التحليل - التصميم - الاختبار - المتقايس التفنية) 


الصورية - الغرفة النظيفة - إعادة استخدام البريحيات > إعادة 






بمعونة الحاسوب) 


الذكاء الصنعي 


ععسعونتلاء)اسآ لدك ليم 











تتدحل (ماهية الذكاء الصنعي - مناهج الذكاء الصنعي) 
الآلات التفاعلية - الشبكات العصبونية - ارتقاء الآلة - آلات الحالة -- 
الوكلاء التي تخطط - البحث الأعمى - البحث 

- التخطيط والفعل - البحث البديل 0500-6 
- البحث المعاكس : سس 
البحث في فضاءات الحالة (حساب الفرضيات - 


حساب الإسناديات - نظم قواعد المعرفة - تمثيل 


المعارف البديهية - المحاكمة باستخدام المعارف غير 








المؤكدة - التعلم والفعل باستعمال شبكات بايز) 





طرائق التخطيط المعنمدة على النطق (حساب للوقع - 
انمايا 


الاتصالات والتكامل (تعدد الوكلاء - الانصال بين الوكلاء - بنيانات الوكلاء) 


مفاهيم نظام التشغيل - الجزء الأول والجزء الثاني 
وأمععهه0) سعأور5 عمتادميعم 0 


ه النحة عامة إلى نظام التشغيل (مقدمة - بنية نظام 
نظام التشغيل) 





اسب - جدولة وحدة اللعالج -- 





الإجرائيات - التوقف التام 
٠‏ إدارة الخزن (إدارة الذاكرة - الذاكرة الافتراضية - نظام 
الملفات) 
نظم الإدنحال والإخخراج - بنية الخزن الوسيع 
النظم الموزعة - التنسيق الموزع 


٠‏ الحماية والأمن 





دراسة حالات (نظام لينكس - نظام ويندوز 2000 - نظام ويندوز 368) 
٠‏ نظام 852عمم" - نظام طاعو]ة - نظام ومطعول2 


التعمية التطبيقية 
'إطممتع 0م02 لعتاممم 


أسس التعمية > لبنات بروتوكولات التعمية - البروتوكولات الأساسية - البروتوكولات المتوسعلة - البروتوكولات 
المتقدمة - البروتوكولات الطلسمية 

© تقنيات التعمية (طول المفتاح - إدارة المفاتيح - أنواع 
الخوارزميات وأنماطها - استخدام الخوارزميات) 

خوارزميات التعمية (مراجعة رياضية - مِقْيّس تعمية 
المعطيات 285 - خوارزميات لينية - معميات لبنية 
إضافية - ضم المعميات اللبنية - مولّدات السلاسل 
شبه العشوا 





بة والمعميات التسلسلية -مولدات السلاسل 





العشوائية الحقيقية - توابع البصمة الوحيدة الاتجاه - 


خموارزميات المفتاح العلني -- خوارزميات التوقيع الرقمي بالمفتاح العلني - خوارزميات تبادل المفاتيح) 


المدخل إلى 5.0 هع سسعط)312 


0 هع تأمسعطأه]81 10 سوناءعس ل مم1 





إلى هع الهصوع و81 -- ما هو 21002مع0)ة1)1 - المدى الواسع لاستخدامه 
٠‏ بيئة العمل في هع فصع طاة21 


٠‏ أساسيات 





معتتقدسء تدا ---_ 
6 
لس 


٠‏ البرة بلغة 5.0 هعالقصعط:ة3/1 


ه تطبيقات 5.0 3عأاة 


#طلهاة ف التحليل العددي 





(طريقة تنصيف الممال - 





اتصالات المعطيات والحواسيب - المجلد الأول والمجلد ١‏ 


5 نا 0011100 تلع اناده © لصخ ذأد 


٠‏ تمهيد لمواضيع الكتاب (مواضيع حقل اتصالات المعطيات واتصالات الحواسيب - مفاهيم 





ه تبادل المعطيات من نقطة إلى نقطة - تقائات النقل 
التمائلي والرقمي واللاسلكي - التحكم في الوصلات - 
التضميم. 


تبادل المعطيات وثقانات الاتصالات للشبكات الواسعة 





المدى (ثقائات ابتدال الدارات والرنم و 431 


والشيكات اللاسلكية الواسعة). 





ه التقانات والبنيانات للتشبيك على المسافات 





عناصر تصميم السبكات المحلية (أوساط الإرسال؛ والطبولوجياء 
دراسة لبعض الشبكات المحلية المقيّسة. 












بات والمبادئ البنيانية اللازمة لتبادل المعطيات بين ب لعالجة الملعطيات (حواسيب» محطات عمل» 


عخدمات) المرتبطة بالشبكات المحلية أو الشبكات الواسعة أو الشبكات البينية المؤلفة لالإنترنت. 


مسرد مصطلحات المعلوماتية 
قصنء!1 رو مامصطعء 1 سمتأهدنمكسة 1ه جندووه1 
© ايظم 5000 مصطلح جديد 


٠‏ يحوي المصطلح الأجنبي والمقابل بالعربي 
يعد مكملاً لمعجم مصطلحات المعلوماتية 


مجلة الثقافة المعلوماتية 


محلة تخصصية تعنى بالبحوث الحديئة المنشورة في أرقى 





العالمية في 
المعلومانية: وتحتم بالترجمة الدقيقة هذه البحوث مع المراجعة العلمية والضبط 
اللغوي. يصدر أربعة أعداد منها كل سنة. 

٠‏ صدر منها حت الآن 40 عدداً 





تطلب جميع مطبوعات الجمعية من المقر الرئيسي للجمعية (مجلس إدارة الجمعية) 
ومن جميع فروع الجمعية في المحافظات (اللجان الإدارية ) 
للاستعلام 
هاتف : 3736156 - 2137204 - 2137205 
جوال : 0933545981 - 0932503964 
للمراسلة 
دمشق - الجمارك - بجانب وزارة التعليم العالي 
ص ,ب. 33492 
فاكس : 3737558 -2137202 
بريد إلكتروني: 505-5].0:8 )2218162 








